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1 Первiснi поняття, аксiоми та моделi афiнної площини

1.1 Первiснi поняття та аксiоми афiнної площини

Означення 1.1 Афiнною площиною називається сукупнiсть точок i прямих,
що задовольняють наступнi аксiоми

A1. (Аксiома iснування прямої, що проходить через двi точки) Через
будь-якi двi рiзнi точки проходить пряма.

A2. (Асiома єдиностi прямої, що проходить через двi рiзнi точки)
Якщо через двi точки проходять двi прямi, то або точки збiгаються,
або прямi збiгаються.

A3. (Аксiома iснування трьох неколiнеарних точок) Iснують такi
три точки, що жодна пряма не проходить через усi три.

А4. (Аксiома iснування паралельної прямої) Через будь-яку точку, що
не лежить на заданiй прямiй, проходить пряма, що не перетинає-
ться iз заданою прямою.

А5. (Аксiома єдиностi паралельної прямої) Якщо через задану точку
проходить двi прямi l,m, що не перетинаються (не мають спiльних
точок) iз заданою прямою, то цi двi прямi l,m збiгаються, тобто
l = m.
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Означення 1.2 Двi прямi площини називаємо паралельними, якщо вони або
збiгаються, або не мають спiльних точок. Якщо пряма a паралелна прямiй b,
то пишемо a ∥ b. Якщо пряма a не паралелна прямiй b, то пишемо a ∦ b.

1.2 Незалежнiсть i несупречнiсть аксiом афiнної площини

Теорема 1.1 (Теорема про незалежнiсть i несуперечливiсть системи аксiом афiнної площини)
Система аксiом А1, А2, А3, А4 афiнної площини є незалежною, несуперечли-
вою i неповною.

Означення 1.3 Моделлю для системи аксiом афiнної геометрiї називаємо на-
бiр точок i прямих разом з вiдношенням iнцидентностi, якi задовольняють
систему аксiом.

Доведення. Несуперечливiсть системи аксiом означає, що iснує модель цiєї
системи аксiом. Отже довести несуперечливiсть можна побудувавши таку систе-
му. Розглянемо площину, в якiй множина точок чотириелементна — {A,B,C,D},
множина прямих шестиелементна — a, b, c, d, e, f, а вiдношення iнцидентностi за-
дамо таблицею iнцидентностi, тобто таблицею, в якої рядки позначенi точками,
стовпчики позначенi прямими, а на перетинi рядка i стовпчика стоїть вiдмiти-
на, якщо точка iнцидентна прямiй, i нiчого не стоїть, якщо точка не iнцидентна
прямiй, див. табл.1

a b c d e f
A • • •
B • • •
C • • •
D • • •

Табл. 1: Таблиця iнцидентностi для моделi системи аксiом афiнної площини

Ми бачимо, що побудована площина задовольняє систему аксiом афiнної пло-
щини. Зокрема, через точку C що не належить прямiй a проходить єдина пряма,
а саме f , що паралельна прямiй a. Таким чином, ми довели несуперечливiсть
створеної системи аксiом афiнної площини.

Наведемо ще один приклад моделi для системи аксiом афiнної площини —
так звану декартову площину k2 над певним комутатвним чи не комутативним
полем1 k.

1некомутативнi поля називають також тiлами
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Рис. 1: Модель, що спро-
стовує залежнiсть аксiоми
А1

A
A
A
�
�
�

d
A
A
A

d���
dd d

d d















J
J

J
J

J
JJ

A1

A2

A3 A4

A5

A6

Рис. 2: Модель, що спро-
стовує залежнiсть аксiоми
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Рис. 3: Модель, що спро-
стовує залежнiсть аксiоми
А3

Точками площини k2 є елементи декартового квадрату поля k, тобто пари
(x, y) чисел x, y ∈ k. Прямими в цiй площинi є множини розв’язкiв (x, y) рiвняння

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ k, (a, b) ̸= (0, 0). (1)

Точка (u, v) ∈ k×k iнцидентна прямiй (1) в площинi k2, якщо au+ bv+ c = 0.

Незалежнiсть однiєї аксiоми вiд решти означає, що її неможливо довести, ви-
користовуючи решту аксiом. Щоб довести неможливiсть доведення, будують мо-
дель, де ця аксiома не виконується, а решта аксiом виконується. Отже для дове-
дення незалежностi 5 аксiом досить побудувати 5 моделей площини, в кожнiй iз
яких порушується лише одна аксiома.

Перша модель складається iз тьох точок A,B,C i двох прямих a, b, де (див.
рис. 1) — точка A iнцидентна прямiй a, а точки B,C iнцидентнi прямiй b.

A ∈ a, B,C ∈ b.

Друга модель складається iз шести точок A1, A2, A3, A4, A5, A6 i дев’яти пря-
мих

{A1, A4}, {A2, A5}, {A3, A6}, {A1, A2, A3}, {A2, A3, A4},
{A3, A4, A5}, {A4, A5, A6}, {A5, A6, A1}, {A1, A2, A6}

(див. рис. 2) — вiдношення iнцидетностi збiгається iз теоретико-множинним ∈.
Прямою, що паралельна прямiй {A1, A4} i проходить через A2 буде {A2, A5}, a
прямою, що паралельна прямiй {A1, A2, A3} i проходить через A4 буде {A4, A5, A6}.
В цiй моделi через двi рiзнi точки A1, A2 проходять двi рiзнi прямi {A1, A2, A3},
{A1, A2, A6}

Третя модель, що спростовуує залежнiсть третьої аксiоми, складається iз двох
точок i однiєї прямої (див. рис. 3)

Таблиця 2 є таблицею iнцидентностi площини, в якiй немає паралельних пря-
мих, отже аксiома 4 не виконується, але решта аксiом виконуються.
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a b c d e f ∞
A • • •
B • • •
C • • •
D • • •
∞1 • • •
∞2 • • •
∞3 • • •

Табл. 2: Таблиця iнцидентностi для площини Фано

Площина, яка має 5 точок 1,2,3,4,5 , прямими є двоелементнi пiдмножини мно-
жини {1, 2, 3, 4, 5}, а вiдношення iнцидентностi збiгається iз теоретико-множинним
вiдношенням ∈ належностi елемента множинi, є моделлю, в якiй остання п’ята
аксiома порушується, а решта чотири виконуються. Тобто iснування цiєї моделi
доводить, що 5 ксiома незалежна вiд iнших.

Для доведення неповноти системи аксiом досить побудувати двi неiзоморфнi
моделi, в однiй iз яких виконується певна додаткова аксiома, а в другiй ця аксома
не виконується. Такою додатковою аксiомою можна взяти

“Кожна пряма iнцидентна лише двом точкам“

Додана аксiома не робить систему аксiом суперечливою — ми маємо афiнну пло-
щину з таблицею iнцидентностi 1, в якiй на кожнiй прямiй знаходиться рiвно
двi точки. Але ми можемо побудувати афiнну площину, в якiй на кожнiй прямiй
знаходяться рiвно три точки. Для побудови такої площини беремо поле класiв
лишкiв за модулем 3 — GF (3) = {0, 1, 2}, точками беремо впорядкованi пари
елементiв iз GF (3), прямими беремо множини тих точок (x, y) ∈ GF (3)×GF (3)
якi є розв’язками певного рiвняння

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ GF (3)

Так розв’язками рiвняння 2x + y + 1 = 0 є (1, 0), (0, 2), (2, 1), вiдповiдна пряма
має 3 точки i додана аксiома в цiй площини порушується, а решта 5 аксiом вико-
нуються. Тим самим ми довели неповноту системи аксiом, що складається лише
iз аксiом А1, А2, А3, А4, А5.

Теорема доведена.

Теорема 1.2 (Про перетин двох рiзних прямих) Якщо двi рiзнi прямi ма-
ють спiльну точку, то вона єдина — її називаємо точкою перетину цих пря-
мих.
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Доведення. Наявнiсть двох спiльних точок у двох рiзних прямих суперечила б
тому, що через двi рiзнi точки проходить лише одна пряма.

Теорема 1.3 (Про вiдношення паралельностi) Бiнарне вiдношення “Пряма
a паралельна прямiй b“ на множинi прямих афiнної площини є вiдношенням
евiвалентностi, тобто рефлексвним, симетричним i транзитивним вiдноше-
нням.

Доведення. Вiдношення паралельностi рефлексивне, тому що кожна пряма
паралельна собi за означенням.

Воно сметричне завдяки нашому розумiнню сполучника “i“ — два висловлення
“Точка A лежить на прямiй a i точка A лежить на прямiй b“ i “Точка A лежить
на прямiй b i точка A лежить на прямiй a“ iстиннi або хибнi одночасно.

Транзитивнiсть доводиться методом вiд протилежного. Припустимо, що на
площинi є три прямi a, b, c, i a ∥ b, b ∥ c i a ∦ c. Наше припущення означає, що
через точку претину прямих a i c паралельно до b проходить двi прямi — a i c,
що суперечить аксiомi А5.

Теорема доведена.

Означення 1.4 Клас прямих, що паралельнi заданiй прямiй, наиваємо пучком
паралельних прямих

1.3 Дискретнi площини

Теорема 1.4 (Про рiвнопотужнiсть множин точок на прямих) Мiж то-
чками двох довiльних прямих можна встановити взаємно однозначну вiдповiд-
нiсть.

Доведення. За аксiомою А3 iснують три неколiнеарнi точки, отже iснують три
попарно непаралельнi прямi. Отже для двох заданих прямих l1, l2 можна знайти
пряму l3, що їм не паралельна. Через довiльну точку на прямiй l1 проводимо
пряму, що паралельна прямiй l3. Точка B перетину цiєї побудованої прямої з
прямою l2 i є точкою, що вiдповiдає точцi A.

Теорема доведена.

Наслiдком цiєї теореми є те, що коли одна пряма площини має скiнченну
кiлькiсть точок, що їй належать, то кожна пряма в цiй площинi має ту ж саму
кiлькiсть точок.
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Теорема 1.5 (Про кiлькiсь прямих, що проходять через вибранi точки)
Нехай A,B — двi довiльнi точки афiнної площини. Тодi мiж множиною пря-
мих, що проходять через точку A, i множиною прямих, що проходять через
точку B, iснує взаємно одназначна вiдповiднiсть. Якщо в площинi iснує пря-
ма, на якiй розтащовано точно q рiзних точок, то через кожну точку в цiй
площинi проходить точно q + 1 пряма.

Доведення. Нехай A,B двi рiзнi точки i a — пряма, що проходить через
цi вибранi точки. Пряма a вiдповiдає сама собi. Прямiй, u що проходить через
точки A i не проходить через B, вiдповiдає пряма v, що проходить через точку
B паралельно прямiй u.

Кiнець доведення.

Теорема 1.6 (Про кiлькiсть точок i прямих скiнченної афiнної площини)
Нехай в певнiй афiннiй площинi деяка пряма має q, q < ∞ точок. Тодi в цiй
площинi q2 точок i q(q + 1) прямих

Доведення. Нехай деяка пряма площини має q точок. Вибираємо в цiй пло-
щинi двi непаралельнi прямi a, b. Тодi пучок прямих, що паралельнi b, має стiльки
ж прямих, скiльки точок на a, тобто q. Всi точки площини розташованi на пря-
мих цього пучка. I на кожнiй прямiй цього пучка q точок. Отже всього в площинi
q2 точок.

Оскiльки в кожному пучку q прямих, а пучкiв стiльки, скiльки прямих про-
ходить через задану точку, тобто q + 1, то всього прямих q(q + 1).
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