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1 Теорема Гьоделя про неповноту

1.1 Формулювання теореми.

Спочатку зупинимося на позначеннях та визначеннях.
Позначимо через A алфавiт арифметики — 0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,

+, (,), x, n,<,=,−, ∀,∃,∨,∧,¬,⇒ та т.п. Конкретний перелiк
нас не цiкавить, але цей алфавiт мiстить скiнченну кiлькiсть
символiв.

Деякi послiдовностi символiв iз A є виразами (арифмети-
чними), а деякi - формулами. Так x + 2y це вираз (терм),а
x > 2y є формулою з двома вiльними змiнними. x2 − 22x +
3,
√
x+ 5, (5 + x)(5 − x) — вирази (терми). ∀x(

√
x+ 5 = (5 +

x)(5−x)),∃y(x2− 22x+3 > y) — формули, формули арифме-
тики.

Змiнна в областi дiї квантора зв’язана (цим квантором). Не
зв’язанi змiннi — вiльнi. Деякi формули не мають вiльних змiн-
них, є висловлюваннями (вони або iстиннi або нi). Iстиннi ви-
словлювання утворюють множину T .

Є алфавiт доведень. В цьому алфавiтi звичайно є знак ⊢,
але його може i не бути. Оскiльки ми розглядаємо виключно
послiдовностi символiв i багатоповерхових записiв немає, то
немає i дробiв — двоповерхових записiв. У видавничiй системi
Latex, для прикладу, багатоповерховий вираз∫ 20

7

x5 + 11

x7 − 12
dx

записується рядком

\int_7^{20}\frac{x^5+11}{x^7-12}{\rm d}x

В цьому рядку крiм латинських букв, цифр, знакiв додаван-
ня та множення використовуються також, похилi, “шляпки“,
знак пiдкреслювання. Вiдповiдно, в алфавiтi доведень, як i в
алфавiтi арифметики, можуть бути такi знаки.
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Є аксiоми логiчнi— для прикладу A ⊢ A, та позалогiчнi —
для прикладу x+y=y+x, є правила доведення i є саме дове-
дення — i правила доведення, i доведення. На конкретному
наборi аксiом i правил доведення ми не зупиняємося Всi во-
ни записуються в алфавiтi доведень. Разом аксiоми i правила
доведення утворюють дедуктику D.

Якщо всi iстиннi формули (множину всiх встинних формул
позначаємо через T ) можна довести, то це повна дедуктика.
Якщо можна довести i певну формулу i її заперечення, то це
суперечлива дедуктика. Якщо для жодної формули неможли-
во довести ї саму формулу i її запречення, то це несуперечлива
дедктика.

Ми розглядаємо лише тi дедуктики, в яких iснують алго-
ритми перевiрки того, що дана формула є аксiомою, що даний
запис є доведенням, є алгоритм, що дозволяє за доведенням
взнати, доведенням чого воно є. Але конкретну формалiза-
цiю алгоритма (чи машини Тьюрiнга, чи частково рекурсивнi
функцi, чи якусь iншу формалiзацiю) не обираємо, будемо ко-
ристуватися iнтуїтивним розумiнням алгоритму.

Алфавiт разом з правилами правильної побудови слiв на-
зивають мовою.

Теорема Гьоделя: Для пари < A, T > мови арифме-
тики неможливо ввести повну несуперечливу деду-
ктику.

Можна об’явити всi iстиннi формули аксiомами. Тодi всi
вони будуть доказовнi. I ми одержимо повну несуперечливу
дедуктику. Нас такi дедуктики не влаштовують — тодi не буде
iснувати алгоритма, який дозволив би вiддiлити аксiоми вiд
неаксiом. Отже нагадаємо суттєєве обмеження.

Iснує алгоритм, який дозволяє вiддiлити аксiоми вiд
“неаксiом“ i доведення вiд “недоведення“, який дозво-
ляє взнати, що саме доводить доведення.
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З алгоритмами та їх формалiзацiями ми уже мали справу.
Тут нагадаємо вимоги до алгоритмiв.

1.2 Алгоритми та їх аксiоми.

Алгоритми мають справу з алфавiтами, вони працюють iз сло-
вами алфавiту. До деяких слiв їх можна застосувати, а для де-
яких — нi. Таким чином, алгоритм має область визначення i
область значень. Якщо областi визначення рiзнi, то алгоритми
рiзнi.

З алгоритмами можна мати справу без формального визна-
чення, але тодi потрiбно користуватися аксiомами, первинни-
ми припущеннями (кому очевидними, а кому нi), яким задо-
вольняють усi алгоритми.

Аксiома запису Застосування алгоритму можна записа-
ти, i потiм (за записом застосування алгоритму до того, до
чого цей алгоритм можна застосувати) кожен однозначно мо-
же взнати — якi були початковi данi, i який результат. Ал-
горитм має область визначення. Алгоритм має область зна-
чень.Алгоритми з рiзними областями визачення рiзнi.

Для прикладу, якщо алгоритм уявляється як машина Тью-
рiнга, то алгоритм

• застосовується до записiв на стрiчцi в алфавiтi 0,1;

• повиннен iснувати алфавiт, в якому записуються внутрi-
шнi стани машини;

• повинна бути вказана початкова конфiгурацiя (що саме
записане на стрiчцi, на який символ дивиться голiвка, в
якому станi починається робота)

• повинна бути програма.

Якщо машина Тьюрiнга створена для того, що проставити
одну одиничку на порожню стрiчку, то область визначення
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— порожня стрiчка, машина знаходиться в початковому станi,
голiвка дивиться на якесь вiчко (там записаний нуль або iн-
шиий символ порожнього вiчка), прогама каже, “якщо машина
знаходиться в початковому станi i голiвка бачить нуль, то ма-
шина повинна надрукувати у цьому вiчку одиничку, голiвку
не рухати, перейти в кiнцевий стан.“ Якщо голiвка бачитиме
одиничку, то машина, яка кажуть, “зависне“, вона припинить
роботу iз-за вiдсутностi вiдповiдної команди — але машина не
створювалася для цього випадку. Також коли машина бачить
нуль, а стрiчка не порожня, то машина спрацює, але на стрiчцi
буде непрогонозований запис — цей випадок не регламентує-
ться.

Аксiома програми Можна видiлити множину програм
(приписiв), якi всiма розумiються чiтко, єдиним чином. При
цьому все буде писатися в одному алфавiтi. Кожен може вiд-
рiзнити програму вiд непрограми. Точнiше, можна створити
алгоритм, який би за будь-якою послiдовнiстю символiв давав
вiдповiдь — це запис алгоритму чи це нiсенiтниця.

Аксiома кодування Алгритми застосовують до слiв — по-
слiдовностей символiв в певному алфавiтi. Символи алфавiту
можна перенумерувати. Тодi алгоритми будуть застосовувати-
ся до послiдовностей натуральних чисел i результатом роботи
є натуральне число або нуль. Саме такий пiдхiд здiйснено при
введеннi частково рекурсивних функцiй.

Кожне ненульове натуральне число u єдиним чином роз-
кладається у добуток степенiв простих чисел —

u = 2a3b5c . . . ,

де a, b, c, . . . — скiнченна послiдовнiсть чисел iз розширеного
натурального ряду. Тому мiж скiнченними послiдовностями
a, b, c, . . . чисел i натуральними числами є взаємно однозначна
вiдповiднiсть. Цю взаэмно однозначну выдповыднысть
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2a3b5c . . . ↔ (a, b, c, . . .)

назвемо кодуванням (послiдовностей чисел числами). Вiд-
повiднiсть

n ↔ n− 1

є взаємно однозначною вiдповiднiстю мiж натуральними чи-
слами i натуральними числами з нулем.

1.3 Арифметичнi вирази, обчислюванi функцiї, пе-
рераховнi множини.

Завдяки вказаному вище кодуванню ми можемо вважати, що
всi алгоритми є функцiями

f(n)

однiєї змiнної на множинi натуральних чисел. Говорячи про
арифметичний вираз ми будемо мати на увазi запис алгори-
тму обчислення функцiї f(n). Говорячи про обчислювану фун-
кцiю будемо, як i ранiше, мати на увазi таку функцiю, яку мо-
жна задати алгоритмом обчислення, арифметичними виразом.
Множина значень обчислюваної функцiї називається перера-
ховною.

Область визначення обчислюваної функцiї Розшире-
ний натуральний ряд є обчислюваною множиною (ми це ба-
чили при вивченнi частково рекурсивних функцiй) i вiн може
бути областю визначення обчислюваної функцiї. також обла-
стю визначення обчислюваної функцiї може бути перераховна
множина — множина значень обчислюваної функцiї. Вважа-
ємо, що iнших областей визначення у обчислюваної функцiї
немає. Отже нижче ми можемо спиратися на те,що

область визначення i область значень обчислюваної
функцiї є перераховна множина.

6



1.4 Формули арифметики та арифметичнi множини.

В арифметицi можна обiйтися одним предикатним симовлом
=. Формули визначаються iндуктивно.

База iндукцiї: Якщо два вирази з’єднати знаком =, то одер-
жимо формулу.

Iндуктивний перехiд. Якщо на формулу навiсити квантор,
або двi формули з’єднати знаком логiчної операцiї, то одержи-
мо формулу.

Розглядаємо формули iз однiєю вiльною змiнною.
Формули мають область iстиностi - це так званi арифмети-

чнi множини. Область визначення i область значень обчислю-
ваної функцiї f це арифметична множина:

Df = {x|∃yf(x) = y} Imf = {y|∃xf(x) = y}

Якщо у формулу з однiєю вiльною змiнною замiсть зщмiн-
ної пiдставити конкретне значення, то одержимо висловлюва-
ння. Якщо висловлювання iстинне, то назвемо його теоремою.
Ми повиннi довести, що iснує така теорема, яку неможливо
довести.

1.5 Гьоделiвськi номери

Арифметичний вираз — це послiдовнiсть певних символiв. Зав-
дяки введеному кодуванню цiй послiдовностi вiдповiдає певне
число iз розширеного натурального ряду. Оце число називає-
ться гьоделiвським номером арифметичного виразу.

Кожне доведення (в заданiй дедуктицi) є послiдовнiстю сим-
волiв. Ця послiдовнiсть також при кодуваннi отримує свiй но-
мер — гьоделiвський номер доведення.

Взагалi, кожен алгоритм разом з початковими даними є по-
слiдовнiстю символiв, яка при кодуваннi отримує свiй номер,
гьоделiвський номер алгоритма.
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Формула є послiдовнiстю символiв. Отже i вона при коду-
ваннi отримує свiй гьоделiвський номер.

1.6 Унiверсальний прокурор

Множина гьоделiвських номерiв тих теорем, якi можна дове-
сти, є перераховною. Це означає, що є алгоритм, результатом
роботи якого є множина гьоделiвських номерiв тих теорем, якi
можна довести. Назвемо такий алгоритм унiверсальним про-
курором.

Алгоритм такий.
1. Породжуємо слова в алфавiтi дедуктики — спочатку по-

роджуємо слова довжини 1, потiм довжини 2, потiм довжини
3 i т.д Всi цi слова р озташовуємо в алфавiтному порядку.

2. Перевiряємо кожне iз виписаних слiв на те, ци є це слово
доведенням чогось, чи нi. Якщо нi, то слово бiльше не розгля-
дається i переходимо до наступного слова.

3. Якщо слово є доведенням, то застосовуємо алгоритм,
який дозволяє взнати, доведенням чого саме, якої теореми,
є це слово.

4. Кодуємо теорему i одержуємо гьоделiвський номер дове-
деної теореми.

5. Переходимо до наступного слова.
Породжуємо слова в алфавiтi дедуктики, i превiряємо їх на

те, чи є вони доведенням. А потiм вiддiляємо формулу, яку
доведення доводить. Таким чином, ми всi вивiднi формули за-
писуємо у послiдовнiсть. Таким чином, всi вивiднi формули є
перераховною множиною.

1.7 Обчислення арифметичного виразу вiд свого гьо-
делiвського номеру

Вводимо обчислювану функцiю V (n) наступним чином. Якщо
n — гьоделiвський номер якогось арифметичного виразу fn(x)
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вiд однiєї змiнної x, то V (n) = fn(n). Тут мється на увазi, що
V (n) = fn(n) коли n належить областi визначення fn(x). А
коли n не належить областi визначення fn(x) то n не належить
також областi визначення V (x).

Теорема. Доповнення до областi визначення функцiї V (x)
не є перераховною множиною.

Доведення. Доводимо методом вiд протилежного. Нехай D1

— область визначення обчислюваної функцiї V (x), а D2 =
overline(N) \ D1. Нехай далi D1 перераховується обчислюва-
ною функцiєю u(x), D2 перераховується обчислюваною фун-
кцiєю v(x). Тодi наступна функцiя

U(k) =

{
V (k), якщо k ∈ D11;

0, якщо k ∈ D2.

Для обчислення функцiї U(x) використовуємо такий алгоритм.
Послiдовно обчислюємо функцiї u(x), v(x) на своїх областях
визначення i одержанi числа записуємо у послiдовнiсть — на
непарних мiсцях виписуємо значення u(x) а на парних — зна-
чення v(x). Оскiльки об’єднання областей значень функцiй
u(x), v(x) є D1 ∪ D2 — весь розширений натуральний ряд, то
через скiнченну кiлькiсть крокiв ми одержимо задане число k.
Якщо k з’явилося на непарному мiсцi, то U(k) = V (k). Якщо
ж k з’явилося на парному мiсцi, то U(k) = 0.

Пiдкреслимо, що функцiя U(k) визначена при всiх значен-
нях k.

Далi будуємо всюди визначену обчислювану функцiю W (k) =
U(k) + 1. Оскiльки це обчислювана функцiя, тобто задається
арифметичним виразом, то вона має гьоделiвський номер —
позначимо його через m. Оскiльки функцiя W (k) всюди визна-
чена, то вона визначена i при k = m. За визначенням функцiї
V (x) (вона обчислює функцiї вiд своїх гьоделiвських номерiв)
маємо
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W (m) = V (m). (1)

Оскiльки m входить в область визначення функцiї V (x), то

U(m) = V (m). (2)

За визначенням W (k) = U(k) + 1 при будь-якому значеннi
k, в тому числi i при k = m. Отже

W (m) = V (m) + 1. (3)

Рiвностi (1),(3) суперечать одна однiй. Одержана супере-
чнiсть доводить неможливiсть того, щоб доповнення до обла-
стi визначення V (x) було перераховною множиною.

1.8 Доведення теореми Гьоделя.

Доведення теореми Гьоделя проводимо також методом вiд про-
тилежного.

Припустимо, що iснує повна несуперечлива дедуктика. Бу-
демо розглядати функцiю V (n) i множини D1, D2, що введенi
в попередньому розiлi. Ми вже довели, що множина D2 непе-
рераховна. Доведемо тепер, що при нашому припущеннi (при-
пущення про те, що всi теореми — iстиннi висловлюання до-
казовнi), множина D2 ерераховна.

Ми вiдмiчали, що область значень обчислюваної функцiї
(тобто перераховна множина) є областю iстиностi певного пре-
диката (формули) P (x). Розглянемо предикат (формулу) Q(x) =
¬P (x). Його область iстиностi, тобто множина тих n ∈ N,Q(n)
iстинна, є D2.

Згадаємо унiверсального прокурора i те, що множина дока-
зовних формул (точнiше, їх годелiвських номерiвн) є перера-
ховною. Нехай вона (ця множина) перераховується обчислю-
ваною функцiєю g(x). Послiдовно обчилюючи функцiю g(x)
а своїй областi визначення, ми за скiнченну кiлькiсть крокiв
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одержимо або формулу P (n) або формулу Q(n) для кожного
n iз розширеного натурального ряду. Функцiя g(x) дозволяє
ввести нову функцiю — h(n): h(n) = n, коли g(n) дорiвнює
гьоделiвському номеру формули ¬P (n) i h(n) не визначено,
коли g(n) чи то невизначено, чи то дорiвнює гьоделiвському
номеру iншої доказовної формули. Функцiя h(n) перераховує
область iстиностi предиката ¬P

2 Теореми2, якi неможливо довести

2.1 Аксiома паралельностi i теорема Дезарга

Вiзьмемо висловлювання

Через кожну точку площини можна провести пряму,
що паралельна данiй, i така пряма єдина.

Вказане висловлювання є аксiомою паралельностi в шкiльнiй
планiметрiї. Кожна аксiома є теоремою. Але є так звана геоме-
трiя Лобачевського, в якiй аксiома паралельностi замiнена iн-
шою —“будь-якi двi прямi перетинаються“. Побудова площини
Лобачевського, тобто площини, в якiй виконується нова аксi-
ома, доводить, що аксiому параленьностi неможливо довести,
використовуючи лише решту аксiом площини.

Вiзьммо наступне висловлювання

Нехай на площинi є два трикутники. Встановимо вза-
ємно однозначну вiдповiднiсть мiж вершинами цих
трикутникiв i одержимо вiдповiднi вершини i вiд-
повiднi сторони. Припустимо, що вiдповiднi сторони
не паралельнi. Якщо прямi, якi з’єднують вiдповiднi

2Теоремами називають висловлювання, якi мають доведення. Отже загловок має
внутрiшню суперечнiсть. В цьому роздiлi пiд теоремою розумiємо висловлювання,
яке в якiйсь системi аксiом має доведення. В однiй системi аксiом твердження має
доведення, а в другiй — нi.
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вершини перетинаються в однiй точцi, то точки пе-
ретину прямих, на яких лежать вiдповiднi сторони,
лежать на однiй прямiй.

Це так звана теорема Дезарга. Водна доводиться наступним
чином. Будується потрiбне креслення. I це креслення розгля-
дається як проекцiя зрiзаної трикутної пiрамiди. Площини основ
не паралельнi, вони перетинаються по якiйсь прямiй. От на цiй
прямiй i лежать потрiбнi точки перетину.

Є площина, так звана недезаргова площина, в якiй це твер-
дження хибне. Отже його довести неможливо. Оскiльки тео-
рему можна довести використовуючи тривимiрний простiр, то
недезаргова площина не занурюється в тривимiрний простiр.
На такiй недезарговiй площинi неможливо ввсети систем ко-
ординат. Таким чином недезаргова площина вводиться дещо
iншою (нiж шкiльна) системою аксiом.

2.2 Континуум-гiпотеза i функцiя вибору

Континуум гiпотеза формулюється так.

Iснує множина, потужнiсть якої строго бiльше, нiж
потужнiсть мнжини натуральних чисел, i строго мен-
ше, нiє потужнiсть множини дiйсних чисел.

Функцiя вибору ставить у вiдповiднiсть кожнiй непорожнiй
множинi якийсь елемент цiєї множини.

Нi iснування функцiї вибору, нi континуум гiпотезу немо-
жливо довести, використовуючи систему аксiом Цермело —
Френкеля.
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2.3 Недоказовна теорема в арифметицi

Недоказовною в аксiоматицi Пеано так звана теорема Гудстей-
на3

Перед тим, як ввести деякi новi слова.
Ми знаємо, що будь-яке натуральне число n має десятковий

запис
n =

∑
i/geq0

ai10
i, 0 ≤ ai ≤ 9.

Це ж число має двiйковий запис

n =
∑
i/geq0

ai2
i, 0 ≤ ai ≤ 1.

Це число можна подiбним чином розкласти за степенями будь-
якої основи m > 1.

n =
∑
i/geq0

aim
i, 0 ≤ ai ≤ m− 1. (4)

В записi (4) число ai можна записати як суму ai одиниць, а
саме число i знову можна розкласти за степенями основи m.
Для прикладу, m = 3

n = 2 + 35 + 2 · 311 = (1 + 1) + 33
1+2 + (1 + 1)33

2+2.

Останнiй запис використовує число 2. Але i тут можна замi-
нити 2 на 1+1.

Подiбним чином ми для будь-якої основи m можемо одер-
жати для будь-якого натурального числа n запис, який вико-
ристоує лише числo m i 1. Такий запис називається спадковим
записом за заданою основою m.

3Теорему сформулював i довiв з використанням ординальних чисел, що виходять
за межi аксiоматики Пеано, математик, чиє iм’я латинськими буквами пишеться
Goodstein. Слово stein iмецькою мовою означає камiнь i читається як штайн. То-
му читання цього iменi українською мовою не очевидне. Краще всього було б взнати,
як сам Гудстейн читає своє прiзвище.
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Тепер введемо послiдовнiсть Гудстейна. Першим елементом
a1 послiдовностi гудстейна є будь-яке натуральне число в спад-
ковому записi за основою 2.

Другий елемент a2 послiдовностi Гудстейна обчислюється
так. Спочатку в спадковому записi a1 за основою 2 число 2 за-
мiнюється на число 3, потiм iз одержаного числа вiднiмається
один, потiм оержане число записується в спадковому записi за
основою 3.

Третiй елемент послiдовностi Гудстейна обчислюється так.
Спочатку в спадковому записi числа a2 за основою 3 число
2 замiнюється на число 4, потiм iз одержаного числа вiднi-
мається один, потiм оержане число записується в спадковому
записi за основою 4.

k+1−ий елемент ak+1 послiдовностi Гудстейна має спадко-
вий запис за основою k+2 i одержується iз спадкового запису
числа ak послiдовним виконанням трьох дiй

1. замiна основи k+1 в спадковому записi числа ak за осно-
вою k + 1 на k + 2;

2. вiднiмання iз одержаного числа 1;

3. переведення одержаного числа в спадковий запис за осно-
вою k + 2.

Теорема Гудстейна стверджує наступне.

Який би не був перший елемент послiдовностi Гуд-
стейна, послiдовнiсть Гудстейна обiрветься нулем (на-
ступний елемент в послiдовностi Гудстейна можна
будувати лише для ненульовогоелемента).
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