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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â çàïîëíåííûõ
âÿçêîé æèäêîñòüþ òðåõñëîéíûõ òðóáêàõ, îáðàçîâàííûõ àíèçîòðîïíûìè âÿçêîóïðóãèìè
ñëîÿìè ñ ðàçëè÷íûìè òîëùèíàìè è ðåîëãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ïðîôèëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â òðóáêàõ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ñòåíêè êî âíóò-
ðåííåìó ðàäèóñó òðóáêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ðàçëè÷íû äëÿ óñòîé÷èâûõ
è íåóñòîé÷èâûõ ìîä è äëÿ ïåðåõîäíûõ ðåæèìîâ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñëèÿíèÿ ìîä.
Îáñóæäàþòñÿ ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê òå÷åíèþ êðîâè â àð-
òåðèÿõ êàê ìíîãîñëîéíûõ òðóáêàõ, à òàêæå ê òå÷åíèÿì æèäêîñòåé â áèîìåäèöèíñêèõ
óñòðîéñòâàõ è â òðóáêàõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî äåôîðìèðóþùèìñÿ òðóáêàì àêòèâ-
íî èññëåäóåòñÿ â ñâÿçè ñ òå÷åíèåì êðîâè â àðòåðèÿõ, âëèÿíèåì ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ðàçâèòèå ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé, ðàñ÷åòàìè øóíòîâ è ñòåí-
òîâ, èçãîòàâëèâàåìûõ èç àóòîòðàíñïëàíòàòîâ è äðóãèìè àêòóàëüíûìè çàäà÷àìè
áèîëîãèè è ìåäèöèíû [1,2]. Ñóùåñòâåííî, ÷òî àðòåðèè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîñëîéíûìè
âÿçêîóïðóãèìè òðóáêàìè, ïðè÷åì îòäåëüíûå ñëîè îòëè÷àþòñÿ ïî ðåîëîãè÷åñêèì
ñâîéñòâàì è ôóíêöèÿì. Ñðåäíèé ñëîé îáðàçîâàí ìåõàíî÷óâñòâèòåëüíûìè êëåò-
êàìè, êîòîðûå ðåàãèðóþò íà èçìåíåíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè
ñäâèãà íà ñòåíêå. Âíóòðåííèé ñëîé îáðàçîâàí ãëàäêîìûøå÷íûìè êëåòêàìè, ñîêðà-
ùåíèå/ðàññëàáëåíèå êîòîðûõ âåäåò ê óìåíüøåíèþ/óâåëè÷åíèþ ïðîñâåòà òðóáêè,
÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèÿì îáúåìíîãî ðàñõîäà êðîâè. Íàðóæ-
íûé ñëîé ñîñòîèò èç ñîåäèíèòåëüíîé òêàíè è àðìèðîâàí äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ðàñ-
ïîëîæåííûõ ñïèðàëüíî âîëîêîí êîëëàãåíà. Ïðè ðàçâèòèè ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ òîëùèíû, ìîäóëè óïðóãîñòè è âÿçêîñòü ñëîåâ [1].

Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïî ìíîãîñëîéíûì
òðóáêàì èññëåäîâàëèñü â [3] äëÿ ñëó÷àåâ çàêðåïëåííîé è íåíàãðóæåííîé ñòåí-
êè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ òå÷åíèé è ïàðàìåòðîâ ñòåíêè ñó-
ùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íåóñòîé÷èâàÿ æèäêîñòíàÿ ìîäà, ïðè÷åì çà ñ÷åò
íàäëåæàùåãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ñëîåâ ñòåíêè ìîæíî äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ýòîé
ìîäû, ïåðåâåñòè àáñîëþòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü â êîíâåêòèâíóþ è, òàêèì îáðàçîì,
óïðàâëÿòü òå÷åíèåì [4]. Âëèÿíèå òèïà àíèçîòðîïèè ñëîåâ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû æèäêîñòü-ñòåíêà ïîäðîáíî èññëåäîâàëîñü â [5].

Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé êðîâè ïî àðòåðèÿì êàê ìíîãîñëîéíûì âÿçêîóïðóãèì
òðóáêàì ïðèâåëî ê âàæíûì äëÿ òåõíè÷åñêèõ è áèîìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèé ðå-
øåíèÿì ïî ñòàáèëèçàöèè òå÷åíèé, óñòðàíåíèþ íåæåëàòåëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ
îñöèëëÿöèé ñòåíêè, øóìîãåíåðàöèè, ñíèæåíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû (îáú-
åìíîãî ðàñõîäà ïðè çàäàííîì ïåðåïàäå äàâëåíèé). Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
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âîëí â ìíîãîñëîéíûõ òðóáêàõ èññëåäîâàëèñü â [3,6]. Äëÿ ñëó÷àÿ çàêðåïëåííîé
ñòåíêè âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè, ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèé
â ñòåíêå áûëè ïîëó÷åíû ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó äëÿ îäíîñëîé-
íîé [6] è ìíîãîñëîéíîé ñòåíêè [3]. Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíû èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäîâ
îò óñòîé÷èâîãî ê íåóñòîé÷èâîìó ðåæèìàì òå÷åíèé è âîçìîæíîñòè êîàëåñöåíöèè
ìîä, ïðîäåìîíñòðèðîâàííîé â [4,5].

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î òå÷åíèè æèäêîñòè â òðåõñëîéíîé
òðóáêå ïðè óñëîâèè íåíàãðóæåíèÿ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òðóáêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ïîâåðõíîñòíî ðàñïîëîæåííûì àðòåðèÿì è òðóáêàì ìíîãèõ áèîìåäèöèíñêèõ àïïà-
ðàòîâ è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì òðóáêó êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì R0, îáðàçîâàí-
íóþ òðåìÿ ñëîÿìè, òîëùèíû êîòîðûõ H1, H2, H3. Ñëîè èñïûòûâàþò ïåðåìåùåíèÿ

u⃗(j) =
(
u
(j)
r , 0, u

(j)
x

)
, ãäå j = 1, 2, 3 - íîìåð ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèÿ ñëîåâ â

ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïèñûâàþòñÿ ðàäèóñàìè:

R1 (t, x) = R0 + ur (t, R0, x),
R2 (t, x) = R0 +H1 + ur (t, R0 +H1, x),
R3 (t, x) = R0 +H1 +H2 + ur (t, R0 +H1 +H2, x),
R4 (t, x) = R0 +H1 +H2 +H3 + ur (t, R0 +H, x)

(1)

ãäå H = H1 +H2 +H3 - íà÷àëüíàÿ òîëùèíà ñòåíêè.
Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ æèäêîñòè è êëàññè÷åñêîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè

äëÿ íåñæèìàåìîé ñòåíêè òðóáêè èìåþò âèä:

div(v⃗) = 0,
∂v⃗

∂t
+ (v⃗∇) v⃗ = − 1

ρf
∇p+ ν∆v⃗,

div(u⃗(j)) = 0, ρ(j)s

∂2u⃗(j)

∂t2
= −∇p(j) + div(σ̂(j))

(2)

ãäå v⃗ = (vr, 0, vx) è ð � ñêîðîñòü è ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â æèäêîñòè, ρf è (ρj)
� ïëîòíîñòè æèäêîñòè è ñëîåâ, p(j) è σ̂(j) � ãèäðîñòàòè÷åñêèå äàâëåíèÿ è òåíçîðû
íàïðÿæåíèé ñëîåâ.

Äëÿ ìàòåðèàëà ñëîåâ ïðèìåì ðåîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü Êåëüâèíà-Ôîéõòà:
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ãäå G(j) � ìîäóëü ñäâèãà, λ
(j)
1 è λ

(j)
2 � ðåîëîãè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, èìåþùèå

ñìûñë âðåìåí ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé, íîð-

ìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòü-ñòåíêà è ìåæ-
äó ñëîÿìè ñòåíêè:

r = 0 : |vx| < ∞, vr = 0 (4)
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Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òðóáêè çàäàíî óñëîâèå íåíàãðóæåíèÿ(
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Íà âõîäå â òðóáêó çàäàíà âõîäíàÿ âîëíà äàâëåíèÿ

x = 0 :
2

R2
1

R1∫
0

rp (t, r, 0)dr = p0 (t) (12)

Íà êîíöå òðóáêè çàäàíî óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ âîëíû, êîòîðûå ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ è îáúåìíîãî ðàñõîäà íà êîíöå òðóáêè

x = L : Yt

R∫
0

rp (t, r, 0) dr = πR2
1

R1∫
0

rvx (t, r, x) dr, Yt =
Q

⟨p⟩
(13)

2. Ðåøåíèå çàäà÷è.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ñëîåâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóò-
ðåííèì ðàäèóñîì òðóáêè R0/L ≡ ε, u∗

r/R0 ≡ ε << 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(13)
áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó f = f (0) + εf (1) + ε2f (2) + ...,
ãäå f = {vr, vx, p, ur, ux, ps} � íàáîð íåèçâåñòíûõ çàäà÷è. Äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (çíà÷êè
(0) ïðè íåèçâåñòíûõ îïóùåíû):



4 Êèçèëîâà Í.Í., ×èñòèíà Ý.Î.

∂vr
∂r

+
vr
r
+

∂vx
∂x

= 0

∂p

∂r
= 0

∂vx
∂t

+
∂p

∂x
− 1

Re

(
∂2vx
∂r2

+
1

r

∂vx
∂r

)
= 0

∂u
(j)
r

∂r
+

u
(j)
r

r
+

∂u
(j)
r

∂x
= 0(

1 + α
(j)
1

∂

∂t

)
∂p

(j)
s

∂r
= 0(

1 + α
(j)
1

∂

∂t

)(
ρ(j)

∂2u
(j)
x

∂t2
+

∂p
(j)
s

∂x

)
=

Γ(j)

Re

(
1 + α

(j)
2

∂

∂t

)(
∂2u

(j)
x

∂r2
+

1

r

∂u
(j)
x

∂r

)

(14)

Ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
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Âî íà÷àëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè çàäàíà âõîäÿùàÿ âîëíà, à íà êîíöå òðóáêè -
óñëîâèå îòðàæåíèÿ âîëí:

x = 0 : 2

1∫
0

rpdr = p0 (t) , x = 1 : yt

1∫
0

rpdr =

1∫
0

rvxdr

Ðåøåíèå çàäà÷è (14)-(15) íàéäåíî â âèäå áåãóùåé âîëíû. Âûðàæåíèÿ äëÿ àì-
ïëèòóä íåèçâåñòíûõ f (0) âû÷èñëåíû â êâàäðàòóðàõ. Âûïèñàíà òàêæå ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé äëÿ ïðèáëèæåíèé 1-ãî ïîðÿäêà è ïîëó÷åíî åå ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîé
ôîðìå.

3. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïóòåì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî ïîëó÷åííûì âûðàæåíèÿì ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû
ïðîôèëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè â òðóáêå, ïåðåìåùåíèé ñëîåâ ñòåíêè, àìïëèòóä ïà-
äàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà íà ñòåíêå. Îöåíåíà ïîãðåøíîñòü
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ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïî êîìïîíåíòàì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Èññëåäîâàíû óñòîé÷è-
âûå æèäêîñòíûå è ñòåíî÷íûå ìîäû, ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà êîòîðûõ áûëè
âû÷èñëåíû â [3,5,6]. Ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåõîäíûõ ðåæè-
ìîâ è ñëó÷àåâ ñëèÿíèÿ ìîä. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè òå÷åíèÿ çà ñ÷åò
ïîäáîðà ìîäóëåé ñäâèãà, âÿçêîñòåé, ïëîòíîñòåé è òîëùèí ñëîåâ ñòåíêè òðóáêè.
Ïðîâåäåíà îöåíêà âëèÿíèÿ ðåàêòèâíûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ ñòåíêè àðòåðèé,
âûçâàííûõ ðàçâèòèåì ðàçëè÷íûõ ïàòîëîãèé, íà ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ è åãî óñòîé-
÷èâîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê äëÿ ëó÷øåãî ïî-
íèìàíèÿ âëèÿíèÿ èçìåíåíèé ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ñåðäöå è ñîñóäà,
à òàêæå äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ áèîìåäèöèíñêèõ àïïàðàòîâ è ñèñòåì,
îñíîâàííûõ íà ïðîêà÷èâàíèè áèîæèäêîñòåé ïî âÿçêîóïðóãèì òðóáêàì.
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Kizilova N.N., Chistina E.O. WAVE PROPAGATION IN THE FLUID-FILLED
MULTILAYER VISCOELASTIC TUBES: AN ASYMPTOTIC ANALYSIS. Propagation of

small excitations in the �uid-�lled three layered viscoelastic tubes composed form anisotropic

viscoelastic layers with di�erent thickness and rheological properties is considered. The

computation results on the velocity pro�les and pressures in the tubes obtained as expansions

in terms of the small parameter which is a ratio of the radial displacement of the wall and

the inner radius of the tube are presented. It was shown the �ow parameters are di�erent

for the stable and unstable modes and for the transitional regimes. A possibility of the mode

coalescence is shown. Possible applications of the results to the blood �ow in the arteries as

multilayered tubes as well as to the �uid �ows in the biomedical un its and inthe tubes of

technical systems are discussed.


