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1 Визначення рядiв, многочленiв i дiй з ними

Означення 1.1 Формальним степеневим рядом вiд змiнної x
з коефiцiєнтими iз кiльця R (або, iншими словами, над кiльцем
R, над кiльцем коефiцiєнтiв R) є вираз вигляду

a0 + a1x+ a2x
2 + . . . =

∞∑
i=0

aix
i, ai ∈ R, i = 0, 1, . . . .

Числа ai ∈ R називають коефiцiєнтами ряду. Коефiцiєнт a0
називають вiльним членом. За домовленiсть вважається x0 =
1, a0x

0 = a0.
Два ряди збiгаються тодi i тiльки тодi (за визначенням), коли

у них однаковi вiдповiднi коефiцiєнти.
Доданки ряда з нульовими коефiцiєнтами можна не писати.

Якщо всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то ряд позначають сим-
волом 0.

Приклад 1.1 Запис (вираз)

2 + 3x+ 4x2 + 5x3 + . . . =
∞∑
n=0

(n+ 2)xn

є формальним степеневим рядом з вiльним членом 2. Коефiцi-
єнтом при x24 є 26.

Приклад 1.2 Запис (вираз)

2 + 3x+ 4x2 + 0x3 + 0x4 . . . =
∞∑
n=0

anx
n,
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a0 = 2, a1 = 3, a2 = 4, an = 0 при n ≥ 3

є формальним степеневим рядом з вiльним членом 2 i лише
трьома ненульовими доданками.

Означення 1.2 Полiномами (чи многочленами) називають фор-
мальнi степеневi ряди, що мають лише скiнченну кiлькiсть
ненульових доданкiв (коефiцiєнтiв).

Многочлен f(x)

f(x) = a0+a1x+a2x
2+. . .+anx

n =
n∑

i=0

anx
n, a0, a1, . . . , an ∈ R, an ̸= 0

має вiльний член a0, старший член anx
n, старший коефiцiєнт

an ̸= 0 i степiнь deg f = n. Степенем нульового многочлена
вважaють −∞ — так зручно у багатьох випадках.

Степенями полiномiв x, x2 + 1,−5 + 2x10, вiдповiдно, є числа
1,2,10.

Доданки a0, a1x, a2x
2, . . . , anx

n називають одночленами або мо-
номами.

Приклад 1.3 Вираз

1 + 5x+ 25x2 + 125x3 + . . .+ 5nxn + . . . =
∞∑
i=0

5ixi

є степеневим рядом над кiльцм цiлих чисел з вiльним членом 1.
Цей ряд не є многочленом, оскiльки в ньому нескiнченно багато
ненульових доданкiв. 125x3 є одним iз одночленiв цього ряду.

Ряд
x2 − 7x3 − 12x7

є многочленом над кiльцем цiлих чисел степеня 7 з нульовим
вiльним членом, старшим членом (мономом, одночленом, до-
данком) −12x7 i старшим коефiцiєнтом -12.

2 Дiї з рядами та многочленами

На множинi формальних степеневимх рядiв над кiльцем визна-
ченi операцiї додавання та множення наступним чином:

∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)x
i, (1)
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(
∞∑
i=0

aix
i

)(
∞∑
i=0

bix
i

)
=

∞∑
k=0

(∑
i+j=k

aibj

)
xk. (2)

Теорема 2.1 (про властивостi додавання та множення рядiв)
Нехай є комутативне кiльце з одиницею R. Формальнi степе-
невi ряди над R з операцiями додавання та множення, що ви-
значенi за допомогою (1), (2) утворюють комутативне кiльце
з одиницею. Многочлени утворюють пiдкiльце кiльця рядiв.

Доведення. В цьому переконуємося прямою перевiркою. От-
же, потрiбно умiти перевiряти асоцiативнiсть множення та дода-
вання рядiв, комутативнiсть додавання та множення, потрiбно
умiти перевiряти, що ряд 0 є нулем (нейтральним елементом за
додаванням), ряд 1 є одиницею, нейтральним елементом за мно-
женням, потрiбно умiти доводити iснування протилежного ряду.
Також потрiбно умiти доводити, що так визначенi додавання та
множення рядiв пiдкоряються дистрибутивному закону. При до-
веденнi потрiбно використовувати виконання вiдповiдних аксiом
в кiльцi коефiцiєнтiв.

На iспитi потрiбно вмiти дододити усi аксiоми кiльця в кiльцi
рядiв. На лекцiї наводимо приклади перевiрки тiльки кiлькох.

Перевiряємо аксiому iснування ряда, що протилежний дано-
му.

Беремо довiльний ряд f =
∑∞

i=0 aix
i i розглядаємо ряд g =∑∞

i=0(−ai)x
i. Елементи −ai iснують в R тому, що R — кiльце, а

в кiльцi для кожного елемента є протилежний. Далi додаємо

f + g =
∞∑
i=0

(ai + (−ai))x
i =

∞∑
i=0

0xi = 0.

Отже g = −f i доведення iснування протилежного ряда ми до-
вели (конструктивно, ми точно вказали цей протилежний ряд).

Перевiряємо асоцiативнiсть множення рядiв. Нехай є три ря-
ди

f =
∞∑
i=0

aix
i, g =

∞∑
i=0

bix
i, h =

∞∑
i=0

cix
i,

Потрiбно довести рiвнiсть (fg)h = f(gh). Позначимо fg = U, gh =
V, S = Uh, T = fV i

U =
∞∑
i=0

uix
i, V =

∞∑
i=0

vix
i, S =

∞∑
i=0

six
i, T =

∞∑
i=0

tix
i,
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Два ряди збiгаються тодi i тiльки тодi, коли у них однаковi кое-
фiцiєнти (за визначенням). Отже, нам потрiбно довести рiвнiсть
T = S i ми це доведемо, коли перевiримо рiвнiсть ti = si для
будь-якого i = 0, 1, 2, . . ..

Беремо певне натуральне число чи 0, позначаємо його через i
i обчислюємо (знаючи визначення множення рядiв) коефiцiєнти
si, ti.

si =
∑
ε+γ=i

uεcγ, ti =
∑

α+δ=i

aαvδ.

Подiбним чином

uε =
∑

α+β=ε

aαbβ, vδ =
∑

β+γ=δ

bβcγ,

Тепер пiдставляємо значення uε та vδ у вирази для si, ti.

si =
∑
ε+γ=i

(
∑

α+β=ε

aαbβ)cγ =
∑

α+β+γ=i

(aαbβ)cγ,

ti =
∑

α+δ=i

aα(
∑

β+γ=δ

bβcγ) =
∑

α+β+γ=i

aα(bβcγ)

Далi користуємося тим, що в кiльцi коефiцiєнтiв множення асо-
цiативне i при будь-яких α, β, γ виконується рiвнiсть

(aαbβ)cγ = aα(bβcγ).

Отже, всi доданки в сумi для si збiгаються iз вiдповiдними до-
данками в сумi для ti, суми збiгаються i доведення рiвностi si =
ti закiнчене. Тому закiнчене також доведення асоцiативностi мно-
ження рядiв.

Приклад 2.1 Вiзьмемо ряди

f =
∞∑
i=0

xi, g =
∞∑
i=0

(−1)ixi, h =
∞∑
i=0

(2i− 3)xi

i обчислимо f 2, fg, gh, fgh.

f 2 = (1+x+x2+. . .)(1+x+x2+. . .) = 1+2x+3x2+. . . =
∞∑
i=0

(i+1)xi.
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fh =
∞∑
i=0

αix
i, αi =

∑
p+q=i

(2p− 3) =

=
i∑

p=0

(2p−3) = i(i+1)−3(i+1) = i2−2i−3. fg =
∞∑
i=0

(i2−2i−3)xi.

gh =
∞∑
i=0

βix
i, βi =

∑
p+q=i

(2p− 3)(−1)q =

=
i∑

p=0

(2p−3)(−1)i−p = (−1)i
i∑

p=0

(2p−3)(−1)p = i+1−2(1+(−1)i),

gh =
∞∑
i=0

(i− 1− (−1)i · 2))xi.

fg =
∞∑
i=0

γix
i, γi =

∑
p+q=i

(−1)q =
1 + (−1)i

2
, fg =

∞∑
i=0

1 + (−1)i

2
xi.

f ·(gh) =
∞∑
i=0

δix
i, δi =

∑
p+q=i

(p−1−2·(−1)p) =
i∑

p=0

(p−1−2·(−1)p).

Оскiльки
i∑

p=0

p =
1

2
i(i+ 1),

i∑
p=0

(−1) = −1(i+ 1),

i∑
p=0

(−2) · (−1)p =

{
0, якщо i парне,

−2, якщо i непарне,

то
δi =

1

2
i(i+ 1)− (i+ 1)− (1 + (−1)i),

тобто

f · (gh) =
∞∑
i=0

(
1

2
i(i+ 1)− (i+ 1)− (1 + (−1)i))xi. (3)

Для перевiрки проведених обчислень пiдрахуємо δi при малих
значенях i — наприклад, при i = 0, 1, 2, двома способами. Один
спосiб нам дає формула (3) для обчислення δi, а другий спосiб -
це пряме перемножання рядiв без використання знакiв суми.

Отже за першим способом

δ0 = −3, δ1 = −1, δ2 = −2.
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За другим способом

f = 1+ x+ x2 + . . . , g = 1− x+ x2 + . . . h = −3− x+ x2 + . . .

gh = −3 + 2x− x2 + . . . f(gh) = −3− x− 2x2 + . . .

Означення 2.1 Два елементи комутативного кiльця з одини-
цею називаються взаємно оберненими (оберненими один до дру-
гого), якщо їх добуток дорiвнює одиницi.

Деякi ряди в кiльцi рядiв мають обернений ряд. Наприклад,

(1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . .)(1− x) = 1

i ряди 1− x та
∑∞

i=0 x
n взаємно оберненi.

Теорема 2.2 (про iснування оберненого ряду) . Ряд має обер-
нений тодi i тiльки тодi, коли його вiльний член має обернений
в кiльцi коефiцiєнтiв.

Доведення. Нехай є ряд f(x) =
∑∞

i=0 aix
i з коефiцiєнтами iз

кiльця R: ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . .
Якщо ряд g(x) =

∑∞
i=0 bix

i обернений до ряда f(x), тобто
f(x) · g(x) = 1, i, вiдповiдно,

a0b0 = 1,

a0b1 + a1b0 = 0,

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,

. . .

a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + . . .+ anb0 = 0,

. . .

то елементи a0, b0 взаємно оберненi в кiльцi. Отже a0 має обер-
нений елементв кiльцi коефiцiєнтiв.

Якщо ж елемент a0 має обернений елемент в кiльцi коефiцiєн-
тiв, то виписана система рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв
ряда g(x) має розв’язок i, вiдповiдно, ряд має обернений.

Теорема доведена повнiстю.

Вiд рядiв можна брати похiдну.

Означення 2.2 Похiдною вiд ряда f(x) =
∑∞

i=0 aix
i з коефiцi-

єнтами iз кiльця R: ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . називають ряд
f ′(x) =

∑∞
i=0 ai+1(i + 1)xi. Похiднi бiльш високих порядкiв ви-

значаються iндуктивно.
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Потрiбно мати на увазi, що коли an ∈ R, i k — натуральне
число, то пiд добутком k · an розумiють суму k доданкiв, кожен
з яких дорiвнює an. Тому k · an ∈ R.

Приклад 2.2 Для прикладу вiзьмемо многочлени f1(x) = x +
2x2+x5+2x6+x7, f2(x) = x3 над полем Z3. В полi Z3 1+1+1 = 0.
Тому

f ′
1(x) = 1 + 4x+ 5x4 + 12x5 + 7x6 = 1 + x+ 2x4 + x6, f ′

2 = 0.

Похiдна вiд рядiв має тi ж властивостi, що i похiдна вiд фун-
кцiї дiйсного аргумента:

Теорема 2.3

(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + g′f.

Доведення. Доведення здiйснюється прямою перевiркою i
лишається для самостiйної роботи.

Кiльце многочленiв над кiльцем R вiд змiнної x будемо по-
значати R[x]. Кiльце формальних степеневих рядiв над кiльцем
R вiд змiнної x будемо позначати R[[x]].
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