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В статье описана процедура нахождения адаптированных по спину уравнений теории связанных 
кластеров. Процедура основана на первоначальном построении диаграмм и, затем, трансформации 
их в уравнения, основанные на генераторах унитарной группы. 

Диаграммная техника является, по видимому, одним из самых эффективных и компактных 
способов представления уравнений теории связанных кластеров (Coupled Cluster, СС) [1]. Ос-
новным элементом диаграмм является так называемая “фермионная линия” которая представ-
ляет собой графический эквивалент спин-орбитали. Таким образом, конкретная диаграмма, 
вообще говоря, не соответствует какому либо определенному спину, поскольку последнее 
предполагает уравнения оперирующие суперпозициями электронных конфигураций. Последо-
вательная реализация такого подхода означает практический переход к уравнениям, которые 
зависят от орбитальных индексов. В настоящей работе мы опишем процедуру построения адап-
тированных по спину уравнений, опираясь на первоначальное диаграммное представление. 

Первые формулировки адаптированной по спину теории СС были сделаны в работах Палду-
са [2]. Его подход начинается с общего выражения для правильных по спину двукратно возбу-
жденных конфигураций, соответствующих синглетному состоянию ( 0S = ). Им была рассмот-
рена конфигурация двух частиц (particle-particle, pp) и двух дырок (hole-hole, hh). Сначала опи-
сывалось спаривание спинов pp и  hh. При этом вводилось промежуточное квантовое число (sc). 
Явный расчет коэффициентов связывания приводит к двум ортогональным, дважды возбуж-
денным, адаптированным по спину конфигурациям синглетного состояния. Каждая из этих 
конфигураций соответствует своей схеме спаривания с синглетным 0sc =  и триплетным 

1sc =  промежуточным квантовым числом: 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−+=

αβ

βα

βα

αβ

αβ

αβ

βα

βα

ji
ba

ji
ba

ji
ba

ji
ba

2
10

ij
ab

,                                           (1) 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++++=

αβ

βα

βα

αβ

αβ

αβ

βα

βα

ββ

ββ

αα

αα

ji
ba

ji
ba

ji
ba

ji
ba

ji
ba

2
ji
ba

2
32

11
ij
ab

.              (2) 

В этих выражениях (и дальше по тексту) индексы i и j соответствуют занятым орбиталям в хар-
три-фоковском состоянии, а индексы a и b – вакантным. Существенная особенность метода 
Палдуса – использование диаграмм Голдстоуна-Гугенгольца в спин-орбитальном представле-
нии и, затем, их трансформация в явные адаптированные по спину формы путем прямого ин-
тегрирования уравнений по спиновым переменным. Чтобы проводить манипуляции с зависи-
мыми от спина диаграммами, Палдус использовал графическую технику спиновой алгебры 
Юциса [3]. Две дважды возбужденные, взаимно ортогональные конфигурации, которые возни-
кают при спиновой адаптации, ведут к появлению двух различных амплитудных матриц теории 
СС: )0(t  и )1(t . Первая из них является симметричной относительно перестановки орбиталь-
ных индексов:  
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а вторая – антисимметричной: 
)1(t)1(t)1(t)1(t ba

ji
ab
ji

ba
ij

ab
ij =−=−= .                                           (4) 

Как обычно, в теории связанных кластеров, начальное приближение для СС расчета может 
быть получено из соответствующим образом сформулированной теории возмущений. Так, эле-
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ментарные вычисления с (1) и (2) дают следующие выражения для амплитудных матриц на-
чального приближения (теория возмущений второго порядка): 
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где aε , bε , iε  jε  – хартри-фоковские энергии молекулярных орбиталей, а интегралы 

ijab]bj|ai[ =  зависят от орбитальных индексов. Введение двух амплитудных матриц приво-
дит к сдвоенной системе уравнений метода СС с учетом двукратных возбуждений – ССD. Про-
цедура спиновой адаптации естественным образом распространяется также на метод точно 
учитывающий однократные и двукратные возбуждения (CC singles and doubles, CCSD) [4], 
мультиреференсные подходы СС [5],  и теории линейного отклика СС [6]. 

Пожалуй, наиболее элегантный подход к нахождению адаптированных по спину CC уравне-
ний дается в рамках метода унитарных групп (unitary group approach, UGA). Общая формули-
ровка представления унитарных групп для метода конфигурационного взаимодействия была 
найдена Палдусом [7]. СС UGA для состояний с замкнутой электронной оболочкой (в настоя-
щей работе мы будем рассматривать синглетное состояние) использует кластерный анзац в 
стандартной форме: 

0)Texp(CC =Ψ .                                                                      (7) 
Спин-орбитальное представление для оператора Т, в методе CCSD имеет вид: 
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В (8) операторы вида +
aa  и ia  – операторы вторичного квантования для соответствующих 

спин-орбитальных состояний (a,i), а a
it , ab

ijt - кластерные амплитуды. При этом 0 – референс-

ное хартри-фоковское состояние. В терминах UGA, выражения для  кластерных операторов 1T  
и 2T  можно записать в виде2: 
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В этом случае aiE  и bjE  – генераторы унитарной группы, имеющие соответствующее пред-

ставление в терминах вторичного квантования. Например для aiE :  

β
+
βα

+
α += iaiaai aaaaE .         (11) 

В выражении (11) операторы вторичного квантования “порождают” и “уничтожают” электроны 
в соответствующем спиновом (α и β) состоянии для орбиталей а и i. 

Отметим несколько важных свойств UGA генераторов. Важнейшим из них является комму-
тационное соотношение (см. например [8]) 

[ ] tsrurustturs EEE,E δ−δ= .                                                   (12) 
Здесь индексы r, s, t, u соответствуют и занятым и вакантным орбиталям. Соотношение  

020Eii = ,                                                              (13) 
соответствует числу заполнения i–той занятой орбитали. Элементарно доказываются также 
соотношения: 

                                                 
2 Следует отметить, что это не единственный способ представления операторов T в форме UGA. Ряд 
вариантов для различных спиновых состояний представлен в работах Палдуса. 
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 00Eij = ,            ji ≠                                                 (14) 
и 

00Eab = .                                                                 (15) 

Подчеркнем, что операторы aiE  и bjE  действуют на бесспиновое референсное состояние 0 , 
которое зависит только от пространственных функций и соответствующих чисел заполнения, 
которые равны 2 для занятых орбиталей i, j, k, l,… и 0 для вакантных – a,b,c,d….  

Волновая функция с определенной спиновой мультиплетностью должна быть собственной 
функцией операторов 2S  и zS . Поскольку предполагается, что референсный детерминант со-
ответствует заданному спину, спиновые свойства точной волновой функции (7) должны опре-
деляться кластерными операторами. Чтобы сгенерировать чистое по спину состояние, кластер-
ные операторы 1T  и 2T  должны коммутировать с 2S  и zS : 

[ ] [ ] 0T,ST,S izi
2 == , 2,1i = .                                         (16) 

Форма операторов (9) и (10) гарантирует соотношения (16), поскольку элементарные генерато-
ры aiE  коммутируют с zS  и операторами повышения +S  и понижения −S  спина:  

[ ] [ ] 0E,SE,S aiai == +− .                                                  (17) 
UGA форма кластерного оператора (10) ведет также к соответствующим симметрийным свой-
ствам матрицы амплитуд: 
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Явные выражения для энергии и амплитуд можно получить проектированием уравнения Шре-
дингера на референсное состояние  

00)TTexp(|EH0 21CCSD =+− ,                                     (19) 
и электронно-возбужденные конфигурации соответственно. Такие адаптированные по спину 
конфигурации в методе CCSD порождаются действием элементарных генераторов на 0 : 

iaE0  и jbiaEE0 . Тогда CCSD уравнения для амплитуд в самом общем виде принимают 

форму:  
 00)TTexp(|EHE0 21CCSDia =+− ,                            (20) 

00)TTexp(|EHEE0 21CCSDjbia =+− .                       (21) 
В трех последних уравнениях используется стандартное UGA выражение для гамильтониана 
[8]: 

( )∑ ∑ δ−+=
s,r u,t,s,r

rustturs2
1

rsrs EEE]tu|rs[EhH ,                   (22) 

где rsh  и ]tu|rs[  – одноэлектронные и двухэлектронные интегралы соответственно. Нахожде-
ние детальных выражений для (19), (20) и (21) ведет к адаптированным по спину СС уравнени-
ям для состояний с замкнутой оболочкой. Общий метод манипуляции  произведениями генера-
торов следует из коммутационного соотношения (12). Кроме того, Матсеном [9], в рамках под-
хода “бесспиновая квантовая химия”, была разработана специфическая диаграммная техника. 
Произведение генераторов, которое не включает генераторы типа “частица-частица” и/или 
“дырка-дырка”, классифицируются как элементарные и вычисляются с помощью диаграмм. 
Если же строка генераторов содержит подобные элементы, то для их удаления используется 
коммутационное соотношение (12). В диаграммном методе Матсена каждый генератор пред-
ставлен вертексом (вершиной) с входящей и исходящей линиями. Например, оператор rsE  изо-
бражается в виде:  

. 
Величины матричных элементов в методе унитарных групп определяются как произведение: 
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lhl NNN
vhturs 2)1(0E.....EE0 +−= ,                                       (23) 

где lN  и hN  – числа циклов и дырочных линий на диаграмме. Отметим, что необходимым 
условием неравенства нулю строки генераторов (23) является цикличность соответствующей 
диаграммы. В качестве примера рассмотрим величину матричного элемента следующей стро-
ки: 

0EEEEEE0 bkcikjacjbia .                                                      (24) 

Операторы типа “дырка-дырка” и “частица-частица” в этой строке ( kjE  и acE ) можно удалить 
посредством (12), что приводит к выражению 

0EEEE0 bjcijbic− .                                                               (25) 
Соответствующее диаграммное представление строки (25) имеет вид: 

. 
Согласно (23) этой диаграмме соответствует выражение: 

42)1( 222 −=−− + .                                                                     (26) 
Необходимо подчеркнуть, что различные синглетные, дважды возбужденные конфигурации, 
которые порождаются 2T , вообще говоря, не являются взаимно ортогональными. Очевидно, 

что действие произведений типа bjaiEE  на 0  приводит к конфигурации: 
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Эта функция является линейной комбинацией двух взаимно ортогональных функций – (1) и (2): 

( ) ( )0
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ab

1
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ab

30EE bjai −= .                                               (28) 

Перестановка индексов занятых или вакантных орбиталей (27) ведет к новой конфигурации, 
которая не тождественна, но и не ортогональна исходной. Так, для пары конфигураций 

0EE aibj  и 0EE ajbi  можно вычислить произведение:   

 
22)1(0EEEE0 121

aibjjaib −=−= + .                                         (29) 
Набор конфигураций более высокой (>2) кратности оказываются линейно-зависимым и пере-
полненным. В принципе проблема нахождения детальных UGA СС выражений может быть 
разрешена несколькими путями. 

1. Можно использовать генераторный базис строя вычислительные уравнения с учетом не-
ортогональности различных конфигураций. При этом кластерные амплитуды ab

ijt  и ba
ijt  

представляют различные электронные конфигурации и обязаны давать соответствующие 
(различные) вклады. Недостатком такого подхода является возможное нарушение сходи-
мости итерационного процесса, поскольку формально разные (но не ортогональные) кон-
фигурации могут давать близкие по величине вклады в соответствующие амплитуды. 
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2. Согласно Ежерскому и Палдусу [10] операторы унитарной группы предоставляют нату-
ральный базис для общей теории СС. Операторы двукратных возбуждений (для синглет-
ных состояний) формируют два оператора, которые могут быть получены посредством 
симметризации и антисимметризации произведения генераторов, соответствующих одно-
кратным  возбуждениям: 

( )ibjajbia
ab
ij EEEE

2
1E +=+ ,                                               (30) 

и 

( )ibjajbia
ab
ij EEEE

2
1E −=− .                                               (31) 

Проекция уравнения Шредингера на ab
ijE0 +  и ab

ijE0 −  дает два СС уравнения подобные 
тем, которые возникают при проектировании на суперпозиции (1) и (2). В случае явного 
включения трехэлектронных (и выше) возбуждений произведение генераторов 

...EEE kcjbia  можно должным образом симметризовать с использованием оператора Виг-
нера. 

3. Можно сконструировать биортогональный базис для проектирования, но кластерные 
операторы строить по типу (9), (10). Для набора n-кратно возбужденных конфигураций, 
полученных с использованием унитарных генераторов )n(µϕ , можно сформировать на-

бор комплементарных функций, )n(
~
νϕ , удовлетворяющих условию биортонормально-

сти µννµ δ=ϕϕ )n(~)n( . Для дважды возбужденных конфигураций ( 0EE bjai  и 

0EE ajbi ) нетрудно доказать, что функция ( )ibjajbia EEEE20
6
1

+  удовлетворяет иско-

мому условию. Обобщая это утверждение проекционный базис для любого набора кон-
фигураций 1s , 2s , … ks …, Ms  можно построить исходя из условия 
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При этом полученная суперпозиция MM2211 sa....sasa~ +++=ϕ  будет ортогональна по 

отношению ко всем функциям 1s , 2s ,…, Ms , кроме одной ks : 1s~
k =ϕ . Если конфигу-

рации is  описывается как произведение более чем двух генераторов (такая задача возникает, 
например, при нахождении уравнений для амплитуд трехкратных возбуждений метода CCSDT) 
матрица системы (32) оказывается вырожденной. В этом случае подходящая линейная комби-
нация произведений генераторов может быть найдена как псевдорешение системы уравнений 
(32).  

Вышеописанные проекционные схемы соответствуют одному и тому же решению. Однако 
третий подход представляется наиболее компактным и универсальным. В целом, указанный 
базис проектирования, дает достаточно гибкий метод спиновой адаптации СС теории, в осо-
бенности обычных (монореференсных) теорий для основного состояний. На практике UGA 
процедура спиновой адаптации может быть проведена путем формальных вычислений (19), 
(20) и (21). Такой подход, однако, игнорирует достоинства диаграммного представления урав-
нений. В нашей работе мы исходим из диаграммного метода как наиболее компактного способа 
представления индивидуальных вкладов в энергию и кластерные амплитуды. Таким образом, 
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задача перехода к UGA  уравнениям – задача трансформации соответствующих диаграмм. По-
следующие действия направлены на должную симметризацию полученных выражений. 

Рассмотрим подробнее нашу процедуру спиновой адаптации уравнений для синглетного со-
стояния. Последовательные шаги можно описать следующим образом. 

1. Изобразить СС диаграмму, представляющую вклад в уравнение для амплитуд в спин-
орбитальной форме. При этом можно использовать известную диаграммную технику, 
описанную Бартлеттом в ряде работ. 

2. Используя диаграмму, получить явное алгебраическое выражение в терминах СС-
амплитуд и одно- и двухэлектронных интегралов, которые индексированы спин-
орбитальными метками. 

3. Переопределить все спин-орбитальные индексы как бесспиновые орбитальные индексы. 
В терминах орбитальных индексов открытые линии соответствуют конфигурациям, кото-
рые используются в процедуре проектирования (внешние индексы). 

4. Найти строку произведений генераторов (с учетом UGA представления гамильтониана 
(22)) и тем самым определить соответствующий коэффициент связывания. Для вычисле-
ния коэффициента связывания можно использовать диаграммную технику Матсена, крат-
ко описанную выше. 

5. Вследствие особенных свойств симметрии амплитудных матриц (18) некоторые транспо-
зиции внешних индексов могут приводить к дополнительным  вкладам, которые также 
соответствуют данной диаграмме. 

 
Проиллюстрируем действие нашей процедуры. В качестве примера рассмотрим диаграмму, 

которая появляется как результат проектирования уравнения Шредингера на дважды возбуж-

денную конфигурацию 0THT
ij
ab

12
: 

 
Эта диаграмма включает амплитуды однократно- и двукратно возбужденных конфигураций. 
Соответствующее алгебраическое выражение имеет вид: 

( ) ( )∑−
l,k,c

b
l

ac
ikA ttlj||kcb/a|j/iP .                                                (33) 

Здесь оператор ( )b/a|j/iPA  – антисимметричная транспозиция индексов: 
( ) ( )ji|ba)1(1b/a|j/iPA ↔↔−+= P .                                (34) 

Он соответствует независимой перестановке орбитальных пар (a,b) и (i,j). Знак P)1(−  опреде-
ляется четностью транспозиции. 

( ) ( ) ( )lc|kjlj|kclj||kc −=                                                       (35) 
– антисимметричный двухэлектронный интеграл (спин-орбитальное представление).  

Произведение кластерных амплитуд b
l

ac
ik tt  и проектирование на jbiaEE0

2
1

 ведет к следую-

щей строке генераторов (нормировочный множитель 1/2 использован для удобства вычисле-
ний): 

0EEEEEEE0
2
1

blckailjkcjbia .                                                  (36) 

В этом выражении произведение ljkcEE  возникает из UGA–представления гамильтониана (22). 

Используя коммутационное соотношение (12), hh-оператор ljE  удаляем из выражения (36): 

0EEEEEE0
2
1

blckaikclbia− .                                                      (37) 
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Матричный элемент (37) не содержит операторов типа hh или pp и строка генераторов может 
быть представлена диаграмматически следующим образом: 

 
Прямая оценка алгебраического выражения для диаграмм согласно (23) дает следующий ре-
зультат: 

( ) 421
2
1 3)33( −=−− + .                                                        (38) 

Таким образом, один из вкладов, связанных с диаграммой, равен ]lj|kc[4− . Здесь интеграл, 
записанный в квадратных скобках, зависит уже от орбитальных индексов. Иное возможное 
распределение индексов k,c,l,j дает обменный вклад 

0EEEEEEE0
2
1

blckailckjjbia ,                                       (39) 

который после удаления kjE  имеет вид: 

( ) 221
2
10EEEEEE0

2
1 223

blckailckbia +=−−=− + .                          (40) 

Следовательно, обменная часть имеет вид: ]lc|kj[2+ . Суммируя вклады и принимая во вни-
мание симметрию амплитудной матрицы (18), можно записать следующее выражение  

( ) ( )∑ −−
c,l,k

b
l

ac
ik tt]lc|kj[]lj|kc[2b/a|j/iP2 ,                                     (41) 

где Р – оператор симметричной транспозиции орбитальных индексов:  
( ) ( )ji|ba1b/a|j/iP ↔↔+= .                                                    (42) 

Когда оператор ( )b/a|j/iP  действует на произвольное произведение интегралов и амплитуд 
ab
ijX , осуществляется два способа расстановки индексов: 

( ) ba
ji

ab
ij

ab
ij XXXb/a|j/iP += .                                                         (43) 

Вследствие общих свойств матрицы t и неортогональности генераторного базисного набора 

jbiaEE0  обмен частичных (или дырочных) амплитудных индексов порождает дополнитель-

ные вклады. Например, в нашем случае ac
ki

ac
ik tt ≠ . Такие дополнительные компоненты также 

должны быть учтены. А именно, в результате транспозиций возникают следующие комбинации 
вкладов: 

a
k

cb
il

a
l

bc
ik

b
l

ac
ki tt,tt,tt .                                                                       (44) 

Вычисление произведения генераторов всех перечисленных компонент дает полное адаптиро-
ванное по спину выражение, соответствующее указанной диаграмме: 

( ) ( ) ( )∑ +++−−+
c,l,k

a
k

cb
il

a
l

bc
ik

b
l

ac
ki

b
l

ac
ik tttttttt2]lc|kj[]lj|kc[2b/a|j/iP .           (45) 

Таким образом, особенностью описанной методики спиновой адаптации является опора на 
первоначальное диаграммное представление и использование биортогональной проекционной 
схемы UGA. Это позволяет сохранить наиболее компактное представление для амплитудных 
уравнений и дает возможность избежать множества дополнительных преобразований (включая 
оптимизацию полученных алгебраических выражений и процедуры извлечения несвязанных 
диаграмм). Необходимо лишь должным образом трансформировать каждую диаграмму в ал-
гебраическое выражение, зависящее от орбитальных индексов. Теоретически данная схема мо-
жет быть использована для получения уравнений метода, точно учитывающего возбуждения 
любой заданной кратности. Описанная схема использовалась нами ранее при разработке неэм-
пирических СС методов расчета возбужденных состояний [11], и при полуэмпирических расче-
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тах дипольных поляризуемостей [12]. Её достоинством также является возможность создания 
специализированной компьютерной программы для вывода рабочих уравнений. 
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procedure of the spin adaptation of the coupled cluster equations. 

The procedure of spin adaptation of the coupled cluster equations has been described in the paper. The proce-
dure is based on initial diagrammatic representation with the following transformation into the unitary group equa-
tions. 


