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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Данное методическое пособие предназначено для студентов первых 

курсов прикладных физических специальностей. При подготовке пособия 

авторами использовался опыт преподавания аналитической геометрии на 

физико-техническом и физико-энергетическом факультетах Харьковского 

национального университета имени В. Н. Каразина. 

Предлагаемый в пособии материал разбит на 17 тем. В начале каждой 

темы дается небольшое теоретическое введение, за которым следуют задачи, 

предлагаемые для решения студентам. Рядом с номерами задач в скобках для 

удобства приводятся их номера по задачнику [1]. При этом задачи, имеющие 

теоретическое значение, и задачи повышенной сложности обозначены 

звездочкой. Номера задач, предлагаемых студентам для самостоятельного 

решения, обведены рамкой. 

В разделе «РЕШЕНИЕ ИЗБРАННЫХ ЗАДАЧ» студентам предлагается 

подробное решение задач 1.9, 5.6, 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.6(1), 12.14, 12.15. В разделе 

«ОТВЕТЫ» приводятся ответы к большинству задач пособия. К задачам на 

доказательство ответы не приводятся. 

В заключение выражаем благодарность Д. Н. Тютюннику за ряд 

полезных замечаний. 
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Тема 1. Линейные операции над векторами 

 

Сложение направленных отрезков 

 
 

Умножение направленных отрезков на числа 

Примеры умножения на числа:  

 

 
Определение умножения направленного отрезка на число: 

 

ABrAC ⋅=  ⇔  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

<↑↓
>↑↑

⋅=

==

.0,
;0,,

;0,0

rеслиABAC
rеслиABACэтомприABrAC

rеслиAC
 

 

A

C
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F

ABCD 2= , ABEF −= . 

A

CB

DCADBCABAC +=+=  
Правило параллелограмма. 

A
D 

C
B

    BCABAC +=  
Правило треугольника. 
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Задачи к теме 1 

 

1.1(1). Векторы a=AC  и b=BD  служат диагоналями параллелограмма 

ABCD. Выразить векторы AB , BC , CD  и DA  через векторы a  и b . 

1.2(4). В треугольнике ABC проведены медианы AD, BE и CF. 

Представить векторы AD , BE  и CF  в виде линейных комбинаций векторов 

AB  и AC . 

1.3(5). В треугольнике АВС проведены медианы AD , BE  и CF . Найти 

сумму этих векторов. 

1.4(8). Точки K и L служат серединами сторон BC и CD 

параллелограмма ABCD. Выразить векторы BC  и CD  через векторы AK  и AL . 

1.5(9). В плоскости треугольника ABC найти такую точку, чтобы сумма 

векторов, идущих из этой точки к вершинам треугольника, была равна нулю. 

1.6(10). Дан четырехугольник ABCD. Найти такую точку М, чтобы 

0=+++ MDMCMBMA . 

1.7(13). Дан тетраэдр ABCD. Найти точку M, для которой 

0=+++ MDMCMBMA . 

 

 

Справочный материал 

Середина отрезка Радиус-вектор 

O  – начало отсчета 

M  – заданная точка 

OMM =r
O

A
B

C

2
BA

C
rrr +

=  
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Справочный материал 

 

В геометрии точка приложения любого вектора a , как правило, может 

быть выбрана произвольной. В соответствии с этим говорят, что геометрия 

изучает свободные векторы. В физике, кроме свободных векторов, встречаются 

также скользящие и связанные векторы. 
 

Def: Скользящими называют такие векторы, которые считаются 

эквивалентными, если они не только равны, но и лежат на одной прямой (сила 

приложенная к абсолютно твердому телу). 
 

Def: Связанными называются такие векторы, которые считаются 

эквивалентными, если они не только равны, но и имеют общее начало (силу 

приложенная к некоторой точке упругого тела). 
 

1.8(17). Доказать, что сумма векторов, идущих из центра правильного 

многоугольника к его вершинам, равна 0 . 

1.9(22). Из точки О выходят два вектора, OA  = a , OB = b . Найти какой-

нибудь вектор OM  = c , идущий но биссектрисе угла АОВ. 

1.10(25). Дан параллелепипед DCBAABCD ′′′′ . Принимая за базис 1e , 2e  

и 3e  векторы AB , AD  и AA ′ , найти в этом базисе координаты векторов 

совпадающих с ребрами, диагональю параллелепипеда, диагоналями ребер, для 

которых вершина A′  служит началом. 

 

Проектирование вдоль заданного вектора 

a
b

c
Проекция вектора a  на вектор c , при 
проектировании вдоль вектора b .

Справочный материал 
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1.11. Представьте направленный отрезок, соединяющий любые две 

точки на рисунке в виде линейной комбинации указанных на рисунке отрезков 

2402 AA=a  и 1022 AA=b . Например: ba += 2
1

0001AA . Попробуйте получить 

общую формулу для произвольного направленного отрезка:  

ba ?? +=klnm AA . 

 

 
 

1.12(32). Даны радиус-векторы 1r , 2r , и 3r  трех последовательных 

вершин параллелограмма. Найти радиус-вектор 4r  четвертой вершины этого 

параллелограмма. 

1.13(33). Зная радиус-векторы 1r , 2r , 3r  и 4r  четырех вершин А, В, С, А' 

параллелепипеда ABCDA'B'C'D', найти радиус-векторы четырех остальных его 

вершин. 

1.14(35). Даны радиус-векторы 1r , 2r  и 3r  вершин треугольника АВС. 

Найти радиус-вектор r  точки пересечения его медиан. Где находится центр 

тяжести этого треугольника? 

20A

02A00A 01A

12A

03A 04A

14A

23A

13A10A  

22A

30A

21A

33A

11A

34A31A

24A

32A

a
b
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Тема 2. Система координат 

 

Аффинная система координат 

 
Декартовая система координат 

 

 

O

Y

Xxe

ye

M(4,2) 

B(-1,3)

A(-4,-1) 

Mr

1

xeye

N

1

1e
O C(3,0)A(1,0)

B(0,1)

D(0,3)

M(2,1) 

N(-1,2) 

F(1,3) 

2e
Mr

0 1 2- 3
-1

1

2

3

Nr
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Определение 2.1. Векторы ia  ( Ni ...1= ) называются линейно 

независимыми, если линейная комбинация 0
1

=∑
=

N

i
iiaα  только в случае, когда 

все коэффициенты 0=iα  ( i∀ ). 
 
Определение 2.2. Векторы ia  ( Ni ...1= ) называются линейно 

зависимыми, если из них можно составить линейную комбинацию 0
1

=∑
=

N

i
iiaα , в 

которой хотя бы один из коэффициентов не равен нулю 0≠∃ iα . 
 
Определение 2.3. Базис пространства – упорядоченный набор линейно 

независимых векторов, содержащий максимально возможное для данного 
пространства количество векторов. 

 
Теорема 2.1. Разложение вектора пространства по базису этого 

пространства – единственно. 
 
Теорема 2.2. При сложении векторов их координаты складываются, а 

при умножении на число – умножаются на это число: 
bac +=  ⇔  iii bac += , 
ac λ=  ⇔  ii ac λ= . 

 

Задачи к теме 2 

 

2.1(28). Установить, в каком из перечисленных ниже случаев тройка 

векторов a , b  и c  будет линейно зависима, то есть когда один из векторов 

можно представить в виде линейной комбинации двух других: 

а) ( )1,2,5=a ,  ( )2,4,1−=b ,  ( )6,1,1 −−=c ; 

б) ( )2,4,6=a ,  ( )3,6,9−=b ,  ( )3,6,3−=c ; 

в) ( )12,18,6 −=a ,  ( )16,24,8 −−=b ,  ( )3,7,8=c . 

2.2(30). Даны два вектора ( )14,5,2=a  и ( )2,5,14=b . Найти проекцию 

вектора a  на плоскость xOy  при направлении проектирования, параллельном 

вектору b . 

2.3(31). Найти проекцию вектора ( )18,10,16=d  на плоскость, 

определяемую векторами ( )3,2,1=a  и ( )1,2,2 −=b  при направлении 

проектирования, параллельном вектору ( )3,0,4=c . 
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2.4(50). Даны две смежные вершины А = (–1, 3), В = (2, 1) 

параллелограмма ABCD. Найти две другие его вершины при условии, что 

диагональ АС параллельна оси Ох, а диагональ BD параллельна оси Оу. 

2.5(51). Даны три вершины параллелограмма (–2, 1), (1, 3), (4, 0). Найти 

четвертую его вершину D. Система координат (далее СК) аффинная. 

2.6(56). В третьем октанте найти точку, зная, что ее расстояния до осей 

Ох, Оу, Oz равны соответственно 5; 53 и 132 . СК – прямоугольная. 

2.7(59). Даны две точки А = (1, 2, 3), В = (7, 2, 5). На прямой АВ найти 

такую точку М, чтобы точки В и М были расположены по разные стороны от 

точки А и чтобы отрезок AM был вдвое длиннее отрезка АВ. СК – аффинная. 

В последующих задачах этой темы СК – прямоугольная. 

2.8(60). Дана окружность с центром в точке (6, 7) и радиусом 5. Из точки 

(7, 14) к этой окружности проведены касательные. Найти их длины. 

2.9(61). Дана окружность радиуса 10 с центром (–4, 6). Найти точки ее 

пересечения с биссектрисами координатных углов. 

2.10(62). Найти центр М и радиус r окружности, описанной около 

треугольника с вершинами (–2, –2), (2, 6), (5, –3). 

2.11(66). Найти центр и радиус окружности, проходящей через точки 

(6,0) и (4, 0) и касающейся оси Оу. 

2.12(70). Найти точку М, отстоящую от точки А = (–4, 0, 1) на расстояние 

9, зная направляющие косинусы вектора OM : 3
1

3
2

3
2 ,,− . 

2.13(72). Луч образует с осями Ох и Оу углы, соответственно равные 

4π  и 3π , а с осью Oz — тупой угол. Найти этот угол. 

O 

Z 

Y

M

X 

ze

α  

β
γ

ye

xe

Mr

Me

Mxee=αcos ; 
Mxee=βcos ; 
Mxee=γcos ; 

1coscoscos 222 =++ γβα

Направляющие косинусы 
Справочный материал 
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Тема 3. Деление отрезка в заданном отношении 

 

 

Замечание. Если существует число λ , такое что BAM rrr
λ

λ
λ +

+
+

=
11

1 , то точка 

M  лежит на прямой AB . 

 

Задачи к теме 3 

 

3.1(80). На оси координат даны три точки: А =(2), B =(7), С=(4). Найти: 

1) отношение, в котором точка С делит отрезок AB ; 

2) точку D, делящую отрезок AB  в отношении –2/3; 

3) середину E отрезка CD ; 

4) отношение, в котором точка Е делит отрезок AB . 

3.2(83). На оси координат даны три точки О =(0), Е = (1) и М = (х). 

Найти отношение, в котором точка О делит направленный отрезок ME . 

Точка M делит направленный отрезок в отношении λ : 
MBAM λ=  

M

O  

A
B

Радиус-вектор точки M : 

BAM rrr
λ

λ
λ +

+
+

=
11

1 . 

0>λ  – точка лежит внутри отрезка

Координаты точки M : 

BAM xxx
λ

λ
λ +

+
+

=
11

1 , 

BAM yyy
λ

λ
λ +

+
+

=
11

1 , и т.д. 

M
A

B

O

0<λ – точка лежит вне отрезка
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3.3(84*). На прямой даны три точки. Точка С делит направленный 

отрезок AB  в отношении 0≠λ . Найти отношение, в котором каждая из точек 

А, B, С делит направленный отрезок, определяемый двумя другими.  

3.4(85*). Пусть PBAP ⋅= λ , QBAQ ⋅= μ , RBAR ⋅=ν , причем νμ ≠ . 

Найти отношение, в котором точка R делит отрезок PQ . 

3.5(86*). Пусть PBAP ⋅= λ , QBAQ ⋅= μ , RQPR ⋅=ν . Найти 

отношение, в котором точка R делит отрезок AB .  

3.6(91). Даны середины сторон треугольника (2, 4), (–3, 0), (2, 1). Найти 

его вершины. Система координат (СК) аффинная. 

3.7(97). Даны две точки A = (9, –1) и B = (–2, 6). В каком отношении 

делит отрезок AB точка C пересечения прямой AB с биссектрисой второго и 

четвертого координатных углов? Система координат прямоугольная. 

3.8(100). Дан треугольник с вершинами A = (4, 1), B = (7, 5), C = (–4, 7). 

Вычислить длину биссектрисы AD угла BAC. Система координат 

прямоугольная. 

3.9(110). Найти отношение, в котором плоскость Oyz делит отрезок AB : 

A= (2, –1, 7) и B = (4,5, –2). Система координат аффинная. 

3.10(111). Даны две точки A = (8, –6, 7) и B = (–20, 15, 10). Установить, 

пересекает ли прямая AB какую-набудь из осей координат. 

3.11(112*). Даны четыре точки: А = (–3, 5, 15), В = (0, 0, 7), С = (2, –1, 4), 

D = (4, –3, 0). Установить, пересекаются ли прямые АВ и CD, и если 

пересекаются, то найти точку их пересечения. Система координат аффинная.  

3.12(113*). Три последовательные вершины трапеции находятся в 

точках А = (–3, –2, –1), В = (1, 2, 3), С = (9, 6, 4). Найти четвертую вершину D 

этой трапеции, точку М пересечения ее диагоналей и точку S пересечения 

боковых сторон, зная, что длина основания AD равна 15. Система координат 

прямоугольная. 
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Тема 4. Различные системы координат 

 

Полярная система координат 

 

 
 

Координатные линии и орты в полярной системе координат 

 

 
Цилиндрическая система координат 

O

Y

X

M 

ρe
ϕe

N 

K 

ϕe

ρe
ρe  

ϕe

Прямые преобразования: 

⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
;cos

ϕρ
ϕρ

y
x

 

Обратные преобразования: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

.

;22

x
ytg

yx

ϕ

ρ
 

Если 2/2/ πϕπ <<− arctg , 

то 
⎩
⎨
⎧

<
>

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

.0,
;0,0

xесли
xесли

x
yarctg

π
ϕ  

O

Y

X

M1

N(
Nρ ,

Nϕ ) 

M2

1ϕ

2ϕ

ρ

ρ

Nρ

 

M0
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Сферическая система координат 

 
 

Прямые преобразования: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.cos
;sinsin
;cossin

θρ
ϕθρ
ϕθρ

z
y
x

 

Обратные преобразования: 

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

++=

.arccos
;

;222

ρθ
ϕ

ρ

z
xytg

zyx
 

Если 2/2/ πϕπ <<− arctg ,

⎩
⎨
⎧

<
>

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

.0,
;0,0

xесли
xесли

x
yarctg

π
ϕ

 

X

Y

Z

O

ϕ

ρθ  

M

ρe

θe

ϕe
)0,0,1(−=ϕe

)0,1,0(=ϕe  

K

L

Обратные преобразования: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

+=

.
;

;22

zz
xytg
yx

ϕ
ρ

 

Если 2/2/ πϕπ <<− arctg ,

⎩
⎨
⎧

<
>

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0,
0,0

xесли
xесли

x
yarctg

π
ϕ

Y

X 

Z 

O 

M(r,z,φ)
r 

z

ϕ

ze
re

ϕe

Прямые преобразования: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.
;sin
;cos

zz
y
x

ϕρ
ϕρ
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Задачи к теме 4 

 

4.1(115). Вычислить расстояние между двумя данными точками: 

1) ( )12/,2 π=A  и ( )12/5,1 π=B ; 

2) ( )5/,4 π=C  и ( )5/6,6 π=D . 

4.2(116*). Даны полярные координаты точек ( )3/2,8 π−=A  и 

( )3/,6 π=B . Вычислить полярные координаты середины отрезка AB . 

4.3(119). Найти площадь треугольника, одна из вершин которого – в 

полюсе, а две другие имеют полярные координаты ( )9/,4 π , ( )18/5,1 π . 

4.4(121). Зная прямоугольные координаты точек A = (–1, 1), B = (0, 2), 

C = (5, 0), D = (–8, –6), найти их координаты в полярной системе координат, 

соответствующей данной прямоугольной. 

4.5(123). Полюс полярной системы координат находится в точке (3, 5), а 

положительное направление полярной оси совпадает с положительным 

направлением оси Oy. Найти в этой системе полярные координаты точек 

M1 = (9, –1) и M2 = (5, 325 − ). 

4.6(124). Найти сферические координаты точек по их прямоугольным 

координатам: A = (–8, –4, 1), B = (–2, –2, –1), C = (0, –4, 3), D = (1, –1, –1), 

E = (0, 1, 0). 

4.7(125). Найти сферические координаты точки M, зная, что луч OM 

образует с осями Ox и Oy углы, соответственно равные 4π  и 3π , и что третья 

координата точки 1−=z . 

4.8(126). Найти цилиндрические координаты точек по прямоугольным 

координатам: A = (3, –4, 5), B = (1, –1, –1), C = (–6, 0, 8). 

4.9(130). Найти угол α  вектора OM  с осью Ox, зная цилиндрические 

координаты r, ϕ , z точки M. 
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Тема 5. Скалярное произведение векторов 

 

 

Скалярное произведение векторов  
1. Определение. 

abbabababa ba PrPr)),(cos( ⋅=⋅=∠=⋅ . 
2. Основные свойства. 

1. Коммутативность (переместительное свойство):  
abba ⋅=⋅ . 

2. Ассоциативность (сочетательное свойство):  
baba ⋅=⋅ )()( λλ . 

3. Положительная (неотрицательная) определенность:  
02 ≥=⋅ aaa , причем 02 =a  ⇔  0a = . 

4. Дистрибутивность (распределительное свойство): 
cabacba ⋅+⋅=+⋅ )( . 

3. Частные значения. 
1. 0=⋅ba ⇔ °=∠ 90),( ba , если 0≠a  и 0≠b . 
2. 0>⋅ba ⇔ °<∠ 90),( ba  – острый угол. 
3. 0<⋅ba ⇔ °>∠ 90),( ba  – тупой угол. 
4. 0=a  или 0=b  ⇒  0=⋅ba . 

4. Скалярное произведение в декартовой системе координат. 
Координаты вектора 

∑
=

=
=++=

3

1
332211

i

i
iiaaaa eeeea ⇔  aeiia = . 

Скалярное произведение 

∑∑∑∑∑∑∑
=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

===⋅=⋅
3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1
)(

i

i
ii

k

k
ikki

i

i

k

k
kiki

i

i

k

k
kk

i

i
ii babababa δeeeeba . 

Длина вектора 
2
3

2
2

2
1

3

1

2 aaaa
i

i
i ++==⋅= ∑

=

=

aaa . 

Расстояние между точками 
222 )()()( ABABAB zzyyxxAB −+−+−= . 

Угол между векторами 

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

3

1)),(cos(
bbbaaa

ba
i

i
ii

++++
=

⋅⋅
⋅

=
⋅

=∠
∑
=

=

bbaa
ba

ba
baba . 

Направляющие косинусы 
1coscoscos 222 =++ γβα . 

Проекция одного вектора на другой 

a
aa
baba )(

)(Pr
⋅
⋅

= . 
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Задачи к теме 5 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

5.1(131). Дан равносторонний треугольник ABC, длины сторон которого 

равны 1. Вычислить выражение 

ABCACABCBCAB ⋅+⋅+⋅ . 

5.2(132). В треугольнике ABC даны длины его сторон 5=BC , 6=CA , 

7=AB . Найти скалярное произведение векторов AB  и BC . 

5.3(133). В треугольнике ABC проведены медианы AD, BE и CF. 

Вычислить CFABBECAADBC ⋅+⋅+⋅ . 

5.4(136*). Найти сумму векторов, являющихся ортогональными 

проекциями вектора а на стороны равностороннего треугольника ABC. 

5.5(142*). Даны два неколлинеарных вектора а и b. Найти вектор х, 

компланарный векторам a и b и удовлетворяющий системе уравнений ( ) 1=⋅ xa , 

( ) 0=⋅ xb . 

5.6(145а). Представить вектор b  в виде суммы двух векторов, один из 

которых параллелен заданному ненулевому вектору a , а другой 

перпендикулярен. 

5.7(147). К вершине куба приложены три силы, равные по величине 1, 2, 

3 и направленные по диагоналям граней куба, выходящим из этой вершины. 

Найти величину равнодействующей этих трех сил и углы, образуемые ею с 

составляющими силами. 

5.8(148). Найти вектор, являющийся ортогональной проекцией вектора 

(–14, 2, 5) на прямую с направляющим вектором (2, –2, 1). 

5.9(149). Найти вектор, являющийся ортогональной проекцией вектора 

(8, 4, 1) на плоскость, перпендикулярную к вектору (2, –2, 1). 
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5.10(151*). Даны два вектора: а = (8, 4, 1), b = (2, –2, 1). Найти вектор с, 

компланарный векторам а и b, перпендикулярный к вектору а, равный ему по 

длине и образующий с вектором b тупой угол. 

5.11(152). Определить внутренние углы треугольника с вершинами 

A = (1, 2, 3), B = (3, 0, 4), С = (2, –1, 3). 

5.12(165). Даны две соседние вершины квадрата A = (–3, 2) и В = (2, 4). 

Найти две другие вершины. 

5.13(166). Даны две противоположные вершины квадрата A = (3, 2), 

В = (5, –4). Найти две другие его вершины C и D. 
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Тема 6. Векторное и смешанное произведение. Ориентации пространства 

 

Векторным произведением векторов a  и b  называется вектор bac ×= , 

определенный следующим образом: 

а) вектор c  перпендикулярен и вектору a  и вектору b ; 

б) длина вектора c  равна произведению длин векторов-сомножителей на 

синус угла между этими векторами; 

в) тройка векторов a , b  и c  является правой; 

г) если 0=a  и (или) 0=b , то 0=×= bac . 

Вкратце определение векторного произведения не равных нулю векторов 

записывается так: 

bac ×=  ⇔  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
∠=
⊥⊥

векторов.тройкаправаяи,
);sin(

;,

cba
abbac

bcac
 

 
                                  а)                                                               б) 

Рис. 6.1. Векторное произведение векторов. 

                 а) Определение векторного произведения bac ×= . 

                 б) Векторное произведение ортов декартового базиса zyx eee =×  
 

Правила раскрытия определителей 
 

Двумерный определитель 

cdba
bd
ca

−= . 

 

 

O

A 

B
Ca α

b ye
ze

xe
O

A 

B
C

bac ×=
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Трехмерный определитель 

123312231213132321

321

321

321

cbacbacbacbacbacba
ccc
bbb
aaa

−−−++= . 

 

Правило 1. Раскрытие по строке (по столбцу) 

21

21
3

31

31
2

32

32
1

321

321

321

cc
bb

a
cc
bb

a
cc
bb

a
ccc
bbb
aaa

+−=  

 

Правило 2 

 
 

Правило 3 

=−−−++= 123312231213132321

321

321

321

cbacbacbacbacbacba
ccc
bbb
aaa

 

 
 

Правило 4 

 

∑∑∑
=

=

=

=

=

=

=
3

1

3

1

3

1

321

321

321
i

i

j

j

k

k
kjiijk cba

ccc
bbb
aaa

ε . 

2

2

2

1

1

1

321

321

321

2

2

2

1

1

1

321

321

321

c
b
a

c
b
a

ccc
bbb
aaa

c
b
a

c
b
a

ccc
bbb
aaa

−+= .

321

321

321

ccc
bbb
aaa

= + –
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Задачи к теме 6 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

6.1(176). Даны два вектора а = (1, 1, 1) и b = (1, 0, 0). Найти вектор с 

длины 1, перпендикулярный к вектору а, образующий с вектором b угол 
3
π  и 

направленный так, чтобы упорядоченная тройка векторов а, b, с имела 

положительную ориентацию. 

6.2(178). Даны три вектора: а = (8, 4, 1), b = (2, –2, 1), с = (1, 1, 1). Найти 

вектор d длины 1, компланарный векторам а и b, перпендикулярный к вектору 

с и направленный так, чтобы упорядоченные тройки векторов а, b, с и а, d, с 

имели противоположную ориентацию. 

6.3(189). Вычислить площадь треугольника, вершины которого 

находятся в точках A = (– 1, 0, –1), В = (0, 2, –3), С = (4, 4, 1). 

6.4(190). Вычислить объем параллелепипеда ABCDA'В'C'D', зная его 

вершину А = (1, 2, 3) и концы выходящих из нее ребер В = (9, 6, 4), С = (3, 0, 4), 

A' = (5, 2, 6). 

6.5(192*). Три вектора а, b, с связаны соотношениями cba ×= , acb ×= , 

bac ×= . Найти длины этих векторов и углы между ними. 

6.6(193*). Доказать, что если три вектора a , b , c  не коллинеарны, то из 

равенства accbba ×=×=×  вытекает соотношение 0=++ cba  и обратно. 

6.7(195*). Доказать, что если векторы ba × , cb × , ac ×  компланарны, то 

они коллинеарны. 

6.8(196*). Из одной точки проведены три некомпланарных вектора a , b , 

c . Доказать, что плоскость, проходящая через концы этих векторов, 

перпендикулярна к вектору accbba ×+×+× . 



 24

 
 

Основные свойства векторного произведения 
 

1. Антикоммутативность (переместительное свойство):  
abba ×−=× . 

2. Ассоциативность (сочетательное свойство):  
)()( baba ×=× λλ . 

3. Дистрибутивность (распределительное свойство): 
bababaa ×+×=×+ 2121 )( . 

4. Параллельность векторов и векторное произведение 
0=×ba  ⇔  ba || . 

5. Площадь параллелограмма и модуль векторного произведения 
baba ,S=× . 

Векторное произведение в декартовом базисе 
312212311312332 )()()( eeeba babababababa −+−+−=× , 

 
),,( 122131132332 babababababa −−−=×ba . 

Запись с помощью символа Леви-Чивита. 

( )∑∑∑
= = =

=×
3

1

3

1

3

1i j k
ikjijk ba eba ε . 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=−
=+

=
.,0

);321(),213(),132()(,1
);312(),231(),123()(,1

случаяхостальныхв
ijkесли
ijkесли

ijkε  

 
Запись с использованием определителей второго порядка: 

3
21

21
2

31

31
1

32

32 eeeba
bb
aa

bb
aa

bb
aa

+−=× , 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=×

21

21

31

31

32

32 ,,
bb
aa

bb
aa

bb
aa

ba . 

Запись с помощью определителя третьего порядка: 

321

321

321

bbb
aaa
eee

ba =× . 
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6.9(198*). Даны три некомпланарных вектора а = (х1, у1, z1), 

b = (x2, у2, z2), n = (А, В, С). Найти площадь параллелограмма, являющегося 

ортогональной проекцией на плоскость, перпендикулярную к вектору n, 

параллелограмма, построенного на векторах а и b. 

6.10(200*). Доказать, что сумма векторов, перпендикулярных к граням 

тетраэдра, равных по абсолютной величине площадям этих граней и 

направленных в строну вершин, противолежащих граням, равна нулю. 

6.11(207*). Доказать, что площадь параллелограмма, построенного на 

векторах а и b равна 

( ) ( )
( ) ( )bbab

baaa
⋅⋅
⋅⋅

=S . 

Справочный материал 

 

Смешанное произведение векторов 

 

Смешанное произведение ( )cbacba ,,)( =×⋅  трех векторов a , b , c  равно 
ориентированному объему параллелепипеда, построенного на векторах a , b , c , 
как на сторонах: 

)()( orientVabccba =×⋅ . 

 

 
Рис. 6.2. Смешанное произведение векторов (правая тройка векторов) 

=⋅× cba )(  
=⋅×= × cba baПр)(  
=⋅×= × cba baПр  

=⋅= OMSab  
=⋅= ONSOADB  

=⋅= высотаоснование hS  
≡= OADBCEFGV  

),,( cbaabc ≡≡V . 
O

A
a

a
a

b

b

b

ba×

c

c c

D

B

C 

E

GM

b
N 

c
L 

h F
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Тема 7. Задачи с применением векторов. Итоговое занятие по векторам 

 

Правило вычисления смешанного произведения 
 

( )
321

321

321

ccc
bbb
aaa

=×⋅ cba . 

 
Для смешанного произведения имеет место равенство 

( ) ( ) cbacba ⋅×=×⋅ , 
которое позволяет записывать правило произведения трех векторов a , b  и c  не 
указывая при этом, какие из двух векторов перемножаются векторно. При этом  

( ) ( ) abccbacba =⋅×=×⋅ . 
 
В силу приведенного выше равенства справедливо соотношение 

cbabacacbcabbcaabc −=−=−=== , 
согласно которому при циклических перестановках векторов смешанное 
произведение не меняется, а при перестановке двух векторов оно изменяет знак 
на противоположный. 

 
Отметим, что необходимым и достаточным условием компланарности  

векторов a , b  и c  является равенство нулю их смешанного произведения: 
 

0=abc  ⇔  a , b  и c  – компланарны. 
 
Правило раскрытия двойного векторного произведения: 
 

( ) ( ) ( )baccabcba ⋅−⋅=×× . 
 

Двойное векторное произведение равно разности произведения среднего 
вектора на скалярное произведение остальных векторов и произведения 
другого вектора в скобках на скалярное произведение остальных векторов. 

 

Задачи к теме 7 

 

7.1. Представить заданный данный вектор d  в виде разложения 

произвольного вектора по трем заданным некомпланарным векторам a , b  и c . 

7.2. Упростить выражение 

( ) )()()())(),(),(( baaccbbaaccb ×⋅×××=××× . 

7.3(204*). Определить вектор d  по заданным скалярным произведениям 

ad=α , bd=β  и cd=γ . 
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7.4. Найти компонент вектора a  ортогональный вектору 0≠b . 

7.5(201*). Доказать тождества: 

1) ( ) ( ) ( )cabcbacba ⋅+⋅−=×× ;   2) ( ) ( ) ( )baccabcba ⋅−⋅=×× . 

7.6(202*). Доказать тождества: 

1) 
)()(
)()(

)()(
dbda
cbca

dcba
⋅⋅
⋅⋅

=×⋅× ; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dcbadcabcbaddbacdcba ,,,,,,,, −=−=××× ; 

3) ( ) ( ) ( ) ( )cbadbacdacbddcba ,,,,,,,, ++= ; 

4) ( )( )
)()()(
)()()(
)()()(

,,,,
czbzaz
cybyay
cxbxax

zyxcba
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

= ;  

5) ( )
)()()(
)()()(
)()()(

,, 2

ccbcac
cbbbab
cabaaa

cba
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

= . 

7.7(203*). Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы 

выполнялось равенство 

( )cbacba ××=×× )( . 

7.8(205*). 1) Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы 

уравнение bxa =× , где 0≠a , имело решение. 

2) Найти общее решение этого уравнения. 

7.9(206*). Даны три некомпланарных вектора a=OA , b=OB , c=OC , 

отложенных от точки O. Найти вектор OH , где H – ортогональная проекция 

точки O на плоскость ABC. 

7.10(209*). Найти вектор х из системы уравнений α=⋅ xa1 , bxa =×2 , 

где 021 ≠⋅ aa , 02 =⋅ba . 

7.11(210*). Решить относительно х систему уравнений 11 bxa =× , 

22 bxa =× , причем 021 ≠× aa , 021 ≠⋅ba , 012 ≠⋅ba , 02211 =⋅=⋅ baba . 

7.12(211*). Найти векторы x  и y  из системы уравнений: ayx =+ , 

( ) p=⋅ yx , byx =× . Дано, что 0≠a , 0≠b , ( ) 0=⋅ba . 
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Тема 8. Преобразование аффинных координат 

 

 

Задачи к теме 8 

 

8.1(658). Написать формулы перехода от одной системы координат к 

другой, если началом первой системы является вершина А параллелограмма 

ABCD, а базисом – векторы AD , AB ; началом второй системы является 

вершина С, а базисом – векторы CB , CD . 

8.2(673). Даны две системы координат Oxyz и О'х'у'z'. По отношению к 

первой системе начало второй находится в точке О' = (2, 1, 3), а базисные 

векторы второй системы суть 1e′= (2, 4, 1), 2e′ = (0, 4, 4), 3e′ = (1, 1, 0). 

1) Написать выражения координат точек относительно первой системы 

через их координаты во второй системе. 

2) Выразить координаты точек относительно второй системы через их 

координаты в первой системе. 

3) Найти координаты начала О и координаты базисных векторов 1e , 2e , 

3e  первой системы относительно второй. 

 

Связь между радиус-векторами точки в различных системах отсчета 

 

MM rRr ′+= . 

 

Формула связи ортов в трехмерном пространстве 

∑
=

=′
3

1k
kiki ee α . 

 

Формула связи координат в трехмерном пространстве 

∑
=

′+=
3

1i
ikikk xXx α . 
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Преобразование прямоугольных координат на плоскости 

 
Рис. 8.1. Связь между радиус-векторами точки в различных системах отсчета 

 

Прямое преобразование координат  
при повороте и переносе системы координат 

 

 

 

 

 

 

Обратное преобразование координат  
при повороте и переносе системы координат 
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Справочный материал 
 

Преобразование координат, при котором все оси координат меняют свое 

направление на противоположное, называется инверсией координат. 
 

Аксиальный вектор (псевдовектор) – величина, преобразующаяся как 

истинный (полярный) вектор при операциях поворота системы координат, 

но, в отличие от него, не меняющая свой знак при инверсии координат. 
 

Простейшим примером аксиального вектора является векторное 

произведение, например, в механике – момент импульса. 
 

8.3(674). Координаты х, у, z точек в системе Oxyz выражаются через 

координаты х', у', z' в системе O'x'y'z' соотношениями 

12 −′−′−′−= zyxx , 

zyy ′−′−= , 

13 +′+′+′= zyxz . 

1) Выразить координаты х', у', z' через координаты х, y, z. 

2) Найти координаты начала О' и координаты базисными векторов 1e′ , 

2e′ , 3e′  второй системы относительно первой. 

3) Найти координаты начала О и координаты базисных векторов 1e , 2e , 

3e  первой системы относительно второй. 

8.4(676). Найти координаты вершин тетраэдра ОABC в системе 

координат с началом в вершине О, базисными векторами которой являются 

медианы OD , OE , OF  граней ВОС, СОA, AOB. 

8.5(684). Написать формулы преобразования прямоугольных координат, 

если начало новой системы находится в точке О' = (–3, –2), угол от оси Ох до 

оси Ох' равен – ( )5/4arccos −  и обе системы имеют противоположную 

ориентацию. 

8.6(685). В системе Оху дана точка (6, –2); найти ее координаты в 

системе О'х'у', получающейся из системы Оху переносом начала в точку 

О' = (3, –4) и поворотом на угол – )13/12arccos( . 
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Тема 9. Основные уравнения прямой на плоскости 

 

 
Рис. 9.1. Параметры прямой линии на плоскости 

 

Таблица 9.1. Уравнения прямой на плоскости 

N Название Уравнение 
1. Общее уравнение 0=++ CByAx  
2. Нормальное 0

22
=

+
++
BA

CByAx  

3. В отрезках 1=+
b
y

a
x  

4. С угловым коэффициентом bkxy +=  
 

5. Каноническое 

yx q
yy

q
xx 00 −

=
−  

6. Через две точки 

01

0

01

0

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−  

7. Параметрическое в координатах 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

tqyy
tqxx

y

x

0

0  

8. Параметрическое через две точки 

⎩
⎨
⎧

−+=
−+=

tyyyy
txxxx
)(
)(

010

010  

9. Векторное параметрическое tM qrr += 0  
10. Векторное параметрическое через 

две точки 
tM )( 010 rrrr −+=  

 
11. Векторное 0)( 0 =− rrN  

),( BA=N

NNn /=

),( 000 yxM
),( yxM

),( 111 yxM

q

0=++ CByAx

O X

Y  

a

b

ϕ ϕtgk =
r

1r

0r
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Задачи к теме 9 

 

9.1(367). Дан треугольник ABC: A = (–2, 3), В = (4, 1), С = (6, –5). 

Написать уравнение медианы этого треугольника, проведенной из вершины А. 

Система координат аффинная. 

9.2(368). Дан треугольник ABC: А = (4, 4), В = (–6, –1), С = (–2, –4). 

Написать уравнение биссектрисы внутреннего угла треугольника при вершине 

С. Система координат прямоугольная. 

9.3(370). Через точку (2, –1) провести прямую, отрезок которой, 

заключенный между осями координат, делился бы в данной точке пополам. 

Система координат аффинная. 

9.4(377*). Даны уравнения двух сторон треугольника 02 =− yx , 

05 =− yx  и уравнение 03 =− yx  одной  из его медиан. Составить уравнение 

третьей стороны треугольника, зная, что на ней лежит точка (3, 9), и найти 

координаты его вершин. Система координат аффинная. 

9.5(398). Найти взаимное расположение трех прямых в каждом из 

следующих случаев: 

1) х + 2у + 3 = 0,   2x + 3у + 5 = 0,    х – у + 7 = 0; 

2) 2x + 5у – 4 = 0,   7х+ у – 20 = 0,   3х + 2у – 8 = 0; 

3) х – у – 2 = 0, 3x + 5у + 4 = 0, 6x – 6у + 1 = 0; 

4) 2х + 3у – 1 = 0,   4x + 6 y + 5 = 0,   10x + 15у – 7 = 0. 

Система координат аффинная. 

9.6(405). Две параллельные прямые 2х – 5у + 6 = 0 и 2х – 5y – 7 = 0 делят 

плоскость на три области: полосу, заключенную между этими прямыми, и две 

области вне этой полосы. Установить, каким областям принадлежат точки 

А = (2, 1), В = (3, 2), С = (1, 1), D = (2, 8), E = (7, 1), F = (–4, 6). Система 

координат аффинная. 
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Нормаль к прямой  

),( BA=N . 

Возможные выражения для направляющего вектора:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

BA
1,1q , ( )AB −= ,q  и т.п. 

Отрезки, отсекаемые на осях: 

A
Ca −= , 

B
Cb −= . 

Угловой коэффициент: 

B
Ak −= . 

Абсолютное значение величины 

22 BA
CByAx

+
++

=ρ  

определяет расстояние от точки до прямой, а ее знак – их взаимное 

расположение. 

 

 
Рис. 9.2. Нормальное уравнение прямой 

),( BA=N

NNn /=  
),( yxM

),( LL yxL

( ) nrr ⋅−==
+

++
LMM

BA
CByAx ρ

22
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Y  

Mr

Lr  
K

Mρ
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9.7(406). Даны две точки А = (–3, 1) и В = (5, 4) и прямая х – 2у + 1 = 0. 

Установить, пересекает ли данная прямая отрезок AB  или его продолжение за 

точку А или за точку В. Система координат аффинная. 

9.8(412*). Стороны треугольника ABC заданы уравнениями 

2х – у + 2 = 0 (АВ), х + у – 4 = 0 (ВС), 2х + у = 0 (СА). Определить положение 

точек М = (3, 1), N = (7, –6), Р = (3, 2) относительно данного треугольника. 

Система координат аффинная. 

Во всех последующих задачах этой темы система координат 

предполагается прямоугольной. 

9.9(416). Даны вершины треугольника А = (4, 6), В = (–4, 0) и 

С = (–1, –4). Составить уравнение высоты, опущенной из вершины А на сторону 

ВС. 

9.10(423). Найти проекцию точки (–5, 6) на прямую 7х – 13у – 105 = 0. 

9.11(431*). Найти внутренние углы треугольника, стороны которого 

заданы уравнениями 3x – y + 6 = 0, x – у + 4 = 0, x + 2у = 0. 

9.12(435). Основанием равнобедренного треугольника служит прямая 

2х + 3у = 0, а боковой стороной – прямая 5х – 12у = 0. Написать уравнение 

другой боковой стороны треугольника, зная, что она проходит через точку 

(2, 6). 

9.13(450). Составить уравнения прямых, параллельных прямой 

5x + 12у – 1 = 0 и отстоящих от нее на расстояние 5. 

9.14(461). Даны две прямые 3x + 4у – 2 = 0, 5х – 12у – 4 = 0 и точка (1, 1). 

Внутри угла, образованного данными прямыми и содержащего данную точку, 

найти такую точку, чтобы ее расстояния до данных прямых были равны 

соответственно 3 и 1. 

9.15(467*). Составить уравнения биссектрис внутренних углов 

треугольника, стороны которого заданы уравнениями 

3x – 4y = 0,    4x – 3у = 0,    5х + 12у – 10 = 0. 
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Тема 10. Составление уравнений прямых и плоскостей 

 

Таблица 10.1. Уравнения прямой в пространстве 

 

N Название уравнения Уравнение 

1. Векторное параметрическое tM qrr += 0  

2. Векторное параметрическое заданное 

двумя точками 
tM )( 010 rrrr −+=  

3. Параметрическое в координатах 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

tqzz
tqyy
tqxx

z

y

x

0

0

0

 

4. Параметрическое, заданное 

двумя точками 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

tzzzz
tyyyy
txxxx

)(
)(
)(

010

010

010

 

5. Каноническое 

zyx q
zz

q
yy

q
xx 000 −

=
−

=
−  

6. Через две точки 

01

0

01

0

01

0

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−  

7. Общее уравнение  

 ⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 

8. Векторное  0)( 0 =×− qrr  

9. Векторное, заданное двумя точками 0)()( 010 =−×− rrrr  

 

Если прямая задана как пересечение двух плоскостей, то ее 

направляющий вектор определяется нормальными к этим плоскостям 

векторами: 

21 NNq ×= . 
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Рис. 10.1. Решение системы двух линейных уравнений и взаимное 

расположения двух прямых на плоскости 

 

Задачи к теме 10 

 

10.1(492). Дана точка A = (1, 2, 3). 

1) Составить уравнения перпендикуляров, опущенных из точки А на 

координатные плоскости. 

2) Написать уравнения перпендикуляров, опущенных из точки А на оси 

координат. 

3) Написать уравнения плоскостей, проходящих через точку А и 

перпендикулярных к осям координат. 

Система координат прямоугольная. 

10.2(493). В пространстве дана прямая 53/2/ == yx . Найти 

направляющий вектор этой прямой. Система координат аффинная. 

10.3(498). Найти ортогональные проекции прямой 

c
zz

b
yy

a
xx 000 −

=
−

=
−  на координатные плоскости Oyz, Ozx, Оху. Система 

координат прямоугольная. 
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Таблица 10.2. Уравнения плоскости 

 

N Название уравнения Уравнение 
1. Общее уравнение 0=+++ DCzByAx  
2. 

Нормальное 0
222

=
++
+++
CBA

DCzByAx  

3. 
В отрезках 1=++

c
z

b
y

a
x  

4. Векторное параметрическое, заданное  
а) одной точкой и двумя векторами, 
б) тремя точками, в) двумя точками и 

одним вектором 

qprr μλ ++= 0 , 
)()( 02010 rrrrrr −+−+= μλ , 

)( 020 rrprr −++= μλ  

5. Параметрическое, заданное  
а) точкой и двумя направляющими 

векторами, 
 
 

б) тремя точками, 
 
 

в) двумя точками и одним 
направляющим вектором 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

zz

yy

xx

qpzz
qpyy
qpxx

μλ
μλ
μλ

0

0

0

, 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−+=
−+−+=
−+−+=

)()(
)()(
)()(

02010

02010

02010

zzzzzz
yyyyyy
xxxxxx

μλ
μλ
μλ

,

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−++=
−++=
−++=

)(
)(
)(

020

020

020

zzpzz
yypyy
xxpxx

z

y

x

μλ
μλ
μλ

 

6. Векторное, заданное нормалью 0)( 0 =− rrN  
7. Векторное, заданное 

а) направляющими векторами, 
б) двумя точками и одним 
направляющим вектором, 

в) тремя точками 

 
0),,()()( 00 =−=×⋅− qprrqprr , 

0),,( 010 =−− qrrrr , 
0),,( 02010 =−−− rrrrrr  

8. Векторное уравнение плоскости в 
координатной записи, заданное 
а) направляющими векторами, 

 
б) двумя точками и одним 
направляющим вектором, 

 
в) тремя точками 

0
000

=
−−−

zyx

zyx

qqq
ppp

zzyyxx
, 

0010101

000

=−−−
−−−

zyx qqq
zzyyxx
zzyyxx

, 

0

020202

010101

000

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx
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Нормаль к плоскости  

),,( CBA=N . 

Выражение нормального вектора через направляющие векторы: 

qpN ×= . 

Отрезки, отсекаемые на осях: 

A
Da −= , 

B
Db −= , 

C
Dc −= . 

Абсолютное значение величины  

222222 CBA
DCzByAx

CBA
DD

++
+++

=
++

+=
+

= rn
N

rNρ  

определяет расстояние от точки до прямой, а ее знак – их взаимное 

расположение. 

 

 

 

 
Рис. 10.2. Параметры плоскости. Общее уравнение плоскости 
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Во всех последующих задачах этой темы система координат 

предполагается аффинной. 

10.4(501*). Составить уравнения прямой, проходящей через точку 

(3, –1, –4), пересекающей ось Оу и коллинеарной плоскости у + 2z = 0. 

10.5(508). Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

(1, 2, 3), параллельной прямой x = y = z и отсекающей на осях Ох и Оу равные 

отрезки. 

10.6(513). Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

x = 2 + 3t, у = –1 + 6t, z=4t и коллинеарной прямой х = –1 + 2t, y=3t, z = – t. 

10.7(516*). Написать уравнения прямой, проходящей через точку 

(1, 2, 3) и пересекающей прямые 

1
2

2
1

2
+

=
−
+

=
zyx  и 

30
2

4
zyx

=
+

= . 

10.8(520). Составить уравнения проекции прямой 

12
1

3
2 zyx

=
−
−

=
−  

из точки (1, 2, 1) на плоскость y – 2z + 4 = 0. 

10.9(526). Найти условия, необходимые и достаточные для того, чтобы 

прямая 
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

− : 1) пересекала плоскость Оху; 2) была 

параллельна ей; 3) лежала в этой плоскости. 

10.10(530). Установить, какие из следующих пар плоскостей 

пересекаются, параллельны или совпадают: 

1) 2x + 3у + 4z–12 = 0,    3x – 6y + 1 = 0; 

2) 3x – 2y – 3z + 5 = 0,    9х – 6у – 9z – 5 = 0; 

3) 2х – у – z – 3 = 0,        10x – 5у – 5z – 15 = 0. 

10.11(532). Установить, какие из следующих пар плоскостей 

пересекаются, параллельны или совпадают: 

1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
+=

++=

;3
,2

,1

vuz
uy

vux
 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
+−=

+=

;31
,422

,23

vuz
vuy

ux
2) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
+=

++=

;3
,2

,1

vuz
uy

vux
 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
+=

+=

;224
,3
,41

vuz
vuy
ux
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3) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
+=

++=

;3
,2

,1

vuz
uy

vux
 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=

++−=

.31
,2

,21

vz
vuy

vux
 

10.12(534). Установить в каждом из следующих случаев, лежит ли 

данная прямая в данной плоскости, параллельна плоскости или пересекает ее; в 

последнем случае найти точку пересечения прямой и плоскости. 

Прямая Плоскость 

1) 
1

1
3

9
4
12 −

=
−

=
− zyx , 0253 =−−+ zyx ; 

2) 
34

3
2

1 zyx
=

−
=

+ , 05233 =−+− zyx ; 

3) 
3

4
2

1
8
13 −

=
−

=
− zyx , 0142 =+−+ zyx ; 

4) 
4

5
1

4
5

7 −
=

−
=

− zyx , 0523 =−+− zyx . 

10.13(539). Установить, какие из следующих пар прямых скрещиваются, 

параллельны, пересекаются или совпадают; если прямые параллельны, то 

написать уравнение плоскости, через них проходящей; если прямые 

пересекаются, то написать уравнение содержащей их плоскости и найти их 

общую точку. 

1) 
⎩
⎨
⎧

+−=−−=+=
+=+=+=

;2,21,36
;43,7,21

tztytx
tztytx

 2) 
⎩
⎨
⎧

=+−=−=
−=−=+=
;4,35,2

;,22,21
ztytx

tztytx
 

3) 
⎩
⎨
⎧

=+=−=
−−=−=+=

;12,92,67
;81,6,42

tztytx
tztytx

 4) 
⎩
⎨
⎧

+=+=+=
+=+=+=

.25,46,67
;33,62,91
tztytx

tztytx
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Тема 11. Составление уравнений прямых и плоскостей в пространстве 

 

1. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку перпендикулярно 

данной прямой 

 

l : tNrr += 1 ; 

π : ( ) 00 =− rrN . 

2. Уравнение перпендикуляра к данной плоскости, проходящего через данную 

точку 

 

l : tNrr += 0 . 

3. Уравнение плоскости, проходящей через данную прямую и точку 

 

⎭
⎬
⎫+=

0

1:
r

qrr tl
 π : )( 011 rrqrr −++= βα ; 

⎭
⎬
⎫−+=

0

121 )(
r

rrrr t
 π : 0),,( 12010 =−−− rrrrrr . 

4. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку и параллельной 

данной плоскости 

 

1π : 0)( 1 =− rrN ; 

2π : 0)( 2 =− rrN ; 

21 qqN ×= . N
2q

1q

2r

1r
2π  

1π  

q

l

0r

1r

2r

π

N
 

0r

l

0r
N

1r

l

π
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5. Уравнение плоскости, проходящей через данную прямую параллельно 

другой прямой 

 

1l : t11 qrr += ; 

2l : t22 qrr += ; 

π : βα 211 qqrr ++= . 

6. Уравнение плоскости, проходящей через данную прямую перпендикулярно 

данной плоскости 

 

1π : 0)( 01 =− rrN ; 

l : t11 qrr += ; 

2π : βα 111 Nqrr ++= . 

7. Расстояние между скрещивающимися прямыми и уравнение перпендикуляра 

 

1π : 0)( 1 =− rrN ; 

2π : 0)( 2 =− rrN ; 

l : tNrr += 0 . 

8. Пересечение плоскостей в одной точке ( 1N , 2N , 3N  – не компланарны) 

 

0),,( 321 =NNN  ⇔  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa

dzcybxa
 ⇔  

⇔  0

333

222

111

=
cba
cba
cba

. 

21 qqN ×=
2q

1q
1r

2π  

1π  

2r  

0r  

l

l

1π

2π

1N

1q

1r  

0r

1r

1q

2r2q

1l

2l

π

1N

2N

3N
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9. Биссектральный угол 

 

1π : 0)( 11 =− rrN , 11 p=rN ; 

2π : 0)( 22 =− rrN , 22 p=rN . 

1. 2211 pp −=− rNrN ; 

2. 2211 rNrN −=− pp . 

10. Отрезок и плоскость 

 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
;

1

1

p
p

BB

AA

Nr
Nr

ρ
ρ

 

 

 

Задачи к теме 11 

 

11.1(543). Установить, какие из следующих пар прямых скрещиваются, 

параллельны, пересекаются или совпадают; если прямые параллельны, то 

написать уравнение плоскости, проходящей через них; если прямые 

пересекаются, то написать уравнение содержащей их плоскости и найти их 

общую точку. Система координат аффинная. 

1) 
⎩
⎨
⎧

=+−+
=−+

;0133
,01

zyx
zx

 
⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

;082
,032

zy
yx

 

2) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=+

;08
,032

zx
yx

 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−

;0732
,04

zx
z

 

А 

В 

2N

1r  
1π

a

1l

1N

2π

a  2r

2l

0>BAρρ ;

0<BAρρ .

A B

A

B
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3) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−++

;04
,01

zy
zyx

 
⎩
⎨
⎧

=++
=−++
;0743

,06632
zyx
zyx

 

4) 
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−−+

;068521941
,0623

zyx
zyx

 
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−+−

.031271019
,03725922

zyx
zyx

 

11.2(545). Определить взаимное расположение трех плоскостей в 

каждом из следующих случаев: 

1) 021542 =−+− zyx , 0183 =+− zx , 0306 =−++ zyx ; 

2) 032 =−+ yx , 010963 =+−+ zyx , 01642 =−−+ zyx ; 

3) 0123 =++− zyx , 027 =++ zyx , 02815 =−−+ zyx ; 

4) 0425 =+− yx , 053 =−+ zx , 0728 =++− zyx ; 

5) 031226 =−++ zyx , 01075 =−− zy , 01263 =+++ zyx . 

Система координат аффинная. 

 

Справочный материал 

 

Совокупность всех плоскостей, проходящих через одну и ту же прямую 

l , называется пучком плоскостей. 

 

γ
β

α
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Если 01111 =+++ DzCyBxA  и 02222 =+++ DzCyBxA  – уравнения двух 

различных плоскостей принадлежащих пучку, то уравнение любой другой 

плоскости принадлежащей пучку имеет вид: 
( ) ( ) 022221111 =+++++++ DzCyBxADzCyBxA νμ , 

где μ  и ν  – одновременно не равные нулю постоянные величины. 

 

11.3(567). Написать уравнение плоскости, зная, что точка (2, 6, –4) 

служит основанием перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту 

плоскость. Система координат прямоугольная. 

11.4(570). Составить уравнение плоскости, перпендикулярной к 

плоскости х + 3у – 5z – 10 = 0 и проходящей через линию пересечения данной 

плоскости с плоскостью Оху. Система координат прямоугольная. 

11.5(571). В пучке, определяемом плоскостями 2х + у – 3z + 2 = 0 и 

5x + 5у – 4z + 3 = 0, найти две перпендикулярные друг к другу плоскости, из 

которых одна проходит через точку (4, -3, 1). Система координат 

прямоугольная. 

11.6(573). Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую 

c
zz

b
yy

a
xx 000 −

=
−

=
−  и перпендикулярной к плоскости Ax + By + Cz + D = 0. 

Система координат прямоугольная. 

11.7(577). Написать уравнения и найти длину d перпендикуляра, 

опущенного, из точки (–3, 13, 7) па прямую 

1
3

4
2

3
1 −

=
−
−

=
− zyx . 

Система координат прямоугольная. 

11.8(578). Найти ортогональную проекцию точки (1, 3, 5) на прямую 

2х + у + z – 1 = 0, 3x + у + 2z – 3 = 0. Система координат прямоугольная. 

11.9(582). Найти точку, симметричную точке (1, 2, 3) относительно 

плоскости 2х – 3у + 5z – 68 = 0. Система координат прямоугольная. 
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11.10(584). Составить уравнения проекции прямой х = 3 + 5t, y = - 1 + t, 

z = 4 + t на плоскость 2х – 2у + 3z – 5 = 0. Система координат прямоугольная. 

11.11(585*). 1) Написать уравнения общего перпендикуляра к двум 

прямым: 

1
3

4
2

8
1 −

=
−

=
− zyx , 

1
1

22
1 +

=
−

=
− zyx  

и найти расстояние d между этими прямыми; 

2) найти точки пересечения общего перпендикуляра к данным прямым с 

этими прямыми. 

Система координат прямоугольная. 

11.12(586). Провести через точку пересечения плоскости х + у + z – 1 = 0 

с прямой у = 1, z + 1 = 0 прямую, лежащую в этой плоскости и 

перпендикулярную к данной прямой. Система координат прямоугольная. 

11.13(591). Через точку (1, 2, 3) провести плоскость, перпендикулярную 

к плоскости 5х – 2у + 5z – 10 = 0 и образующую с плоскостью х – 4у – 8z + 12 = 

0 угол 
4
π . Система координат прямоугольная. 

11.14(593). Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую 

13
6

2
7 zyx

=
−

=
−
+  

и образующей угол 
3
π  с прямой x – у + z = 0, х – у + 2z = 0. Система координат 

прямоугольная. 
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Тема 12. Относительное расположение прямых и плоскостей 

 

Таблица 12.1. Относительное расположение прямых и плоскостей 

   
Параллельные прямые Пересекающиеся прямые Скрещивающиеся прямые

 
 

 

Прямая параллельна 

плоскости 

Прямая лежит в 

плоскости 

Прямая пересекает 

плоскость 

  
Параллельные плоскости Пересекающиеся плоскости 

 

Задачи к теме 12 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

12.1(597). Найти косинусы углов между прямыми 

⎩
⎨
⎧

=+−
=+−+

03
,013

zyx
zyx

 и 
⎩
⎨
⎧

=+−+
=+−

.01522
,01
zyx

yx
 

1N

2N

α β

021 ≠=× qNN
q  

021 =×NN

α

2N

1N
β

2qα
2l

1q 1l

021 ≠×qq , 
21| lAlAA ∈∧∈¬∃

A2q
α

2l
1q

1l

021 ≠×qq , 
21| lAlAA ∈∧∈∃

A

2q
α

2l1q
1l021 =×qq

N

q

0=⋅qN , 
lAAA ∈∧∈∃ α|

A

α

l
N

q
0≠⋅qN

l

α
A

N
q

0=⋅qN , 
lAAA ∈∧∈¬∃ α|

α

l

A
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12.2(599). Найти угол между прямой х + у – z = 0, 2х – 3у + z = 0 и 

плоскостью 3x + 5у – 4z + 2 = 0. 

12.3(603). Даны вершины тетраэдра А = (0, 0, 2), B = (3, 0, 5), С = (1, 1, 0) 

и D = (4, 1, 2). Вычислить длину высоты, опущенной из вершины D на грань 

ABC. 

12.4(608). Составить уравнения биссекторных плоскостей двугранных 

углов между двумя плоскостями: 

7x + y - 6 = 0,     3x + 5у – 4z + 1 = 0. 

12.5(611*). Внутри треугольника, высекаемого на плоскости Оху 

плоскостями х + 4у + 8z + 8 = 0, х – 2у + 2z + 2 = 0, 3х + 4у + 12 = 0, найти точку, 

равноудаленную от этих плоскостей. 

12.6(612). Найти центр и радиус шара, вписанного в тетраэдр, 

ограниченный плоскостями координат и плоскостью 

11x - 10у – 2z - 57 = 0. 

12.7(617). Найти расстояние от точки (1, 3, 5) до прямой 

2x + y + z - 1=0, 3x + y + 2z - 3 = 0. 

12.8(618). Найти расстояние от точки (1, 2, 5) до прямой 

x = t,    y = 1 – 2t,    z = 3 + t. 

12.9(620). Найти расстояние между двумя прямыми: 

1) x = 3 + t,    y = 1 - t,    z = 2 + 2t  и   х = – t,    y = 2 + 3t,    z = 3t; 

2) 
⎩
⎨
⎧

=−+−
=+−+

0432
,012

zyx
zyx

 и 
⎩
⎨
⎧

=−−
=−++
.02

,09
zyx

zyx
 

12.10(621). Найти расстояние между двумя параллельными прямыми: 

24
1

3
2 zyx

=
+

=
−  и 

2
3

4
1

3
7 −

=
−

=
− zyx . 

12.11(631*). Найти точку, симметричную точке ( )00 r=M  относительно 

прямой tarr += 1 . 

12.12(638). Через прямую tarr += 0  провести плоскость, 

перпендикулярную к плоскости ( ) 0, =+ Dnr . 
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12.13(640*). Написать уравнения общего перпендикуляра к двум 

прямым t11 arr += , t21 arr +=  при условии, что 021 ≠× aa . 

12.14. Определить проекцию точки на прямую в пространстве, 

расстояние от этой точки Mr  до прямой tqrr += 0 . Получить уравнение 

перпендикуляра, опущенного из этой точки на прямую. 

12.15. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми. Построить 

уравнение общей нормали. 
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Тема 13. Простейшие конические сечения 

 

Определение параболы. Парабола – это множество точек, для которых 
расстояние до заданной точки (фокуса) совпадает с расстоянием до заданной 
прямой (директрисы). 

 
Рис. 13.1. Определение параболы. Каноническая система отсчета параболы 

 

Каноническое уравнение параболы 

pxy 22 = . 

 

Определение эллипса. Эллипс – это множество точек, сумма расстояний от 

которых до двух заданных точек (фокусов) постоянна. 

 
Рис. 13.2. Определение эллипса. Каноническая система отсчета эллипса 

OF2(-c,0) F1(c,0)

M(x,y)

X 

aMFMF 221 =+  

O F(p/2,0) 

M(x,y)

X
MDMF =

Y

D0(-p/2,0) 

D(-p/2,y) 

p

N

N1 

Y
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Каноническое уравнение эллипса 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

 

 

Рис. 13.3. Основные характеристики эллипса 

 

 

 

 

O F2(-c,0) F1(c,0) X

( )0,1 aA

Y ( )bB ,01

( )0,2 aA −

( )bB −,02

L

K
M

N

O  – центр эллипса, 
1A , 2A , 1B , 2B  – вершины, 

1OA , 2OA  – большие полуоси,
1OB , 2OB  – малые полуоси, 

CDEF  – основной 
прямоугольник, 
KL  – пример диаметра, 
MN  – пример хорды. 

D

E

C

F

a

Определение гиперболы. Гипербола – это множество точек, разность
расстояний от которых до двух заданных точек (фокусов) постоянна. 

O F1(c,0)

M(x,y)

X 

aMFMF 221 =−

F2(-c,0) 

Y
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Рис. 13.4. Определение гиперболы. Каноническая система отсчета гиперболы 

 

Каноническое уравнение гиперболы 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x . 

 

 

Рис. 13.5. Вид гиперболы. Основные характеристики гиперболы 

 

Задачи к теме 13 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

13.1(700). Найти координаты центра С и радиус r каждой из следующих 

окружностей: 

1) 022 =++ xyx ; 

2) 0322 =++ yyx ; 

3) 04222 =−++ yxyx ; 

4) 014633 22 =−+−+ yxyx . 

O F2(-c,0) F1(c,0)

X( )0,1 aA

Y

( )bB ,01

( )0,2 aA −

( )bB −,02

1F , 2F  – фокусы гиперболы,
O  – центр гиперболы, 

1A , 2A  – вершины, 
FD , CE  – асимптоты, 

21 AA  – вещественная ось, 
21BB  – мнимая ось, 

CDEF  – основной 
прямоугольник. 

D

E

C

F
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13.2(703). Охарактеризовать геометрически множество точек плоскости, 

координаты которых удовлетворяют условиям: 

1) ( ) ( ) 833 22 <−+− yx , yx > ; 

2) 022 >+++ yxyx , xy 2> ; 

3) 0222 <−+ xyx , 
4
1

<y . 

13.3(708*). Найти квадрат длины отрезка AM 0  касательной, 

проведенной из точки ( )000 , yxM = , внешней по отношению к окружности 

022 =++++ cbyaxyx , где A  – точка касания. 

13.4(709). Составить уравнение окружности, проходящей через точки 

(1, 1), (0, 2) и касающейся окружности 

( ) ( ) 1655 22 =−+− yx . 

13.5(713). Составить уравнение касательной к окружности 

( ) ( ) 222 rbyax =−+−  в точке ( )00 , yx , лежащей на этой окружности. 

13.6(714). Составить уравнения касательных к окружности 

( ) ( ) 222 rbyax =−+− , параллельных прямой 

0=++ CByAx . 

13.7(723). Составить уравнение окружности, проходящей через точку 

(1, –2) и точки пересечения прямой 0107 =+− yx  с окружностью 

0204222 =−+−+ yxyx . 

13.8(725*). Составить уравнения касательных к окружности 222 ryx =+ , 

проведенных к ней из внешней точки ( )00 , yx . 

13.9(729). Составить уравнение линии второго порядка, оси которой 

совпадают с осями координат, зная, что она проходит через точки (2, 2), (3, 1). 

13.10(730). Написать уравнение эллипса, описанного около 

равностороннего треугольника, две вершины которого находятся в точках (а, 0) 

и (–а, 0) и совпадают с вершинами эллипса, принадлежащими одной оси. 
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13.11(731). Написать уравнение гиперболы, проходящей через точку 

(1, 2), асимптотами которой служат прямые 

xy
2
1

±= . 

13.12(734). Найти длину стороны равностороннего треугольника, 

вписанного в параболу pxy 22 =  так, что одна из вершин треугольника 

совпадает с вершиной параболы. 

13.13(735). Написать уравнение эллипса, пересекающего ось Ох в точках 

(1, 0) и (9, 0) и касающегося оси Оу в точке (0, 3), зная что его оси параллельны 

осям координат. 

13.14(736). Написать уравнение эллипса, оси которого параллельны осям 

координат, касающегося осей Ох и Оу соответственно в точках (5, 0) и (0, 3). 

13.15(738). Написать уравнение гиперболы, проходящей через точку 

(1, 0), асимптотами которой являются прямые х = 0, y = 1. 

13.16(739*). Написать уравнение равносторонней гиперболы, для 

которой ось Ох служит асимптотой, а точка (1, 1) – вершиной. 

13.17(742). Написать уравнение линии второго порядка, для которой ось 

Ох является осью симметрии, ось Оу – касательной в вершине, зная, что линия 

проходит через две точки (2, 3) и (6, -3). 

13.18(746*). Найти наибольший радиус круга, лежащего внутри 

параболы pxy 22 =  и касающегося параболы в ее вершине. 

13.19(749). Написать уравнение параболы, вершина которой находится в 

точке (2, 6), а ось параллельна Оу, зная, что на оси Ох эта парабола высекает 

хорду длины 6. 
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Тема 14. Эллипс, парабола и гипербола 

 

Уравнение кривой второго порядка в полярной систем отсчета 

ϕcos1 e
pr

−
= . 

 

Фокусы, директрисы, эксцентриситет 

 
Рис. 14.1. Директриса и эксцентриситет параболы 

 
Рис. 14.2. Директрисы и эксцентриситет эллипса 
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Рис. 14.3. Директриса и эксцентриситет гиперболы 

 

Теорема об определении эллипса, параболы и гиперболы с помощью 
директрисы и эксцентриситета. Множество точек, в котором отношение 
расстояния от любой точки до фокуса к расстоянию от этой точки до 
директрисы постоянно и равно эксцентриситету e  является: 

а) эллипсом, если 1<e ; 
б) параболой, если 1=e ; 
в) гиперболой, если 1>e . 

Частному случаю 0=e  соответствует окружность, 2=e  – равнобочная 
гипербола. 
 

Уравнение при вершине 

 
Рис. 14.4. Семейство кривых второго порядка, которые описываются 

уравнением при вершине для различных значений эксцентриситета. Стрелкой 

показано смещение одного из фокусов 

1<e

1=e1>e
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Оптические свойства кривых второго порядка 

 

 
Рис. 14.5. Оптические свойства эллипса 

 

            
   а)      б)   

Рис. 14.6  а) и б). Оптические свойства параболы и гиперболы 

 

Задачи к теме 14 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

14.1(751*). Написать уравнение эллипса, для которого прямые 

х + у – 1 = 0 и х – у + 1 = 0 суть соответственно большая и малая оси и длины 

полуосей которого а = 2, b = 1. 

M(xM,yM)

1f
2f

n

nfnf 21 ∠=∠  

F2(-с,0) F1(с,0) 

τ
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14.2(752*). Написать уравнение параболы, осью которой служит прямая 

х + у + 1 = 0 и которая проходит через точки (0, 0), (0, 1). 

14.3(753*). Написать уравнение гиперболы, зная ее ось 2х – у + 2 = 0, 

асимптоту у = 0 и точку (1, 1). 

14.4(759). Найти фокусы 1F , 2F  и соответствующие им директрисы 

следующих линий: 

1) 1
204

22

=+
yx ;    2) 082

4
2

2

=+− yx ;    3) 2

4
3 xy = . 

14.5(760). Найти фокус и директрису параболы 

01216123 2 =−++ yxx . 

14.6(761). Найти фокус F и директрису d параболы 2axy = . 

14.7(762). Найти фокусы и директрисы равносторонней гиперболы 
22 axy = . 

14.8(763). Написать уравнения эллипса и гиперболы с фокусами (7, 0) и 

(–7, 0), проходящих через точку (–2, 12). 

14.9(764). Написать уравнение линии второго порядка, зная ее фокус 

(2, 0), соответствующую ему директрису x = 8 и эксцентриситет е = 
2
1 . Найти 

второй фокус и вторую директрису линии. 

14.10(765). Написать уравнение линии второго порядка, фокус которой 

находится в точке (2, 0), соответствующая ему директриса имеет уравнение 

х = 5, зная, что линия проходит через точку (10, 6). Найти второй фокус и 

вторую директрису этой линии. 

14.11(766). Написать уравнение линии второго порядка, фокус которой 

находится в точке (2, 0), соответствующая ему директриса имеет уравнение 

х = 6, зная, что линия проходит через точку (–4, 8). 

14.12(771). Определить эксцентриситет эллипса, если расстояние между 

фокусами есть среднее арифметическое длин осей. 

14.13(772). Найти эксцентриситет эллипса, зная что стороны вписанного 

в него квадрата проходят через фокусы эллипса. 



 60

14.14(778). Дана парабола 2

4
3 xy = . Написать уравнение другой 

параболы, имеющей с данной параболой общую фокальную хорду, т. е. хорду, 

проходящую через фокус параболы и перпендикулярную к ее оси. 

14.15(781). Написать уравнение гиперболы, зная четыре точки (±4, ±2) 

пересечения ее директрис и асимптот. 

14.16(785*). Написать уравнение равносторонней гиперболы, зная ее 

фокус (1, 1) и асимптоту х + у = 0. 

14.17(787*). Составить уравнение эллипса, фокусы которого имеют 

координаты (1, 0), (0, 1) и большая ось равна 2. 

14.18(791). Найти геометрическое место центров окружностей, 

касающихся данной окружности и не пересекающей ее прямой. 

14.19(797). Составить уравнение гиперболы в полярных координатах, 

если дано ее каноническое уравнение 1
25144

22

=−
yx . 

 

Таблица 14.1. Сравнительный анализ характеристик кривых второго порядка 

 Парабола Эллипс Гипербола 
1. Определение MDFM =  aMFMF 221 =+  aMFMF 221 =−

2. Каноническое 
уравнение pxy 22 =  12

2

2

2

=+
b
y

a
x , ba > 12

2

2

2

=−
b
y

a
x  

( )0,1 cF , ( )0,2 cF −  
3. Фокусы ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

2
pF  

222 bac −=  222 bac +=  
4. Фокальный 
параметр 

p  abp 2=  

ace =  
5. Эксцентриситет 1=e  

2

2
2 1

a
be −= , 1<e  2

2
2 1

a
be += , 1>e  

6. Расстояние от 
фокуса до 
директрисы 

p
e
pFD ==

e
pDFDF == 2211  

7. Расстояние от 
начала координат 
до директрисы 2

pOD =  
e
aODOD == 21  

8. Основной 
прямоугольник – ax ±= , by ±=  
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Тема 15. Касательные к линиям второго порядка 

 

Таблица 15.1. Уравнения касательных к кривым второго порядка 

Кривая 2-го порядка Уравнение касательной к точке ( )00 , yx

1. Эллипс 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

 

12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx  

2. Гипербола 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x  

 

12
0

2
0 =−

b
yy

a
xx  

3. Парабола 

pxy 22 =  

 

( )00 xxpyy +=  

 

Задачи к теме 15 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

15.1(828). Составить уравнения касательных к  эллипсу 

1
1832

22

=+
yx , 

проведенных из точки (12, –3). 

15.2(829). Написать уравнения касательных к гиперболе 1
4

2
2 =−

yx , 

проведенных из точки (1, 4). 

15.3(830). Написать уравнения касательных к параболе xy 42 = , 

проведенных из точки ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
8,1 . 

15.4(831). Дано уравнение касательной 093 =+− yx  к параболе 

pxy 22 = . Составить уравнение параболы. 
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15.5(832). Найти кратчайшее расстояние параболы xy 642 =  от прямой 

04634 =++ yx . 

15.6(833). Написать уравнения касательных к эллипсу 1
916

22

=+
yx  

параллельных прямой 01=−+ yx . 

15.7(838*). Написать уравнения касательных к эллипсу 4583 22 =+ yx , 

расстояния от которых до центра эллипса равны 3. 

15.8(843). Гипербола, оси которой совпадают с осями координат, 

касается прямой 02 =−− yx  в точке ( )2,4=M . Составить уравнение этой 

гиперболы. 

15.9(844). Составить уравнение гиперболы, зная уравнения ее асимптот 

2
xy ±=  и уравнение одной из ее касательных 0865 =−− yx . 

15.10(849). Эллипс, имеющий фокусы в точках (–3, 0), (3, 0), касается 

прямой 05 =−+ yx . Составить уравнение эллипса. 

15.11(852*). Определить общие касательные к параболе xy 42 =  и к 

эллипсу 1
28

22

=+
yx . 
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Тема 16. Общая теория кривых второго порядка 

 

Общее уравнение кривой второго порядка 

0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayaxyaxa  

Инварианты кривых второго порядка 

ijaI Sp1 = , где 2,1, =ji ; 

ijaI det2 = , где 2,1, =ji ; 

ijaI det3 = , где 3,2,1, =ji . 

 

Задачи к теме 16 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

16.1(805). С помощью переноса осей координат установить, какая линия 

определяется каждым из следующих уравнений, и найти ее расположение 

относительно данной системы координат: 

1) 016454169 22 =++−+ yxyx ; 2) 036164 22 =+−−− yxyx ; 

3) 0116123 2 =+−− yxy ; 4) 04454100925 22 =−+−+ yxyx ; 

5) 0236164 22 =++−− yxyx ; 6) 01216123 22 =−++ yyx ; 

7) 020163649 22 =+−+− yxyx ; 8) 062 =−+ xx ; 

9) 12

2

=+
b
y

a
x ; 10) 122

2

2

2

2

=+−−
b
y

a
x

b
y

a
x ; 

11) 022
2

2

2

2

=+++
b
y

a
x

b
y

a
x . 

 

16.2(806*). Линия второго порядка определяется уравнением 

( ) 022 22 =−+− xyyx λ . 

Определить тип линии при изменении параметра λ  от ∞−  до ∞+  и найти ее 

расположение относительно данной системы координат. 
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Справочный материал 

 

Теорема про полуинвариант кривой второго порядка. Функция K  

коэффициентов общего уравнения кривой второго порядка 

3323

2322

3313

1311

aa
aa

aa
aa

K +=  

является инвариантом относительно поворотов, а для линий, у которых 02 =I  и 

03 =I , функция K  инвариантна и при параллельных переносах. 

 

Таблица 16.1. Классификация кривых второго порядка 

N    Тип  Название кривой Уравнение 

1.  

013 <II  

 

Эллипс 
12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

2.  

03 =I  

Точка 

(пара мнимых пересекающихся 

прямых) 

0
2

2

2

2

=+
b
y

a
x

3. 

 

 

 

 

02 >I
 Э

лл
ип
ти
че
ск
ий

 

 

013 >II  

 

Мнимый эллипс 
12

2

2

2

−=+
b
y

a
x  

4.  

03 ≠I  

 

Гипербола 
12

2

2

2

=−
b
y

a
x  

5. 

Ц
ен
тр
ал
ьн
ы
е 

  I
2 
≠ 

0 

 

 

 

02 <I
 Ги

пе
рб
ол
ич
ес
ки
й 

 

03 =I  

 

Пара пересекающихся прямых 
0

2

2

2

2

=−
b
y

a
x

6. 03 ≠I  Парабола pxy 22 =  

7. K<0 Пара параллельных прямых 22 hy =  

8. K=0 Пара совпадающих прямых 02 =y  

9. 

Н
ец
ен
тр
ал
ьн
ы
е 

 

 

 

02 =I
 

П
ар
аб
ол
ич
ес
ки
й 

I 3
=

0 

K>0 Пара параллельных мнимых 

прямых 

22 hy −=  
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Алгоритм определения вида кривой второго порядка с помощью 

инвариантов 

 

?2 =I

02 =I  
Нецентральные кривые

02 ≠I  
Центральные кривые

02 >I  
Эллиптические кривые 

02 <I  
Гиперболические кривые

02 =I  
Параболические кривые

       
 
 
 

013 <II  
Эллипс 

 

013 >II  
Мнимый эллипс 
 

03 ≠I  
Гипербола 

03 ≠I  
Парабола 

 

03 ≠I  - Нераспадающиеся кривые 

 
 
 
 

03 =I  
Пара мнимых 

пересекающихся 
прямых (точка) 
 

 

03 =I  
Пара 

пересекающихся 
прямых 

 

 

0<K  
Пара 

параллельных 
прямых 

 

0=K  
Пара 

совпадающих 
прямых 

 

 

0>K  
Пара мнимых 
параллельных 

прямых 
 

 
 

03 =I  – Распадающиеся кривые 
?=K

?3 =I
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Определение параметров кривой второго порядка 

0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayaxyaxa . 
 

1. Эллипс и гипербола 

Координаты центра:  
⎩
⎨
⎧

=++
=++

.0
;0

23022012

13012011

aYaXa
aYaXa

 

Корни характеристического уравнения: ( )DI ±= 12,1 2
1λ . 

Дискриминант 2
2

1
2
12

2
2211 44)( IIaaaD −=+−= . 

Угол поворота ( 1±=S ): S
D

aa 22112cos
−

=ϕ , S
D

a122
2sin =ϕ , 

)2(sin
2

2cos1cos ϕϕϕ sign+
±= , 

2
2cos1sin ϕϕ −

±= . 

Вещественный и мнимый эллипс: 1IsignS −= .  

Полуоси:   ( )2
2

112
2

322 4
2

, III
I
I

ba −±= . 

Гипербола: 3IsignS = . 

Полуоси:   )(
2
2

322 , mm λ
I
Iba = , где 1)( 3

)( ±=± Isign λ . 

2. Пересекающиеся прямые (диагонали основного прямоугольника) 
( ) 0)()( 0220212 =−+−−± YyaXxIa  или ( ) 0)()( 0212011 =−−±+− YyIaXxa . 

3. Параллельные прямые 

0
2

1
2
12

2
11

131211 =−±
+

++
I
K

aa
ayaxa

или 02
1

2
22

2
12

232212 =−±
+

++
I
K

aa
ayaxa . 

4.Парабола 

Параметр: 
3
1

3

I
Ip −= . 

Угол поворота: 

( )22131223
2211

22cos aaaasign
aa

a
−

+
=ϕ ; ( )12131123

2211

11sin aaaasign
aa

a
−

+
−=ϕ . 

Ось параболы: 
1

12231113
1211 I

aaaayaxa
−
+

=+ , или 
1

22231213
2212 I

aaaayaxa
−
+

=+ . 

Вершина определяется как точка  пересечения параболы с ее осью. 
5. Оси координат канонической системы отсчета 

Ось абсцисс: 0cos)(sin)( 00 =−−− ϕϕ YyXx .  
Ось ординат: 0sin)(cos)( 00 =−+− ϕϕ YyXx  

У параллельных прямых определена только ось абсцисс одним из уравнений: 
0131211 =++ ayaxa   или 0232212 =++ ayaxa . 
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16.3(807). Определить тип линии, написать ее каноническое уравнение и 

найти каноническую систему координат: 

1) 0805632845 22 =+−−++ yxyxyx ; 2) 0191222125 2 =−−−+ yxxyx ; 

3) 073444 22 =−−++− yxyxyx ; 4) 02245 22 =−+++− yxyxyx ; 

5) 02329124 22 =−+−+− yxyxyx ; 6) 02816649 22 =−−++− yxyxyx ; 

7) 011122668 2 =+−−+ yxxyx ; 8) 0256102 22 =+−−+− yxyxyx ; 

9) 010261252 22 =−+−−− yxyxyx ; 10) 043644 22 =−+−+− yxyxyx ; 

11) 0186542 22 =−−−++ yxyxyx ; 12) 05812412 22 =+++−− yxyxyx ; 

13) 047511023016249 22 =−+−++ yxyxyx ; 14) 025523 22 =−+−−+ yxyxyx ; 

15) 01630209124 22 =++−+− yxyxyx ; 16) 03106565 22 =−−−++ yxyxyx ;

17) 0192212512 2 =−−−+ yxyxy ; 18) 074344 22 =−+−+− yxyxyx ; 

19) 0522815164 22 =−−−++ yxyxyx ; 20) 01581644 22 =+++++ yxyxyx .

16.4(808*). Линия второго порядка определяется уравнением 

12 22 =++ yxyx α . Определить тип линии при изменении параметра α  от ∞−  

до ∞+  и найти ее расположение относительно данной системы координат. 

16.5(875). Найти асимптоты следующих гипербол: 

1) 0625473 22 =−++++ yxyxyx ; 2) 05181262 2 =+−−+ yxxyx . 

16.6(877). Написать уравнение диаметра эллипса 1
1216

22

=+
yx , 

проходящего через середину хорды, отсекаемой эллипсом на прямой 

0623 =−+ yx . 

16.7(879). Составить уравнение такой хорды эллипса 1
1625

22

=+
yx , 

которая точкой (2, 1) делится пополам. 

16.8(880). Дана линия второго порядка 

0805632845 22 =+−−++ yxyxyx . 

Найти сопряженные диаметры этой линии, один из которых параллелен оси 

ординат. 
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Тема 17. Поверхности второго порядка 

 

Таблица 17.1. Краткие сведения о поверхностях второго порядка 
 

Вещественный эллипсоид 

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  

Мнимый эллипсоид  

12

2

2

2

2

2

−=++
c
z

b
y

a
x  

  
Однополостный гиперболоид 

12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  

Двуполостный гиперболоид 

12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x  

  
Эллиптический параболоид 

z
b
y

a
x 22

2

2

2

=+  

Гиперболический параболоид 

z
b
y

a
x 2

2

2

2

2

=−  

 
 

Вещественный конус 

02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  

Мнимый конус (точка) 

02

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  
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Девять цилиндров, соответствующих девяти кривым второго порядка 

 

Эллиптический цилиндр 

 

 

 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

Прямая линия (две 
мнимые пересекающиеся 

плоскости) 
 

 

02

2

2

2

=+
b
y

a
x  

Мнимый эллиптический 
цилиндр 

 

 

12

2

2

2

−=+
b
y

a
x  

Гиперболический 
цилиндр 

 

 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

Две пересекающиеся 
плоскости 

 

 

02

2

2

2

=+
b
y

a
x  

Параболический 
цилиндр 

 

 

02

2

2

2

=+
b
y

a
x  

Две параллельные 
плоскости 

 

 
22 hy =  

Две совпадающие 
плоскости 

 

 

02 =y  

Две мнимые 
параллельные плоскости 

 

 
22 hy −=  
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Задачи к теме 17 

 

Во всех задачах этой темы система координат – прямоугольная. 

 

17.1(941). Определить координаты центра и найти радиус каждой из 

следующих сфер: 

1) 06412222 =−+−++ zyxzyx ; 

2) 08222 =+++ xzyx ; 

3) 022642222 =−−+−++ zyxzyx ; 

4) 076222 =−−++ zzyx . 

17.2(945). Найти центр и радиус окружности 

0246412222 =+−+−++ zyxzyx , 

0122 =+++ zyx . 

17.3(976). Написать уравнение круглого цилиндра, проходящего через 

точку (1, –2, 1), осью которого служит прямая 

2
3

2
1

1 −
+

=
−

=
zyx . 

17.4(977*). Составить уравнение цилиндра, описанного вокруг сферы 
2222 rzyx =++  зная направляющий вектор ( )cba ,,  образующих цилиндра. 

17.5(984*). Составить уравнение поверхности круглого конуса, вершина 

которого находится в точке (1, 2, 3), направляющий вектор оси ( )1,2,2 − , а угол 

образующих конуса с его осью равен 
6
π . 

17.6(1022). Написать уравнение поверхности второго порядка, 

проходящей через три окружности 

122 =+ yx , 0=z ; 

922 =+ yx , 1=z ; 

2522 =+ yx , 2=z , 

и привести полученное уравнение к каноническому виду. 
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17.7(1041). Определить вид поверхности и ее расположение 

относительно начальной системы координат, пользуясь преобразованием левой 

части ее уравнения: 

1) 0122 222 =−+−++ zzyxyx ; 

2) 0146333 222 =−+−++ yxzyx ; 

3) 014633 22 =−+−+ yxyx ; 

4) 03446333 222 =+++−−+ zyxzyx ; 

5) 03644 22 =−−+ xyyx . 

17.8(1042). Определить вид и расположение поверхности, пользуясь 

переносом системы координат: 

1) 0368694 222 =−+−++ zyxzyx ; 

2) 04412324 222 =+−+−− zxzyx ; 

3) 01412101833 222 =+++−+− zyxzyx ; 

4) 011306566 22 =−++++ zyxzy . 

17.9(1044*). Определить вид поверхности второго порядка и ее 

расположение относительно исходной системы координат, пользуясь 

переносом и поворотом системы координат вокруг одной из ее осей: 

1) 04454 222 =++++ zxyzyx ; 

2) 054322 =++++ zyxx ; 

3) 12 22 +++= yxyxz . 
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РЕШЕНИЯ ИЗБРАННЫХ ЗАДАЧ 

 

В данном разделе предлагаются решения следующих задач: 1.9, 5.6, 7.1, 

7.2, 7.3, 7.4, 7.6(1), 12.14, 12.15. 

 

Задача 1.9 

Из точки О выходят два вектора, OA  = a , OB = b . Найти какой-нибудь 

вектор OM  = c , идущий по биссектрисе угла АОВ. 

Решение 

Для решения этой задачи достаточно использовать правило 

параллелограмма, вспомнив при этом, что диагональ в параллелограмме 

является биссектрисой, если параллелограмм является ромбом, то есть все его 

стороны оказываются равными. Поэтому достаточно от векторов a  и b  перейти 

к векторам a′  и b′ , которые направлены также как a  и b , соответственно, но 

имеют одинаковые длины ba ′=′ . В качестве векторов a′  и b′  можно взять 

орты векторов a  и b : aea =′  и beb =′ . Тогда искомое выражение для вектора c  

будет выглядеть следующим образом: 

b
b

a
ac += . 

Можно предложить и другие решения этой задачи, например: 

b
a

bac += , b
a
b

ac +=  и т.д. и т.п. 

 

Задача 5.6 

Представить вектор b  в виде суммы двух векторов, один из которых 

параллелен заданному ненулевому вектору a , а другой перпендикулярен. 

Решение 

1) В задаче требуется представить вектор b  в следующем виде 

⊥+= bbb || , 

где ||b  – параллелен вектору a , а ⊥b  – перпендикулярен a .  
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2) Для ||b  в силу его параллельности ненулевом вектору a  следует 

существование такого числа β , что ab β=|| . Тогда вектор ⊥b  оказывается 

равным 

abb β−=⊥ . 

3) Вектор ⊥b  перпендикулярен a , следовательно, их скалярное 

произведение равно нулю: 

0)( =−=−=⊥ aaababaab ββ . 

Из этого уравнения уже можно найти величину β : 

aa
ab

=β . 

4) Теперь можно выписать искомое выражение для вектора ||b : 

a
aa
abb

)(
)(

|| = . 

Для перпендикулярной составляющей пока (до следующего раздела) 

получаем следующее выражение: 

a
aa
abbb

)(
)(

−=⊥ . 

5) Во время решения задачи мы получили общую формулу для проекции 

одного вектора на другой, ведь ||b  ни что иное, как проекция вектора b  на 

вектор a . Таким образом  

a
aa
abba )(

)(Pr = . 

 

Задача 7.1 

Представить заданный данный вектор d  в виде разложения 

произвольного вектора по трем заданным некомпланарным векторам a , b  и c . 

Решение 

По условию задачи необходимо представить вектор d  в следующем 

виде: 

 cbad γβα ++= . (7.1.1) 
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Искомые коэффициенты α , β  и γ  представляют собой не что иное, как 

координаты вектора d  в базисе, составленном из векторов a , b  и c . 

Существование и единственность такого представления исследована в [2] 

(см. теоремы 7, 8 в разделах 3, 4). 

Для решения задачи воспользуемся тем свойством смешанного 

произведения, согласно которому смешанное произведение, содержащее два 

одинаковых вектора, равно нулю. Умножим скалярно левую и правую часть 

соотношения (7.1.1) на векторное произведение ba× : 

 )()()()()( bacbacbabbaabad ×⋅=×⋅+×⋅+×⋅=×⋅ γγβα . (7.1.2) 

Отсюда можно найти коэффициент γ  

 
)(
)(

bac
bad

×⋅
×⋅

=γ . (7.1.3) 

Заметим, что согласно условию задачи величина )( bac ×⋅ , стоящая в 

знаменателе не равна нулю. Полученный результат можно переписать другим 

образом: 

 
),,(
),,(

cba
dba

=γ . (7.1.4) 

Аналогично получаем коэффициенты α  и β  умножая соотношение 

(7.1.1) на величины bc×  и ca× , соответственно: 

 
),,(
),,(

cba
cbd

=α
),,(
),,(

cba
cda

=β . (7.1.5) 

Коэффициент в разложении вектора по базису равен дроби, в 

знаменателе которой стоит смешанное произведение базисных векторов, а в 

числителе – это же смешанное произведение, в котором данный вектор стоит 

вместо базисного вектора, соответствующего искомой координате. 

 

 

Задача 7.2 

Упростить выражение  

 )()()())(),(),(( baaccbbaaccb ×⋅×××=××× . 
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Решение 

Для решения задачи рассмотрим двойное векторное произведение 

)()( accb ××× , где в качестве первого вектора возьмем )( cb× , второго – c , а 

третьего – a . Тогда 

 ),,())(())(()()( cbaccbcaacbcaccb =×⋅−⋅×=××× . 

Умножая это произведение на )( ba×  получаем 

 2),,(),,(),,(),,()( cbacbacbacbacba =⋅=⋅× . 

Таким образом, мы показали, что некомпланарность векторов ba× , 

cb×  и ac×  эквивалентна некопланарности векторов a , b  и c , то есть 

величины  

 2),,())(),(),(( cbabaaccb =×××  

равны (или не равны) нулю одновременно. 

 

Задача 7.3 

Определить вектор d  по заданным скалярным произведениям ad=α , 

bd=β  и cd=γ . 

Решение 

Предложим такое разложение вектора d , чтобы после соответствующих 

скалярных умножений получалось наиболее простые выражения, желательно 

содержащие по одному из неизвестных коэффициентов разложения. Одно и 

таких разложений имеет вид : 

 )()()( 321 baaccbd ×+×+×= ddd . (7.3.1) 

Действительно, после скалярного умножения на любой из векторов a , b  

и c  справа будет оставаться только одно из слагаемых. В тоже время слева 

будут получаться заданные по условию задачи соответствующие скалярные 

произведения. Например: 

 acbabaaacacbad ⋅×=⋅×+⋅×+⋅×=≡⋅ )()()()( 1321 ddddα . (7.3.2) 

Отсюда получаем: 

 
)()(1 abcacb

αα
=

⋅×
=d . (7.3.3) 
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Аналогично и для других коэффициентов: 

 
)(2 abc

β
=d  и 

)(3 abc
γ

=d . (7.3.4) 

В итоге, для вектора d  получаем окончательное выражение  

 )(
)(

)(
)(

)(
)(

ba
abc

ac
abc

cb
abc

d ×+×+×=
γβα . (7.3.5) 

Мы видим, что для существования решения необходимо по крайней 

мере чтобы знаменатели в (7.3.5) не равнялись нулю, то есть векторы a , b  и c  

не были компланарными. 

 

Задача 7.4 (продолжение задачи 5.6) 

Найти компонент вектора a  ортогональный вектору 0≠b . 

 

Решение 

В задаче 5.6 был найден компонент ||a  вектора a  параллельный 

ненулевому вектору b : 

 
)(
)(

|| bb
abba = . 

Отсюда можно найти компонент ⊥a  вектора a  перпендикулярный 

вектору b : 

 
)(
)(

bb
abbaa −=⊥ . 

Теперь приведем правую часть этого выражения к общему знаменателю: 

 
)(

)()(
)(
)(

bb
abbbba

bb
abbaa −

=−=⊥ . 

В числителе стоит не что иное, как двойное векторное произведение 

bab ×× )( . Значит, искомое выражение для ⊥a  выглядит так:  

 
)(

))(
bb

baba ××
=⊥ . 
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Задача 7.6(1) 

Доказать, что 

)()(
)()(

)()(
dbda
cbca

dcba
⋅⋅
⋅⋅

=×⋅× . 

Решение 

Величина )()( dcba ×⋅×  представляет собой смешанное произведение 

трех векторов ),,( dcba× . Следовательно, в нем можно переставить знаки 

местами: 

 { } dcbadcba ⋅××=×⋅× )()()( . 

В фигурных скобках стоит двойное векторное произведение, которое 

раскрываем согласно правилу: 

 { } { } .)()()( dcbaacbdcba ⋅−=⋅××  

Раскрывая фигурные скобки, окончательно получаем искомое соотношение. 

 { }
)()(
)()(

))(())(()()(
dbda
cbca

cbadacbddcbaacb
⋅⋅
⋅⋅

=−=⋅− . 

Отметим частный случай соотношения ))(())(()()( cbadacbddcba −=×⋅× , в 

котором векторы a  и c , а также b  и d  совпадают: 

 ))(())(()()( ababbbaababa −=×⋅× . 

Это соотношения связывает длины векторного и скалярного произведения двух 

векторов: 

 ( ) 2222 )(abbaba −=× . 

Причем последнее соотношение может быть доказано прямо из определений 

длин векторного и скалярного произведения: 

( ) )(cos)(sin 222222222 abbabaabbaba ∠−=∠=× . 

Это равенство справедливо в силу соотношения 1sincos 22 =+ αα . 
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Задача 12.14 

Определить проекцию точки на прямую в пространстве, расстояние от 

этой точки Mr  до прямой tqrr += 0 . Получить уравнение перпендикуляра, 

опущенного из этой точки на прямую. 

Решение 

1. Пусть точка K  является проекцией заданной точки M  на прямую 

MKMK += rr , причем q⊥MK . Тогда вектор MK  является компонентом 

вектора ML rr −  перпендикулярным q : 

 ( ) ( ) q
q

rrqrr ×
−×

=−≡ ⊥ 2
ML

MLMK , (12.14.1) 

где L  – любая точка заданной прямой. 

Так как точка L  принадлежит прямой, то ее радиус-вектор может быть 

записан в виде LL tqrr += 0 , где Lt  – значение параметра, соответствующее 

точке L . Тогда для MK  получаем: 

 ( ) q
q

rrq
×

−×
= 2

0 MMK . (12.14.2) 

Длина этого вектора определяет расстояние Mρ  от точки M  до прямой: 

 ( ) ( ) ( )
q

rrq
q

q
rrq

q
q

rrq MMM
M MK

−×
=

−×
=×

−×
== 0

2
0

2
0ρ . (12.14.3) 

2. Можно найти расстояние от точки до прямой чисто геометрическим 

методом. Давайте соединим точку M  с любой точкой на прямой, например с 

точкой L . Выберем на прямой другую точку, не совпадающую с L , например 

Q  ( LQ ≠ ), и отложим от точки Q  отрезок [ ]QP , параллельный отрезку [ ]LM , 

так, чтобы точки M  и P  оказались в одной полуплоскости.  

Площадь полученного параллелограмма будет равна величине 

векторного произведения LMLQ× , в высота, проведенная из точки M  к 

основанию LQ  является искомым расстоянием от точки M  до прямой. Высоту 

параллелограмма можно найти, разделив его площадь на длину основания, к 

которому проведена эта высота: 
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LQ

LMLQ

l
ShM

×
==≡ρ . (12.14.4) 

В это равенство подставим выражения для радиус-векторов точек K  и 

L , принадлежащих прямой: 

 =
−−+

−−×−−+
=

−

−×−
=

LLQ

LMLQ

LQ

LMLQ
M tt

ttt
qrqr

qrrqrqr
rr

rrrr

0

000 )()()()(
ρ  

 
q

rrq
q

qrrq
q

qrrq )()(
)(

)()(
000 −×

=
−−×

−

−
=

−

−−×−
= MLM

LQ

LQ

LQ

LMLQ t
tt
tt

tt
ttt . (12.14.5) 

Особенностью такого решения является то, что в качестве точек Q  и L  

можно выбирать какие угодно несовпадающие точки прямой. Например, можно 

было выбрать такие точки Q  и L , чтобы q=LQ , и сразу получить искомый 

результат, совпадающий с (12.14.3). 

3. Однако полное решение этой задачи требует, чтобы мы нашли еще и 

местоположение точки K  – проекции точки M  на заданную прямую. Эту 

задачу решим чуть по-другому.  

Пусть точка K  на прямой задана своим параметром: 

 KK tqrr += 0 . (12.14.6) 

Чтобы найти значение Kt , потребуем, чтобы вектор MKMK rr −=  был 

ортогонален прямой, то есть 0)( =⋅− qrr MK . Тогда имеем 

 0)()()( 2
00 =+⋅−=⋅−+=⋅− KMMKMK tt qqrrqrqrqrr . (12.14.7) 

Отсюда получаем, что  

 2
0 )(

q
qrr ⋅−

−= M
Kt . (12.14.8) 

Следовательно, радиус-вектор точки K  равен  

 q
q

qrrrr 2
0

0

)( ⋅−
−= M

K . (12.14.9) 

Зная Kr , можно задать уравнение перпендикуляра, например, как 

уравнение прямой, проходящей через две точки. 
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Кроме того, можно проверить согласованность разных решений. Так для 

разности MK rr −  мы теперь получаем выражение 

 q
q

rrqq
q

qrrrrrr ×
−×

=
⋅−

−−=− 2
0

2
0

0

)()( MM
MMK , (12.14.10) 

из которого следует (12.14.3). 

 
Рис. 12.1. Расстояние от точки до прямой и между скрещивающимися прямыми 

 

Задача 12.15 

Найти расстояние между скрещивающимися прямыми. Построить 

уравнение общей нормали. 

Решение 

Эту задачу тоже можно решать в три этапа. Сначала найдем расстояние 

между скрещивающимися прямыми. Потом дадим геометрическое объяснение 

полученного ответа, а затем получим уравнение прямой – общей нормали к 

данным прямым. 

1. Пусть обе прямые заданы векторными параметрическими 

уравнениями 

 u1101 qrr +=  и v2202 qrr += , (12.15.1) 

где заданы радиус-векторы точек 10r  и 20r , через которые проходят прямые, их 

направляющие векторы 1q  и 2q . Величины u  и v  являются параметрами для 

первой и второй прямой соответственно. 
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В этом случае сразу можно указать вектор N , перпендикулярный обеим 

прямым: 

 21 qqN ×= .  (12.15.2) 

Этот вектор является направляющим вектором для общего перпендикуляра. 

Теперь соединим направленным отрезком любую точку на второй 

прямой Q  с любой точкой на первой прямой P : 

 QPQP vuQP 220110 qrqrrr −−+=−= . (12.15.3) 

Предположим, что вектор KM , соединяющий точку K  на второй прямой с 

точкой M  на первой, перпендикулярен обеим прямым. Тогда этот вектор 

параллелен вектору 21 qqN ×=  , а длина его равна искомому расстоянию между 

прямыми KMR = . В то же время точка K  является ортогональной проекцией 

точки Q  на прямую KM , а точка M  – ортогональной проекцией точки P  на 

прямую KM . Следовательно, отрезок KM  есть не что иное, как ортогональная 

проекция отрезка QP  на отрезок KM  или на вектор 21 qqN ×= : 
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( )212

21

21220110
2Pr qq
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qqqrqr

N
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N
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⋅
== QP vuQPQPKM . (12.15.4) 

Отсюда для KM  получаем 

 ( ) ( )
( )

( )212
21

212010 qq
qq

qqrr
×

×
×⋅−

=KM . (12.15.5) 

Длина этого вектора равна расстоянию между скрещивающимися прямыми: 
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= . (12.15.6) 

2. Геометрический смысл полученного результата. 

Получим выражение (12.15.6) методом, аналогичным приведенному во 

втором действии задачи 12.14. От произвольной точки Q  второй прямой 

отложим векторы 1q , 2q  и направленный отрезок QP , где точка P  – 
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произвольная точка первой прямой. Теперь построим на этих трех векторах 

параллелепипед. Высота этого параллелепипеда и будет определять расстояние 

между данными скрещивающимися прямыми. 

Объем этого параллелепипеда равен модулю смешанного произведения 

этих трех векторов: 

 )( 21 qq ×⋅= QPV , (12.15.7) 

а площадь основания определяется величиной векторного произведения 

векторов 1q , 2q : 

 21 qq ×=S . (12.15.8) 

Следовательно, высота оказывается равной 
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Это соотношение совпадает с результатом (12.15.6) и объясняет его 

геометрический смысл. 

3. Для полного решения задачи нам надо определить местоположение 

точек K  и M , которые были введены в первом действии. Эти точки являются 

концами общего перпендикуляра к заданным скрещивающимся прямым. 

Следовательно, направленный отрезок 

 ν220110 qrqr −−+= uKM , (12.15.10) 

колинеарен нормали 21 qqN ×= , общей для заданных прямых. Здесь u  – 

значение параметра, которое соответствует точке M , а ν  – точке K . Условие 

перпендикулярности выразим в виде равенства нулю соответствующих 

скалярных произведений: 
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 (12.15.11) 

где для удобства введен вектор 2010 rrρ −= . После простейших преобразований 

получаем такую систему уравнений относительно неизвестных u  и ν : 
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 (12.15.12) 

Решение этой системы можно записать в виде 
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Здесь величина ( )2
21

2
2

2
1 qqqq ⋅−=Δ  может быть записана в виде 

 ( )2
21 qq ×=Δ , (12.15.14) 

полученном в задаче 7.9(1). Выражение же для числителя можно пока не 

упрощать. Для другого параметра ν  аналогично получаем: 

 ( )( ) ( )
Δ

⋅−⋅⋅
=

2
12211 qqρqqqρν . (12.15.15) 

Мы получили значения параметров, соответствующие точкам K  и M , а 

следовательно, знаем теперь радиус-векторы этих точек, и, значит, можем 

построить уравнение общего перпендикуляра как прямой, проходящей через 

эти точки: 

 tKM ⋅++= ν220 qrr . (12.15.16) 

С другой стороны, мы получили еще одно выражение для вектора 

ν220110 qrqr −−+= uKM , который должен совпадать с ранее полученным 

(12.15.5). 
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=KM . (12.15.17) 

То есть мы должны убедиться в справедливости равенства 
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которое после умножения на ( ) ( )2
21

2
21

2
2

2
1 qqqqqq ×=⋅−=Δ  принимает вид 
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Убедиться в том, что левую часть этого равенства можно представить в виде 

правой части можно таким способом. Представим левую часть этого равенства 

в виде неизвестного вектора X : 
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 (12.15.20) 

Сначала скалярно умножаем X  поочередно на вектор 1q  и на 2q , и убеждаемся 

в том, что эти произведения равняются нулю. Значит, вектор X  

перпендикулярен векторам 1q  и 2q , а следовательно, он параллелен вектору 

( )21 qq ×  и его можно представить в виде 

 ( )21 qqX ×= λ . (12.15.21) 

Чтобы найти коэффициент λ , умножаем X  на векторное произведение ( )21 qq ×  

и для λ  получаем следующее соотношение: 

 ( ){ } ( ){ } ( )2
21

2
21

2
2

2
121 qqqqqqρqq ×=⋅−× λ . (12.15.22) 

Откуда находим, что 

 ( )ρqq 21 ×=λ . (12.15.23) 

Следовательно, вектор X  равен 

 ( ){ }( )2121 qqρqqX ××= , (12.15.24) 

что и требовалось доказать. 

В качестве дополнительного упражнения можно попытаться доказать 

равенство (12.15.19) путем последовательных прямых преобразований левой 

части в правую. Дадим только небольшую подсказку. Если перенести первое 

слагаемое в левой части направо, то в правой части окажется двойное 

векторное произведение некоторых векторов. 
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1.1. 
2

ba −
=AB , 

2
ba +

=BC , 
2

ab −
=CD , 

2
ba +

−=DA . 1.2. 
2

ACABAD +
= , 

2
2 ACABBE +−

= , 
2

2 ABACCF +−
= . 1.3. 0. 1.4. 

3
24 AKALBC −

= , 
3

42 AKALCD −
= . 

1.5. Точка пересечения медиан треугольника. 1.6. Точка пересечения прямых, соединяющих 
середины противоположных сторон четырехугольника. 1.7. M  – точка, в которой 
пересекаются семь прямых: три прямые, проходящие через середины противоположных 
ребер тетраэдра, и четыре прямые, проходящие через вершины тетраэдра и точки 
пересечения медиан противоположных граней. 1.8. Указание. Повернуть плоскость 

многоугольника вокруг его центра на центральный угол многоугольника. 1.9. 
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1.10. ( )0,0,1=′′BA , ( )0,1,0=′′DA , ( )1,0,0 −=′AA , ( )1,1,1 −=′CA , ( )1,0,1 −=′BA , ( )1,1,0 −=′DA , 
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. 1.12. 3214 rrrr +−= . 

1.13. 3214 rrrr +−= , 2112 rrrr +−′=′ , 3113 rrrr +−′=′ , 3214 rrrr +−′=′ . 1.14. 
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321 rrrr ++
= . 

2.1. 1) Векторы a , b , c  линейно независимы. 2) Векторы a , b , c  линейно зависимы, и 

bac
3
2

2
1

+= . 3) Векторы a , b , c  линейно зависимы, но вектор c  не может быть представлен 

как линейная комбинация векторов a  и b , так как векторы a  и b  коллинеарны между 
собой, а вектор c  им не коллинеарен. 2.2. ( )0,30,96 −− . 2.3. ( )3,10,4− . 2.4. ( )3,5=C , ( )5,2=D . 
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Указание. Выбрать систему координат так, чтобы ( )0=A , ( )1=B . 3.4. ( )( )
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Указание. Принять точку A  за начало координат, а точку B  за единичную точку. 
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2) 10=CD ; 3) 5=EF . 4.2. ( )32,1 π− . 4.3. 1=S . 4.4. ( )43,2 π=A , ( )2,2 π=B , ( )0,5=C , 

( )23,233 −=D . 4.5. ( )45,261 π=M , ( )67,42 π=M . 4.6. A : 9=r , ( )52arccos −−=ϕ , 
( )91arcsin=θ ; B : 3=r , 43πϕ −= , ( )31arcsin −=θ ; C : 5=r , 2πϕ −= , ( )53arcsin=θ ; 

D : 3=r , 4πϕ −= , ( )31arcsin −=θ ; E : 1=r , 2πϕ = , 0=θ . 4.7. 2=r , 

32arccos=ϕ , 6πθ −= . 4.8. ( )22,42,46 − . 4.9. 
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ϕα . 5.1. 23− . 

5.2. – 19. 5.3. 0. 5.4. 23a . Указание. Ввести прямоугольную систему координат, приняв за 

начало координат вершину A  треугольника и за базисный вектор оси абсцисс вектор AB . 
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5.8. ( )3,6,6− . 5.9. ( )0,6,6 . 5.10. ( )24,211,25 −− . 5.11. ( )322arccos=A , 

( )335arccos=B , ( )62arccos −=C . 5.12. ( )7,51 −=D , ( )9,01 =C  или ( )3,12 −−=D , 

( )1,42 −=C . 5.13. ( )3,4=C , ( )5,2−=D . Указание. Если M  – середина диагонали AB , то 

вершины C  и D  мы получим, повернув вектор MB  один раз на угол 2π+ , другой раз на 
угол 2π− . 6.1. ( ) ( )( )451,451,21 −−+−=c . 6.2. ( )382,385,383 −−=d . 6.3. 9. 
6.4. 48. 6.5. Два решения: 1) 0=== cba ; 2) 1=== cba , векторы a , b , c  попарно 
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только тогда, когда выполнено по крайней мере одно из двух условий: 1) вектор b  
перпендикулярен векторам a  и c ; 2) векторы a  и c  коллинеарны. 7.8. 1) 0=⋅ba ; 

2) a
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−= , где λ  принимает все действительные значения. 
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. Если ( )224 4 paba +< , то решений нет. 

8.1. 1+′−= xx , 1+′−= yy . 8.2. 1) 22 +′+′= zxx , 144 +′+′+′= zyxy , 34 +′+′= yxz ; 
2) 4+−+−=′ zyxx , 47244 −+−=′ zyxy , 10223 −+−=′ zyxz ; 3) ( )10,47,4 −−=O , 

( )3,41,11 −=e , ( )2,41,12 −−=e , ( )2,21,13 −=e . 8.3. 1) 2122 −+−=′ yxx , 
41244 −++=′ zyxy , 412454 +−−−=′ zyxz ; 2) ( )1,0,1−=′O , ( )1,0,21 −=′e , 

( )3,1,12 −−=′e , ( )1,1,13 −−=′e ; 3) ( )41,41,21 −−=O , ( )41,41,211 −−=e , ( )45,41,212 −=e , 
( )21,21,03 −=e . 8.4. ( )0,0,0=O , ( )1,1,1−=A , ( )1,1,1 −=B , ( )1,1,1 −=C . 

8.5. 35354 −′−′−= yxx , 25454 −′+′−= yxy . 8.6. ( )3,2 . 9.1. 01175 =−+ yx . 
9.2. 0187 =++ yx . 9.3. 042 =−− yx . 9.4. 012 =−+ yx . Вершины ( )0,0 , ( )8,4 , ( )10,2 . 
9.5. 1) Прямые образуют треугольник; 2) прямые имеют одну общую точку; 3) первая и 
третья прямые параллельны, вторая их пересекает; 4) прямые попарно параллельны. 
9.6. Точки A , B  и C  лежат в полосе, точки D  и F  принадлежат одной смежной области, 
точка E  – другой внешней области. 9.7. Прямая пересекает продолжение отрезка AB  за 
точку B . 9.8. Точка M  лежит на продолжении стороны BC  за вершину B . Точка N  лежит 
в области, ограниченной стороной AB  и продолжениями сторон CA  и CB  за точки A  и B . 
Точка P  лежит в области, ограниченной продолжениями сторон AB  и CB  за вершину B . 
9.9. 01243 =+− yx . 9.10. ( )7,2 − . 9.11. ( )21arctg , 3arctg , 7arctg . 9.12. 2=x . 
9.13. 064125 =++ yx , 066125 =−+ yx . 9.14. ( )2,3 . 9.15. 0=− yx , 025567 =+− yx , 
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0502177 =−+ yx . 10.1. 1) 1=x , 2=y ; 2=y , 3=z ; 3=z , 1=x ; 2) 023 =− zy , 1=x ; 

03 =− zx , 2=y ; 02 =− yx , 3=z ; 3) 1=x ; 2=y ; 3=z . 10.2. ( )1,0,0 . 10.3. 0=x , 
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zz
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yy 00 −

=
− ; 0=y , 

c
zz

a
xx 00 −

=
− ; 0=z , 

b
yy

a
xx 00 −

=
− . 10.4. 034 =+ zx , 092 =++ zy . 

10.5. 032 =+−+ zyx . 10.6. 04731118 =−+− zyx . 10.7. 01785 =+−+ zyx , 
01816912 =+−+ zyx . 10.8. 042 =+− zy , 01043 =−−+ zyx . 10.9. 1) 0≠c ; 2) 0=c , 00 ≠z ; 

3) 0=c , 00 =z . 10.10. 1) Пересекаются; 2) параллельны; 3) совпадают. 
10.11. 1) Пересекаются; 2) параллельны; 3) совпадают. 10.12. 1) Прямая и плоскость 
пересекаются в точке ( )2,0,0 − ; 2) прямая параллельна плоскости; 3) прямая лежит в 
плоскости; 4) прямая и плоскость пересекаются в точке ( )1,3,2 . 10.13. 1) Пересекаются в 
точке ( )5,5,3 −−  и лежат в плоскости 0587109 =−−+ zyx ; 2) скрещиваются; 3) параллельны 
и лежат в плоскости 0919225 =++− zyx ; 4) совпадают. 11.1. 1) Пересекаются в точке 
( )4,0,3−  и лежат в плоскости 01862 =−+− zyx ; 2) скрещиваются; 3) параллельны и лежат 
в плоскости 018462518 =−−+ zyx ; 4) совпадают. 11.2. 1) Три плоскости пересекаются в 
точке ( )7,5,3 ; 2) три плоскости попарно параллельны; 3) три плоскости проходят через одну 
прямую; 4) плоскости попарно пересекаются и линия пересечения каждых двух плоскостей 
параллельна третей плоскости; 5) первая и третья плоскости параллельны; вторая их 
пересекает. 11.3. 056462 =−−+ zyx . 11.4. 01023 =−−+ zyx . Указание: воспользоваться 
уравнением пучка плоскостей. 11.5. 0143 =+−+ zyx  и 0352 =+−− zyx . 

11.6. 0

0

0

0

=
−
−
−

Cczz
Bbyy
Aaxx

. 11.7. 
6

7
3
13

2
3 −

=
−

=
+ zyx , 7=d . 11.8. ( )4,1,2− . 11.9. ( )18,7,7 − . 

11.10. 02012135 =+−− zyx , 05322 =−+− zyx . 11.11. 1) 23=d ; 054115 =++− zyx , 
01=−+ yx ; 2) ( )617,34,31− , ( )67,31,32 − . 11.12. 01 =−++ zyx , 01=−x . 11.13. Два 

решения: 062720 =−++ zyx , 02 =+− zx . 11.14. Два решения: 082 =+++ zyx , 
020111314 =+−+ zyx . Указание. Рассмотреть пучок плоскостей, осью которого является 

данная прямая. 12.1. 66339± . 12.2. ( )19019arcsin . 12.3. 111 . 12.4. 07444 =−+− zyx , 
054610 =−−+ zyx . 12.5. ( )0,65,619 −− . 12.6. Центр ( )23,23,23 −− , радиус равен 23 . 

12.7. 14 . 12.8. 635 . 12.9. 1) 11018 ; 2) 10216 . 12.10. 3. 12.11. ( ) a
aa

arrrr
⋅

⋅−
+− 10

01 22 . 

12.12. ( ) 0,,0 =− narr . 12.13. ( ) 0,, 2111 =×− aaarr , ( ) 0,, 2122 =×− aaarr . 

12.14. q
q

qrrrr 2
0

0
)( ⋅−

−= M
K , 

( )
q

rrq M
M

−×
= 0ρ , ( )tKMM rrrr −+= . 12.15. KMR = , 

tKM++= 220 qrr ν , где 
( ) ( )

( )
( )212

21

212010 qq
qq

qqrr
×

×

×⋅−
=KM , 

( )( ) ( )
( )2

21

2
12211

qq
qqρqqqρ

×
⋅−⋅⋅

=ν . 

13.1. 1) ( )0,21−=C , 21=r ; 2) ( )23,0 −=C , 23=r ; 3) ( )2,1−=C , 5=r ; 4) ( )23,1 −=C , 
34=r . 13.2. 1) Множество всех внутренних точек полукруга, ограниченного окружностью 

( ) ( ) 833 22 =−+− yx  и ее диаметром, лежащим на прямой xy = , в которой лежит точка 
( )0,5 ; 2) множество всех точек большего из двух сегментов, на которые данная прямая 
разбивает данный круг. 13.3. cbyaxyx ++++ 00

2
0

2
0 . 13.4. Два решения: ( ) ( ) 121 22 =−+− yx , 

( ) ( ) 2554 22 =−+− yx . 13.5. ( )( ) ( )( ) 2
00 rbybyaxax =−−+−− . 13.6. ( ) ( )±−+− byBaxA  

022 =+± BAr . 13.7. 010322 =−−−+ yxyx . Указание. Рассмотреть уравнение пучка 
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окружностей ( ) 0107204222 =+−+−+−+ yxpyxyx . 13.8. ( ) ( ) =+± yxryxyrx 0000 ρρ m  

( )2
0

2
0 yxr += , где 22

0
2
0 ryx −+=ρ . 13.9. 3253 22 =+ yx . 13.10. 222

3
1 ayx =+ . 

13.11. 0154 22 =+− yx . 13.12. 34 p . 13.13. Окружность ( ) ( ) 2535 22 =−+− yx . 

13.14. ( ) ( ) 1
9

3
25

5 22

=
−

+
− yx . 13.15. 01 =+− xxy . 13.16. Два решения: 1=xy , 012 =+− xxy . 

13.17. ( ) 1
1216

4 22

=+
− yx . Указание. Уравнение искомой линии может быть представлено в 

виде 22 2 qxpxy += . 13.18. p . 13.19. 010382 2 =−+− yxx . 14.1. −−−++ yxyxyx 106565 22  
03 =− . Указание. Принять оси эллипса за оси новой прямоугольной системы координат. 

14.2. 052 22 =−+++ yxyxyx . 14.3. 011434 2 =−++ yyxy . 14.4. 1) ( )4,01 −=F , 1d : 5−=y ; 
( )4,02 =F , 2d : 5=y ; 2) ( )6,01 −=F , 1d : 32−=y ; ( )6,02 =F , 2d : 32=y ; 3) ( )31,0=F , d : 

31−=y . 14.5. ( )61,2−=F , 617=y . 14.6. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
F

4
1,0 , d : 

a
y

4
1

−= . 14.7. ( )aaF ,1 = , 1d : 

0=−+ ayx ; ( )aaF −−= ,2 , 2d : 0=++ ayx . 14.8. 1
147196

22

=+
yx , 1

481

22

=−
yx . 

14.9. 1
1216

22

=+
yx . Второй фокус ( )0,2− , вторая директриса 8−=x . 

14.10. 096363 22 =+−− xyx . Второй фокус ( )0,10 , вторая директриса 7=x . 

14.11. 03282 =−+ xy . 14.12. 54=e . 14.13. 
2

15 −
=e . 14.14. 

3
2

4
3 2 +−= xy . 14.15. Два 

решения: 1
1220

22

=−
yx ; 1

8020

22

=−
xy . 14.16. Два решения: ( ) ( ) 211 22 =−−+ yx ; 

( ) ( ) 211 22 =−−+ xy . 14.17. 044323 22 =−−++ yxyxyx . 14.18. Две параболы с общим 
фокусом в центре данной окружности и директрисами, параллельными данной прямой. В 
случае внешнего касания постоянной и переменной окружности параметр параболы равен 

ra + . В случае внутреннего касания параметр равен ra − , где r  – радиус окружности, a  – 
расстояние от ее центра до данной прямой. Указание. Найти директрису кривой. 

14.19. 
ϕ

ρ
cos1312

25
−

= . 15.1. 02443 =−+ yx , 0120283 =−− yx . 15.2. 1=x , 0325 =+− yx . 

15.3. 093 =+− yx , 0139 =++ yx . 15.4. xy 42 = . 15.5. 2. 15.6. 05 =±+ yx . 

15.7. 01543 =+±± yx . 15.8. 1
48

22

=−
yx . 15.9. 1

4
2

2

=− yx . 15.10. 1
817

22

=+
yx . 

15.11. 042 =+± yx .16.1. 1) Эллипс; большая полуось равна 4, малая полуось равна 3, центр 
( )2,3 − , направляющий вектор большой оси ( )0,1 ; 2) гипербола; действительная полуось равна 
1, мнимая полуось равна 2, центр ( )3,2 − , направляющий вектор действительной оси ( )0,1 ; 3) 
парабола; параметр равен 2, вершина ( )1,32 , направляющий вектор оси в сторону 
вогнутости ( )0,1 ; 4) эллипс, большая полуось равна 5, малая полуось равна 3, центр ( )3,2 − , 
направляющий вектор большой оси ( )0,1 ; 5) гипербола; действительная полуось равна 4, 
мнимая полуось равна 2, центр ( )3,2 , направляющий вектор действительной оси ( )0,1 ; 6) 
парабола; параметр равен 38 , вершина ( )23,2− , направляющий вектор оси в сторону 
вогнутости ( )1,0 − ; 7) пересекающиеся прямые 01023 =++ yx , 0223 =+− yx ; 

8) параллельные прямые 2=x , 3−=x ; 9) парабола с параметром 
b

ap
2

2

= , вершина ( )b,0 , 
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направляющий вектор оси в сторону вогнутости ( )1,0 − ; 10) гипербола; действительная 
полуось равна a , мнимая полуось равна b , центр ( )ba, , направляющий вектор 
действительной оси ( )0,1 ; 11) эллипс; полуоси 2a , 2b ; центр ( )ba −− , , оси параллельны 

осям координат. 16.2. При 1−<<∞− λ  – гипербола ( )
λ

λ
λ

λλ 11 32
2 +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− yx , 

действительная ось которой параллельна оси Ox ; при 1−=λ  – две пересекающиеся прямые 

0=− yx , 02 =++ yx ; при 01 <<− λ  – гипербола ( )
λ

λ
λ

λλ 11 32
2 +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− yx , 

действительная ось которой параллельна оси Oy ; при 0=λ  – парабола yx 22 = ; при 0>λ  – 

эллипс ( )
λ

λ
λ

λλ 11 32
2 +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− yx  (при 1=λ  – окружность ( ) ( ) 211 22 =−+− yx ). 

16.3. 1) Эллипс 1
49

22

=
′

+
′ yx , ( )3,2=′O , ( )51,521 −=′e , ( )52,512 =′e  (рис. О1); 

2) гипербола 1
94

22

=
′

−
′ yx , ( )1,1=′O , ( )132,1331 =′e , ( )133,1322 −=′e  (рис. О2); 

3) парабола 52 xy ′=′ , ( )2,3=′O , ( )51,521 −−=′e , ( )52,512 −=′e  (рис. О3); 
 

 
Рис. О1 Рис. О2 Рис. О3 

 
4) пересекающиеся прямые 01 =−− yx , 024 =+− yx ; 5) параллельные прямые 

0132 =+− yx , 0232 =−− yx ; 6) эллипс 1
12

22

=
′

+
′ yx , ( )52,54−=′O , ( )52,511 −=′e , 

( )51,522 −=′e ; 7) гипербола 1
91

22

=
′

−
′ yx , ( )1,2 −=′O , ( )101,1031 =′e , 

( )101,1032 −=′e ; 8) парабола xy ′=′ 242 , ( )1,2=′O , ( )21,211 =′e , 
( )21,212 −=′e ; 9) пересекающиеся прямые 0532 =−+ yx , 024 =+− yx ; 

10) параллельные прямые 012 =+− yx , 042 =−− yx ; 11) эллипс 1
3635635

22

=
′

+
′ yx , 

( )31,67=′O , ( )51,521 −=′e , ( )52,512 =′e ; 12) гипербола 1
5989

22

=
′

−
′ yx , ( )1,0=′O , 

( )133,1321 =′e , ( )132,1332 −=′e ; 13) парабола xy ′=′ 102 , ( )2,1−=′O , 
( )53,541 −=′e , ( )54,532 =′e ; 14) пересекающиеся прямые 02 =−+ yx , 0123 =+− yx ; 

15) параллельные прямые 0232 =−− yx , 0832 =−− yx ; 16) эллипс 1
14

22

=
′

+
′ yx , ( )1,0=′O , 
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( )21,211 −=′e , ( )21,212 =′e ; 17) гипербола 1
94

22

=
′

−
′ yx , ( )1,1=′O , 

( )133,1321 =′e , ( )132,1332 −=′e ; 18) парабола 52 xy ′=′ , ( )3,2=′O , 
( )52,511 −−=′e , ( )51,522 −=′e ; 19) пересекающиеся прямые 0152 =++ yx , 

0532 =−− yx ; 20) параллельные прямые 032 =++ yx , 052 =++ yx . 16.4. При 
1−<<∞− λ  – гипербола ( ) ( ) 111 22 =′++′− yx αα , действительная ось которой имеет угловой 

коэффициент, равный –1; при 1−=λ  – две параллельные прямые 01=±− yx ; при 
11 <<− λ  – эллипс ( ) ( ) 111 22 =′++′− yx αα , большая ось которого имеет угловой 

коэффициент, равный –1 (при 0=λ  – окружность 122 =+ yx ); при 1=λ  – две параллельные 
прямые 01=±+ yx ; при 1>λ  – гипербола ( ) ( ) 111 22 =′++′− yx αα , действительная ось 
которой имеет угловой коэффициент, равный 1. 16.5. 1) 01443 =++ yx , 03 =−+ yx ; 
2) 3=x , 13+−= xy . 16.6. 2xy = . 16.7. 0892532 =−+ yx . 16.8. 2=x , 0144 =−+ yx . 
17.1. 1) ( )3,2,6 − , 7=r ; 2) ( )0,0,4− , 4=r ; 3) ( )3,2,1 − , 6=r ; 4) ( )3,0,0 , 4=r . 17.2. Центр 
( )35,314,310 − , радиус равен 3. 17.3. −+++++−++ zyxzxyzxyzyx 221416484558 222  

039 =− . 17.4. ( )2222 cbar ++ . 17.5. −−−++−++ yxyzxzxyzyx 606161632231111 222  
0342186 =+− z . 17.6. 0144 222 =−−−+ zzyx ; каноническое уравнение 04 222 =′−′+′ zyx . 

17.7. 1) Пара пересекающихся плоскостей 01 =−++ zyx , 01 =+−+ zyx ; 2) сфера 

( )
9

16
3
21 2

2
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− zyx ; 3) круглый цилиндр ( )

9
16

3
21

2
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− yx ; 4) круглый конус 

( ) 0
3
2

3
21

22
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− zyx ; 5) пара параллельных плоскостей 062 =±− yx . 

17.8. 1) Эллипсоид 1
94944949

222

=
′

+
′

+
′ zyx ; центр ( )2,1,3 − , большая, средняя и малая оси 

соответственно параллельны осям Ox , Oy , Oz ; 2) однополосный гиперболоид вращения 

1
16164

222

−=
′

−
′

−
′ zyx ; центр ( )6,0,4 −− , ось вращения параллельна оси Ox ; 3) круглый конус 

0
3

2
2

2 =′+
′

−′ zyx ; вершина ( )2,5,3 − , ось вращения параллельна оси Oy ; 4) параболоид 

вращения; 125=p , вершина ( )23,21,10 −− , направляющий вектор оси вращения ( )0,0,1− . 

17.9. 1) Круговой цилиндр 
25
422 =′+′ zx  с радиусом 52 ; ось цилиндра проходит через точку 

( )52,0,0 −  и имеет направляющий вектор ( )0,51,52− ; 2) параболический цилиндр 
052 =′−′ yx ; параметр параболы 052 =′−′ yx , 0=′z , являющейся направляющей цилиндра, 

равен 25 , вершина параболы ( )2516,2512,1 −−− ; направляющий вектор оси параболы в 
сторону вогнутости ( )54,53,0 −− , направляющий вектор образующих цилиндра 
( )53,54,0 − ; 3) параболический цилиндр 22xz ′=′ ; параметр параболы 22xz ′=′ , 0=′y  
равен 41 , вершина параболы ( )1,0,0 ; направляющий вектор оси параболы в сторону 
вогнутости ( )1,0,0 , направляющий вектор образующих цилиндра ( )0,21,21− . 
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