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Ïðåäñòàâëåíû ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé íåëèíåéíîé è
äâóìåðíîé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå
ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ. Äëÿ ìîäåëåé àðòåðèàëüíûõ ðóñåë,
ïðåäñòàâëåííûõ ñèñòåìàìè òðóáîê ñ ðàçíîé òîïîëîãèåé, âûïîëíåíû
ñðàâíèòåëüíûå ðàñ÷åòû íà îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëÿõ.
Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïàòîëîãèé, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì ñòåíîçà
è íàðóøåíèÿìè ìèêðîöèðêóëÿöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä àíàëèçà
èíòåíñèâíîñòåé âîëí ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ëîêàëèçàöèþ ïàòîëîãèè.

Êiçiëîâà Í.Ì. Ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü â çàïîâíåíèõ ðiäèíîþ

â'ÿçêîïðóæíèõ òðóáêàõ: ïîðiâíÿííÿ îäíîâèìiðíî¨ òà

äâîâèìiðíî¨ ìîäåëåé Íàâåäåíi ïîñòàíîâêè òà ðîçâ'ÿçêè îäíîâèìiðíî¨
íåëiíiéíî¨ i äâîâèìiðíî¨ ëiíåàðèçîâàíî¨ çàäà÷, ÿêi îïèñóþòü ïîøèðåííÿ
ïóëüñîâèõ õâèëü â àðòåðiÿõ. Äëÿ ìîäåëåé àðòåðiàëüíèõ ðóñåë,
ÿêi ïðåäñòàâëåíi ñèñòåìàìè òðóáîê ç ðiçíîþ òîïîëîãi¹þ, âèêîíàíi
ïîðiâíÿëüíi ðîçðàõóíêè íà îäíîâèìiðíié i äâîâèìiðíié ìîäåëÿõ.
Ïðîâåäåíî ìîäåëþâàííÿ ïàòîëîãié, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç íàÿâíiñòþ ñòåíîçó
i ïîðóøåííÿìè ìiêðîöèðêóëÿöi¨. Ïîêàçàíî, ùî ìåòîä àíàëiçó
iíòåíñèâíîñòåé õâèëü äîçâîëÿ¹ âèçíà÷àòè ëîêàëiçàöiþ ïàòîëîãi¨.

Kizilova N.N. Wave propagation in �uid-�lled viscoelastic tubes: a

comparative study of 1D and 2D models Formulations and solutions
of the one-dimensional nonlinear and two-dimensional linearized problems
describing the pulse wave propagation in arteries are presented. For several
models of arterial beds that are presented by the systems of tubes with
di�erent topology, the comparative study of the one-dimensional and two-
dimensional models is carried out. The modeling of pathologies, related to
the stenosis and microcirculatory problems is conducted. It is shown that
the wave-intensity analysis method allows determination of localization of
the pathology.
2000 Mathematics Subject Classi�cation 76D33, 76Z05, 74F10, 92C35.
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Ââåäåíèå. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â çàïîëíåííûõ
æèäêîñòüþ âÿçêîóïðóãèõ òðóáêàõ èññëåäóåòñÿ â ìåõàíèêå, ïðåæäå âñåãî,
â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ãèäðîìåõàíèêè êðîâîîáðàùåíèÿ. Ñîáñòâåííî, âñÿ
òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà, íà÷àëî êîòîðîé áûëî ïîëîæåíî Ë.Ýéëåðîì,
íà÷àëàñü ñ åãî èíòåðåñà ê çàäà÷å î äâèæåíèè êðîâè ïî àðòåðèÿì, â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íåâÿçêîé æèäêîñòè
(óðàâíåíèÿ Ýéëåðà) [1].

Âîëíû äàâëåíèÿ P(t) è ñêîðîñòè êðîâîòîêà U(t) â àðòåðèÿõ ÷åëîâåêà è
æèâîòíûõ ëåãêî ðåãèñòðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííîé óëüòðàçâóêîâîé
àïïàðàòóðû èëè ìàãíèòî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè. Ïðÿìûå ìåòîäû ñ
ïîìîùüþ ìèêðîäàò÷èêîâ, ââåäåííûõ ñ êàòåòåðîì, ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü
äëèòåëüíóþ íåïðåðûâíóþ çàïèñü ïóëüñîâûõ êðèâûõ. Òàêèì îáðàçîì, ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ìåäèöèíå íàêîïëåí äîñòàòî÷íî áîëüøîé ýêñïåðèìåí-
òàëüíûé ìàòåðèàë, è íàëèç êðèâûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà ïóëüñîâûõ êðèâûõ
è ðÿä èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñâîåâðåìåííîé
äèàãíîñòèêè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé è íàðóøåíèé êðîâîîáðàùåíèÿ
âî âíóòðåííèõ îðãàíàõ. Ýìïèðè÷åñêèå äàííûå ìåäèöèíû è êëèíè÷åñêèå
íàáëþäåíèÿ íóæäàþòñÿ â áèîìåõàíè÷åñêîì îáîñíîâàíèè, ïîñêîëüêó ðàçáðîñ
è îòíîñèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, è áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ âîëí äîâîëüíî
áîëüøîé, ÷òî âîîáùå-òî ñâîéñòâåííî áèîëîãè÷åñêèì äàííûì.

Âàæíûì äëÿ áèîìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ïóëüñîâûå
âîëíû, ðåãèñòðèðóåìûå â ðàçíûõ àðòåðèÿõ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò
íàëîæåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû P+ (t), ãåíåðèðóåìîé ñîêðàùàþùèìñÿ ñåðäöåì,
è îòðàæåííûõ âîëí P− (t) [2]. Îòðàæåííûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ââåðõ
ïî òå÷åíèþ è ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ñîñóäèñòûõ áèôóðêàöèé è ëîêàëüíûõ
íåîäíîðîäíîñòåé (ñòåíîçîâ, àíåâðèçì), âûçûâàþùèõ íåñîãëàñîâàíèå âîëíî-
âûõ ïðîâîäèìîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ó÷àñòêîâ ñîñóäèñòîãî ðóñëà [3]. Òîãäà
ðåãèñòðèðóåìûå â àðòåðèè êðèâûå P(t) áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðåçóëüòàò
ñóïåðïîçèöèè ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí: P (t) = P+ (t) + P− (t). Ïî-
ñêîëüêó âîëíû äàâëåíèÿ P+ (t) è P− (t) ñïîñîáñòâóþò ïåðåìåùåíèþ êðîâè
â ñîîòâåòñòâóþùåì íàïðàâëåíèè, òî U (t) = U+ (t)− U− (t). Òàêèì îáðàçîì,
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì âîëíîâîì ñîïðîòèâëåíèè ñèñòåì ñðåäíèõ è ìàëûõ
àðòåðèé ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïåðèîäû âðåìåíè, êîãäà êðîâîòîê îòðèöàòåëåí
(íàïðàâëåí îò ïåðèôåðè÷åñêèõ ñîñóäîâ ê ñåðäöó). Ïîäîáíûå ïåðèîäû ÷àùå
âñåãî ñâîéñòâåííû ðàçëè÷íûì ïàòîëîãèÿì, íî ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â íåêîòîðûõ
àðòåðèÿõ è ó çäîðîâûõ ïàöèåíòîâ [4].

Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ áûëà ðàçðàáîòàíà Äæ. Ëàéò-
õèëëîì äëÿ íåâÿçêîé æèäêîñòè, êàê äëÿ ñæèìàåìîé, òàê è äëÿ íåñæèìàåìîé
[5]. Îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà âîëí â àðòåðèÿõ,
êîòîðûé âûÿâëÿåò äåòàëüíóþ êàðòèíó ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé âîëí âî
âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àíàëèçà âîëíîâûõ èíòåíñèâíîñòåé (wave-intensity
analysis, WIA), çàèìñòâîâàííûé èç ãàçîâîé äèíàìèêè [6]. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
ýòîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííî çàðåãèñòðèðîâàòü êðèâûå P(t) è U(t)
íà îäíîì è òîì æå ó÷àñòêå àðòåðèè, ÷òî âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííîé
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òåõíèêè. Ïðîâîäÿ ñèíõðîííûé àíàëèç êðèâûõ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
èíòåðâàëû âðåìåíè, êîãäà äàâëåíèå â ñîñóäå è ñêîðîñòü êðîâîòîêà âîçðàñòàþò
èëè óáûâàþò, íå âñåãäà ñîâïàäàþò [2,6,7]. Íà îïðåäåëåííûõ ó÷àñòêàõ
äàâëåíèå è ñêîðîñòü âîçðàñòàþò èëè óáûâàþò ñèíõðîííî, à íà äðóãèõ
- îäíà èç âåëè÷èí âîçðàñòàåò, à äðóãàÿ óáûâàåò. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
èíòåðâàë âðåìåíè, êîãäà dU > 0, ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ dU+ > dU−, òî åñòü
ïðåîáëàäàíèþ ïàäàþùåé âîëíû, è íàîáîðîò, à òàêæå ÷òî ñëó÷àé dP > 0
ñîîòâåòñòâóåò âîëíå ñæàòèÿ, à dP < 0 - ðàçðåæåíèÿ (ôîðìàëüíàÿ àíàëîãèÿ
ñî ñæèìàåìûì ãàçîì), òî, ñîïîñòàâëÿÿ êðèâûå dP(t) è dU(t), ìîæíî âûäåëèòü
íà íèõ ñëåäóþùèå ó÷àñòêè [6]:

dU > 0, dP > 0 � ïàäàþùàÿ âîëíà ñæàòèÿ;

dU > 0, dP < 0 � ïàäàþùàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ;

dU < 0, dP > 0 � îòðàæåííàÿ âîëíà ñæàòèÿ;

dU < 0, dP < 0 � îòðàæåííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ.

Åñòåñòâåííî, òåðìèíû "âîëíà ñæàòèÿ" è "âîëíà ðàçðåæåíèÿ" â ïðèìåíåíèè
ê íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íåôèçè÷íû, íî çà äåñÿòü ëåò ïîñëå èõ ââåäåíèÿ
â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, îíè ïðèæèëèñü è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â
ïðèìåíåíèè ê òåîðèè ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ. Äëÿ íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ôèçè÷åñêèé ñìûñë âîëí ñæàòèÿ è ðàçðåæåíèÿ ñâÿçàí íå ñòîëüêî
ñî ñâîéñòâàìè æèäêîñòè, ñêîëüêî ñ äåôîðìàöèåé ñòåíêè òðóáêè: ïðè dP > 0
òðóáêà ðàñøèðÿåòñÿ è ïëîùàäü åå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S óâåëè÷èâàåòñÿ, à
ïðè dP < 0 S óìåíüøàåòñÿ. Ïðÿìûå èçìåðåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî êðèâûå P(t)
è S(t), ïåðåñ÷èòàííûå â îäíè è òå æå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò [8]. Íà ýòîì îñíîâàí øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ñîâðåìåííîé ìåäèöè-
íå ìåòîä íåèíâàçèâíîé (áåñêðîâíîé) ðåãèñòðàöèè êðèâûõ P(t) â ïðîèçâîëüíîé
àðòåðèè ïóòåì âîññòàíîâëåíèÿ èõ èç êðèâûõ S(t), ðåãèñòðèðóåìûõ óëüòðàçâó-
êîâîé àïïàðàòóðîé. Ìåòîä WIA õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ â ïîñëåäíèå
ãîäû êàê âàæíûé äèàãíîñòè÷åñêèé ïðèåì äëÿ àíàëèçà íå òîëüêî öåíòðàëüíîé
ãåìîäèíàìèêè, íî è êðîâîîáðàùåíèÿ âî âíóòðåííèõ îðãàíàõ è â êîðîíàðíûõ
àðòåðèÿõ, â êîòîðûõ ìíîãîêðàòíûå îòðàæåíèÿ âîëí èìåþò ìåñòî ïðè
ñîêðàùåíèè ìûøå÷íûõ âîëîêîí â îòäåëüíûõ êàìåðàõ ñåðäöà [6,7,9,10].
Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äèàãíîñòèêè, îñíîâàííûå íà

àíàëèçå êðèâûõ P(U) è ôàçîâûõ êðèâûõ P
/
t (P ) , U

/
t (U) [11].

Äëÿ àíàëèçà âîëí â àðòåðèÿõ îäíè àâòîðû èñïîëüçóþò íåëèíåéíûå
îäíîìåðíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà (ïëîñêèå âîëíû), à
äðóãèå � ëèíåàðèçîâàííûå äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ (îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé).
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
ïàðàìåòðîâ âîëí äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â òðóáêå è ñèñòåìàõ òðóáîê íà îñíîâå
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî óêàçàííûì îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëÿì.

1. Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà äëÿ
ñðåäíåé ïî ñå÷åíèþ S òðóáêè ñêîðîñòè êðîâîòîêà U=Q/S, ãäå Q � îáúåìíûé
ðàñõîä ÷åðåç ñå÷åíèå, áûëè âûïèñàíû â [1] è ñòðîãî âûâåäåíû â [5] äëÿ ñëó÷àÿ
íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â âèäå:
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ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, õ � àêñèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò
âõîäíîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè, U = U (t, x), S = S (t, x).

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû (1) â [1] áûëè èñïîëüçîâàíû äâå, êàê âûÿñíèëîñü
âïîñëåäñòâèè, íåñâîéñòâåííûõ àðòåðèÿì çàâèñèìîñòè P(S). Ìíîãî÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî êðèâàÿ P(S) èìååò äâå íåëèíåéíûå âåòâè,
êîòîðûå ðàçëè÷íû äëÿ ñëó÷àåâ P < P0 (ñõëîïûâàíèå àðòåðèè) è P > P0

(ðàçäóâàíèå àðòåðèè), ãäå P0 - òàê íàçûâàåìîå íåðàñòÿãèâàþùåå äàâëåíèå,
ïðè êîòîðîì àðòåðèÿ ïîëíîñòüþ ðàñïðàâëåíà, íî íàïðÿæåíèÿ â åå ñòåíêå
ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì P0 ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ â îêðóæàþùèõ àðòåðèþ
òêàíÿõ. Â ñëó÷àå P < P0 îñåñèììåòðè÷íîñòü ñõëîïûâàþùåéñÿ òðóáêè íå
ñîõðàíÿåòñÿ, è òàêèå çàäà÷è ðåøàþò â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè P > P0 çàâèñèìîñòü P(S) õîðîøî îïèñûâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì [2]:

P = P0 + k
(√

S −
√

S0

)
, (2)

ãäå S0 = S (P0) � íåâîçìóùåííàÿ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñîñóäà, k � êîýôôèöèåíò.

Â ôèçè÷åñêè ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ èñïîëüçóþò àïïðîêñèìàöèþ íåëèíåéíîãî
ó÷àñòêà P(S) ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ â âèäå [12]

P = P0 + k (S − S0) , (3)

ãäå k = α3λ, λ � îêðóæíàÿ æåñòêîñòü ñòåíêè òðóáêè, α3 � ýìïèðè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò, îáåñïå÷èâàþùèé áëèçîñòü ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè íåëèíåé-
íîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè äëÿ äàííîãî òèïà ñîñóäîâ (êðóïíûå,
ñðåäíèå, ìàëûå, ýëàñòè÷åñêîãî, ìûøå÷íîãî èëè ñìåøàííîãî òèïîâ) [2]. Íà
îñíîâå ñèñòåìû (1), (3) áûëè èññëåäîâàíû ðàçíûå ñëó÷àè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí â àðòåðèÿõ è ñèñòåìàõ àðòåðèé è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòàì êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé [13�15].

Îáîáùåíèå ñèñòåìû (1) íà ñëó÷àé âÿçêîé æèäêîñòè ïîëó÷àþò äîáàâëåíèåì
â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìïóëüñîâ ñëàãàåìîãî, ñîîòâåòñòâóþùåãî îñðåäíåí-
íîãî ïî ïåðèìåòðó òðåíèÿ íà ñòåíêå íà åäèíèöó äëèíû òðóáêè 2πaτw/ρS, ãäå
τw � ñðåäíåå ïî ïåðèìåòðó íàïðÿæåíèå òðåíèÿ íà ñòåíêå. Â êà÷åñòâå τw ÷àùå
âñåãî âûáèðàþò íàïðÿæåíèå òðåíèÿ â ñòàöèîíàðíîì Ïóàçåéëåâñêîì òå÷åíèè
[2] èëè â ïóëüñèðóþùåì òå÷åíèè Óîìåðñëè [16]. Ïðè ýòîì äëÿ îäíîìåðíîé
çàäà÷è âîçíèêàåò ïðîáëåìà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñòåíêå [10].

Äëÿ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé óïðóãîäåôîðìèðóåìîé ñòåíêè ñ êîíå÷íîé
íåâîçìóùåííîé òîëùèíîé h0 âûðàæåíèå äëÿ k ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè óïðóãîñòè [12]:

k =

√
πh0E

(1− ν2)S0
, (4)
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ãäå E è ν � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñòåíêè.
2. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è. Çàäà÷è (1), (2)

è (1), (3) ñâîäÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèñòåìàì óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíûõ U, S è ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé íåëèíåéíîãî çàêîíà óïðóãîñòè ñòåíêè (2) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
k = k (x) è S0 = S0 (x) (òðóáêà ïåðåìåííîãî íåâîçìóùåííîãî ñå÷åíèÿ), òîãäà

∂P

∂x
=

∂P

∂S

∂S

∂x
+

∂P

∂k

∂k

∂x
+

∂P

∂S0

∂S0

∂x
, (5)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò Ð áåðóòñÿ ïðè ïîñòîÿíñòâå îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ∂P/∂S = k/
(
2
√
S
)
.

Çàïèøåì çàäà÷ó (1), (2) ñ ó÷åòîì (5) â âèäå êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

∂V⃗

∂t
+ |M | ∂V⃗

∂x
= F⃗ , (6)

ãäå V⃗ T = (S,U), F⃗ T = (0, f), f = −
(
∂P
∂k

∂k
∂x + ∂P

∂S0

∂S0
∂x

)
1
ρ , c2 = S

ρ
∂P
∂S = k

√
S

2ρ ,

|M | =

∣∣∣∣∣∣
U S
c2

S
U

∣∣∣∣∣∣.
Ìàòðèöà |M | èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1,2 =

= U ± c è åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå |M | = |G| |Λ| |G|−1, ãäå

|Λ| =
∣∣∣∣ λ1 0

0 λ2

∣∣∣∣ , |G| =
∣∣∣∣ S −S
c c

∣∣∣∣.
Òîãäà (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

|G|−1 ∂V⃗

∂t
+ |Λ| |G|−1 ∂V⃗

∂x
= |G|−1 F⃗ .

Ïîñêîëüêó â àðòåðèÿõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí c=8-20 ì/ñ ïðåâû-
øàåò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü êðîâîòîêà max{U}=0.6-0.8 ì/c, òî λ1 > 0, λ2 < 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ W⃗ = W⃗
(
V⃗
)
òàêàÿ, ÷òî ∂W⃗/∂V⃗ =

= |G|−1, òî åå êîìïîíåíòû W1,W2 - èíâàðèàíòû Ðèìàíà:

∂W⃗

∂V⃗
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂W1

∂S

∂W1

∂U
∂W2

∂S

∂W2

∂U

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

c

S
1

−c

S
1

∣∣∣∣∣∣ = |G|−1. (7)

Çäåñü W1 ñîîòâåòñòâóþò âîëíå, áåãóùåé âïðàâî (âíèç ïî òå÷åíèþ), à
W2 � âîëíå, áåãóùåé âëåâî (ââåðõ ïî òå÷åíèþ). Èíòåãðèðóÿ (7), ïîëó÷èì
âûðàæåíèÿ
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W1,2 = U − U0 ±
S∫

S0

c (S)

S
dS = U − U0 ± 4

√
k

2ρ

(
S1/4 − S

1/4
0

)
. (8)

Îòêóäà

S =

(
W1 −W2

4

)4 ( ρ

2k

)2
, U =

(W1 +W2)

2
. (9)

Òåïåðü ñèñòåìà (6) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

∂W⃗

∂t
+ |Λ| ∂W⃗

∂x
= |G|−1 F⃗ ,

ïðè÷åì â ñëó÷àå F⃗ = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü è ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà îáû÷íàÿ ñõåìà ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ [17].

3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (6) äîñòàòî÷íî çàäàòü çíà÷åíèÿ U(t) èëè S(t) âî
âõîäíîì ñå÷åíèè òðóáêè. Â ñèëó íàëè÷èÿ çàâèñèìîñòè âèäà (2), (3) ýòî
îçíà÷àåò çàäàíèå U(t) èëè Ð(t), à ýòè êðèâûå ìîãóò áûòü èçìåðåíû äëÿ
êîíêðåòíîé àðòåðèè êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà.

Íà âûõîäíîì êîíöå òðóáêè ñëåäóåò çàäàòü óñëîâèå îòðàæåíèÿ ïàäàþùåé
âîëíû îò íèæåëåæàùåãî ó÷àñòêà ñîñóäèñòîãî ðóñëà, ïðåäñòàâëåííîãî ñëîæíîé
ñèñòåìîé àðòåðèé, è íàçûâàåìîãî îáû÷íî òåðìèíàëüíûì ýëåìåíòîì. Äëÿ
ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ òðóáîê (1 è 2) ñ ðàçíûìè
ïëîùàäÿìè ñå÷åíèÿ è ñâîéñòâàìè ñòåíêè (íàïðèìåð, íîðìàëüíûé ñîñóä è
ó÷àñòîê ñòåíîçà èëè àòåðîñêëåðîòè÷åñêîé áëÿøêè) óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
îáúåìíîãî ðàñõîäà è äàâëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ â ñå÷åíèè, ðàçäåëÿ-
þùåì äâå òðóáêè:

ρ

2
U2
1 + k1

(√
S1 −

√
S10

)
=

ρ

2
U2
2 + k2

(√
S2 −

√
S20

)
, U1S1 = U2S2 . (10)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî â ñå÷åíèè, ðàçäåëÿþùåì äâå òðóáêè, âñòðå÷àþòñÿ
âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî ïåðâîé òðóáêå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè,
è âîëíà, îòðàæåííàÿ âî âòîðîé òðóáêå, òàê ÷òî

W1 = U1 − U10 + 4
√

k1
2ρ

(
S
1/4
1 − S

1/4
10

)
,

W2 = U2 − U20 + 4
√

k2
2ρ

(
S
1/4
2 − S

1/4
20

)
.

(11)

Âûðàæåíèÿ (10), (11) ïîçâîëÿþò çàäàâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí Uj (t, x) , Sj (t, x) â ñèñòåìå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì
òðóáîê j=1,. . . ,N, çíàÿ âõîäíûå óñëîâèÿ â ïåðâîé òðóáêå è óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ
âîëí â ïîñëåäíåé èç òðóáîê ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ èëè â òåðìèíàëü-
íûõ òðóáêàõ âåòâÿùèõñÿ ñèñòåì, íàïðèìåð, áèíàðíûõ äåðåâüåâ, äîñòàòî÷íî
õîðîøî ìîäåëèðóþùèõ àðòåðèàëüíûå ðóñëà.
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Äëÿ òåðìèíàëüíîé òðóáêè (8) ïðèìåò âèä

W1 = Ut + 4

√
k

2ρ
S
1/4
t , W2 = Ut − 4

√
k

2ρ
S
1/4
t , (12)

ãäå Ut è St� ñêîðîñòü è ïëîùàäü ñå÷åíèÿ â òåðìèíàëüíîì ýëåìåíòå.

Ââîäÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ âîëí Γ íà òåðìèíàëüíîì ýëåìåíòå
Γ = −W2/W1, èç (12) ïîëó÷èì

Ut =

√
k

2ρ
S
1/4
t

1− Γ

1 + Γ
.

Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ èç (11) è (12), ïîëó÷èì
ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå òðóáêè äëÿ äðóãîé ïåðåìåííîé

St =

(
S
1/4
1 + (U1 − Ut)

√
k1
8ρ

)4

.

Êîýôôèöèåíò Γ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò íóëÿ (ïðîâîäèìîñòè
òðóáîê ñîãëàñîâàíû è îòðàæåííàÿ âîëíà îòñóòñòâóåò) äî åäèíèöû (ïîëíîå
îòðàæåíèå, â òåðìèíàëüíûé ýëåìåíò æèäêîñòü íå ïîñòóïàåò) [5].

4. Ïîñòàíîâêà äâóìåðíîé çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàíèå
ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ ÷àùå âñåãî îñíîâàíî íà çàäà÷å îá îñåñèììåòðè÷-
íîì òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òîëñòîñòåííîé òðóáêå èç
íåñæèìàåìîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà:

div (v⃗) = 0, ρf
dv⃗

dt
= −∇p+ µ∆v⃗ , (13)

ãäå v⃗ = (vr, 0, vx), p, ρf è µ � ñêîðîñòü, ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå,
ïëîòíîñòü è âÿçêîñòü æèäêîñòè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ òðóáêè èìååò âèä:

div (u⃗) = 0, ρs
∂2u⃗

∂t2
= −∇ps + divσ̂, σ̂ = 2G

(
I + τ1

δ

δt

)−1(
I + τ2

δ

δt

)
ε̂ , (14)

ãäå u⃗ = (ur, 0, ux) � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, ρs è ps � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà
è ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â ñòåíêå. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (14)
ñîîòâåòñòâóåò òðåõýëåìåíòíîé ìîäåëè âÿçêîóïðóãîé ñòåíêè, ãäå ε̂ � òåíçîð
äåôîðìàöèé, τ1,2 � âðåìåíà ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, G �
ìîäóëü ñäâèãà.

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòü-ñòåíêà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
ðàäèàëüíîé è àêñèàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè, íîðìàëüíûõ è òàíãåíöèàëüíûõ
íàïðÿæåíèé.
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Çàäà÷è (13) è (14) ñâÿçàíû ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòåíêå, ïîýòîìó
èõ ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè íåçàâèñèìî, à çàòåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì Ëàéòõèëëà, ïóëüñîâûå âîëíû ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ìàëûå âîçìóùåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ñòàöèîíàðíóþ êîìïîíåíòó [5].
Ëàéòõèëë âïåðâûå èññëåäîâàë ðàñïðîñòðàíåíèå è îòðàæåíèå âîëí íà îñíîâà-
íèè ñèñòåìû (1), (3), ëèíåàðèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ
U0 = 0, P = P0, S = S0 [5]. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàí-
íîé ñèñòåìû (13) áûëî ïîëó÷åíî â [18] è [19] ñîîòâåòñòâåííî äëÿ áåñêîíå÷íî
äëèííîé ÷èñòî óïðóãîé òðóáêè èç èçîòðîïíîãî è îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.
Â [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ó÷åòå âÿçêîñòè ñòåíêè òðóáêè ïîëó÷àþòñÿ
ðåçóëüòàòû, ëó÷øå ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì êëèíè÷åñêèõ èçìåðåíèé. Ðåøå-
íèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è (13)-(14) ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå f (t, r, x) =
= f∗ (r, x) eiωt , ãäå f = {ur, ux, vr, vx, p, ps} , à çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû
àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ
êîìïîíåíò f ïîëó÷àþòñÿ â ÿâíîì âèäå. Äëÿ òðóáêè êîíå÷íîé äëèíû, òî
åñòü ñ ó÷åòîì îòðàæåíèÿ âîëí, ðåøåíèå âûïèñàíî â [21]. Îòëè÷èå ñîñòîèò
â ó÷åòå ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, êîòîðûå ïåðåíîñÿò æèäêîñòü âíèç
è ââåðõ ïî òå÷åíèþ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì âîëíû äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè
æèäêîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

p (t, x) = eiωt
(
p+e−iωx/c + p−eiω(x−2L)/c

)
,

vx (t, x) = eiωt
(
p+e−iωx/c − p−eiω(x−2L)/c

)
/S0 ,

(15)

ãäå p+ è p− � àìïëèòóäû ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí.

Ðåøåíèå (15) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
âîëí íà êîíöå òðóáêè Γ = p−/p+, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ îäíîìåðíîé
ìîäåëè.

Ðåøåíèå ñâÿçàííîé çàäà÷è (13)-(14) â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå áûëî
ïîëó÷åíî â [22] â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïðè
ýòîì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ
[21] ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è.

5. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è. Íà âõîäå â òðóáêó
x = 0 çàäàåòñÿ âîëíà äàâëåíèÿ â âèäå Ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ:

P =
∞∑
k=0

P 0
k e

iωkt. (16)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèçà ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ, 4-6
ãàðìîíèê äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàþò áîëüøèíñòâî èç çàðåãèñòðèðîâàííûõ
êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàê íîðìå, òàê è ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûì ïàòîëîãèÿì
[2,12]. Íà âûõîäå èç òðóáêè x = L çàïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
îáúåìíîãî ðàñõîäà è ñðåäíåãî ïî ñå÷åíèþ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ

Q (t, L) = Qt, P (t, L) = Pt . (17)
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Èç îïðåäåëåíèÿ âõîäíîé ïðîâîäèìîñòè òåðìèíàëüíîãî ýëåìåíòà Yt = Qt/Pt

ñ ó÷åòîì (17) ïîëó÷èì ãðàíè÷íîå óñëîâèå YtP (t, L) = Q (t, L) äëÿ çàäà÷è (13).
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûì
÷èñëîì òðóáîê. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé èç òðóáîê ìîãóò áûòü çàïèñàíû
óñëîâèÿ (17), ãäå òåðìèíàëüíûé ýëåìåíò ïðåäñòàâëåí âõîäíîé âîëíîâîé
ïðîâîäèìîñòüþ âñåé ñîâîêóïíîñòè òðóáîê, ðàñïîëîæåííûõ îò äàííîé âíèç
ïî òå÷åíèþ. Ñîîòíîøåíèÿ âèäà (15) ìîãóò áûòü çàïèñàíû òàêæå äëÿ êàæäîé
èç òðóáîê ñ íîìåðîì j=1,. . . ,N:

Pj (t, xj) = P 0
j e

iωt
(
e−iωxj/cj + Γje

iω(xj−2Lj)/cj
)
,

Qj (t, xj) = Y 0
j P

0
j e

iωt
(
e−iωxj/cj − Γje

iω(xj−2Lj)/cj
)
,

(18)

ãäå êîîðäèíàòà xj îòñ÷èòûâàåòñÿ â êàæäîé òðóáêå îò åå âõîäíîãî ñå÷åíèÿ,
S0
j è Y 0

j = ρS0
j /cj � íåâîçìóùåííàÿ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ïðîâîäèìîñòü j-é òðóáêè, Γj =
(
Y 0
j − Ytj

)
/
(
Y 0
j + Ytj

)
, Ytj � òåðìèíàëüíûé

ýëåìåíò äëÿ j-é òðóáêè. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (13) ìîæåò áûòü íàéäåíî
ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ âûðàæåíèé (18), âû÷èñëåííûõ äëÿ êàæäîé èç ãàðìîíèê
â (15).

6. Îòëè÷èÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëåé ïóëüñîâûõ

âîëí. Äëÿ íåâÿçêîé æèäêîñòè îòñóòñòâóåò äèñïåðñèÿ âîëí, ïîýòîìó ñêî-
ðîñòü âîëíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ïðîâîäèìîñòü òðóáîê è âõîäíàÿ
ïðîâîäèìîñòü òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû. Â ìîäåëè
(13) äèñïåðñèÿ ïðèñóòñòâóåò êàê çà ñ÷åò âÿçêîñòè æèäêîñòè, òàê è çà ñ÷åò
âÿçêîóïðóãîñòè ñòåíêè.

Â çàäà÷àõ (1), (2) è (1), (3) ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó
òîëùèíà ñòåíêè âõîäèò íåÿâíî, íàïðèìåð, â âèäå ñîîòíîøåíèÿ (4). Â
ìîäåëü (14) òîëùèíà ñòåíêè âõîäèò ÿâíî è íà íåé ìîãóò áûòü çàäàíû
ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: îòñóòñòâèå ïðîäîëüíûõ èëè ïîëíûõ ïåðå-
ìåùåíèé, îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé, çàêðåïëåíèå ê îêðóæàþùèì âÿçêîóïðó-
ãèì òêàíÿì, ÷òî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò äèàïàçîí ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ê
êîíêðåòíûì ñëó÷àÿì.

Â îäíîìåðíîé ìîäåëè óñëîâèÿ íà êîíöå òðóáêè (10)-(12) ñîîòâåòñòâóþò
ñëó÷àþ Im (Γ) = 0, òî åñòü ÷èñòî ðåçèñòèâíîìó òåðìèíàëüíîìó ýëåìåíòó.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîå àðòåðèàëüíîå ðóñëî îáëàäàåò êàê ðåçèñòèâíûìè
ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñî ñïîñîáíîñòüþ îêàçûâàòü ñîïðîòèâëåíèå ñòàöèî-
íàðíîìó ïîòîêó (èìïåäàíñ Z0) è ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí (âîëíîâîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå Zω), òàê è åìêîñòíûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñî ñïîñîáíîñòüþ
àðòåðèé ðàñòÿãèâàòüñÿ è àêêóìóëèðîâàòü íåêîòîðûé îáúåì êðîâè. Â
ñèëó óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îáúåìíîãî ðàñõîäà êðîâè â áèôóðêàöèÿõ
ñîñóäîâ ñòàöèîíàðíàÿ (Ïóàçåéëåâñêàÿ) ïðîâîäèìîñòü Yt0 òåðìèíàëüíîãî
ýëåìåíòà ïîñòîÿííà Yt0 = (Z0)

−1, à åãî âîëíîâàÿ ïðîâîäèìîñòü Ytω èìååò
äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè Ytω = (Zω)

−1 = Y re
t + iY im

t , êîòîðûå õàðàê-
òåðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî ðåçèñòèâíûå è åìêîñòíûå ñâîéñòâà òåðìèíàëüíîãî
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ýëåìåíòà. Äëÿ ÷èñòî ðåçèñòèâíîãî òåðìèíàëüíîãî ýëåìåíòà Im (Ytω) = 0
îòðàæåííàÿ âîëíà ñîâïàäàåò ñ ïàäàþùåé ïî ôàçå, äëÿ ÷èñòî ìíèìîãî
Re (Ytω) = 0 � ïðîòèâîïîëîæíà ïî ôàçå [5]. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåò èìåòü
ìåñòî íåêîòîðûé ôàçîâûé ñäâèã, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â àðòåðèÿõ
ñëîæíûõ âîëíîâûõ ôîðì ñ îäíèì îñíîâíûì è íåñêîëüêèìè äîïîëíèòåëüíûìè
ìàêñèìóìàìè [2].

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëåé äîâîëüíî
ñóùåñòâåííû è äëÿ íàãëÿäíîñòè ñâåäåíû â òàáëèöå (Òàáë.1).

Òàáëèöà 1. Îòëè÷èÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëåé.

� Ñâîéñòâà Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü Äâóìåðíàÿ ìîäåëü

1 Ôèçè÷åñêàÿ íåëè-
íåéíîñòü çàäà÷è

Íåëèíåéíàÿ Ëèíåàðèçîâàííàÿ

2 Ñâîéñòâà æèäêîñòè Íåâÿçêàÿ Âÿçêàÿ

3 Ðåøåíèå çàäà÷è Ñóïåðïîçèöèÿ áåãó-
ùèõ âîëí êîíå÷íîé
àìïëèòóäû

Ñóïåðïîçèöèÿ ìàëûõ
âîçìóùåíèé

4 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íà êîíöå òðóáêè

Íåïðåðûâíîñòü
äèíàìè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ

Íåïðåðûâíîñòü
ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ

5 Ñâîéñòâà ñòåíêè
òðóáêè

×èñòî óïðóãàÿ,
òîëùèíà íå ó÷èòû-
âàåòñÿ

Óïðóãàÿ èëè âÿçêî-
óïðóãàÿ, òîëùèíà
ó÷èòûâàåòñÿ. Íà íà-
ðóæíîé ïîâåðõíîñòè
ìîæíî çàäàâàòü
ðàçíûå óñëîâèÿ çà-
êðåïëåíèÿ.

6 Ñâîéñòâà
òåðìèíàëüíîãî
ýëåìåíòà

×èñòî ðåçèñòèâíûé Ñîäåðæèò è ðåçèñ-
òèâíóþ, è åìêîñòíóþ
êîìïîíåíòû

7. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé

ìîäåëÿì. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ çàäà÷ (1), (2), (4) è (13), (14) áûëè âûáðà-
íû ìîäåëè àðòåðèàëüíûõ ðóñåë â âèäå áèíàðíûõ äåðåâüåâ, ñîäåðæàùèõ
4 ãåíåðàöèè (ïîðÿäêà âåòâëåíèÿ) (ðèñ.1à). Äëèíû Lj è äèàìåòðû dj
òðóáîê ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãåíåðàöèé j = 1, ..., n ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè
çàêîíîìåðíîñòÿìè:

dj+1 = dj+1 (dj), Lj = Lj (dj) . (19)

Ñîîòíîøåíèÿ (19) ìîãóò áûòü çàäàíû â ïðîèçâîëüíîé ôîðìå, à ìîãóò
ñîîòâåòñòâîâàòü çàâèñèìîñòÿì, îáíàðóæåííûì ïóòåì èçìåðåíèé íà ïðåïà-
ðàòàõ ïðîâîäÿùèõ ñèñòåì æèâîòíûõ è ðàñòåíèé [9,23]. Äëèíû è äèàìåòðû
òðóáîê â îäíîé ãåíåðàöèè ïðèíÿòû îäèíàêîâûìè (ñèììåòðè÷íûå äåðåâüÿ).



Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, 931 (2010) 123

Åñëè dj+1 =
3
√
2dj , òî ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé

òåîðèè [5] âîëíîâîä, â êîòîðîì îòðàæåíèå âîëí îòñóòñòâóåò íà âñåõ áèôóðêà-
öèÿõ [24]. Íåêîòîðûå àðòåðèàëüíûå ðóñëà ñîäåðæàò öèêëû (ïåòëè), ïîýòîìó
â ðàáîòå èññëåäîâàëîñü òàêæå áèíàðíîå äåðåâî ñ òðóáêîé, îáðàçóþùåé öèêë
íà óðîâíå òðóáîê 2-ãî (ðèñ.1á) è 3-ãî (ðèñ.1â) ïîðÿäêîâ ãåíåðàöèè. Ïîñêîëüêó
ñîîòíîøåíèå ìåæäó Yt è dn òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè âèäà (19),
òî âåëè÷èíû Yt îòëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ äåðåâüåâ. ×òîáû óíèôèöèðîâàòü
ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âìåñòî Yt
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ Γ ∈ [0; 1] (ââåäåíû âûøå è äëÿ îäíîìåðíîé, è äëÿ
äâóìåðíîé ìîäåëåé). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñòåíîçà ïðîâîäèëîñü óìåíüøåíèå
äèàìåòðà îòäåëüíûõ òðóáîê â ìîäåëè â 10 ðàç. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ââåäåíà
íóìåðàöèÿ òðóáîê (ðèñ.1à), òàê ÷òî òðóáêè 2-é ãåíåðàöèè èìåëè íîìåðà 2,3,
3-é íîìåðà 4-7 è 3-é íîìåðà 8-15. Ñîîòâåòñòâåííî òðóáêà, ñîçäàþùàÿ öèêë,
èìååò N17.

Ðèñ.1. Ìîäåëü àðòåðèàëüíîãî ðóñëà â âèäå áèíàðíîãî äåðåâà (à) è äåðåâà ñ
öèêëîì íà óðîâíå òðóáîê 2-é (á) è 3-é (â) ãåíåðàöèé.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëè âûáðàíû çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
àðòåðèàëüíîé ñèñòåìå ÷åëîâåêà:
p0 = 104 Ïà, G = 105 − 106 Ïà, h0 = 0.01− 0.5 ìì, E = 5 ·

(
105 − 107

)
Ïà,

σ = 0.2− 0.4, µ = (3− 10) · 10−3 Ïà·ñ, ρ = 1050 êã/ì3, ρs = 1000− 1100 êã/ì3,
S0 = πR2

0, R0 = 0.1− 5 ìì, L = 0.02− 0.16 ì, τ1,2 = 0.05− 0.1 ñ, îñíîâíàÿ
÷àñòîòà ω1 = 2πf0 â (16) ñîîòâåòñòâîâàëà ïóëüñó ÷åëîâåêà, ãäå f0 = 1− 1.5 Ãö.

Â êà÷åñòâå âõîäíîé âîëíû äàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è (1), (2), (4) âûáèðàëñÿ

Ãàóññèàí PG (t) = Pampexp
(
− (t− t0)

2 /ζ2
)
, ãäå Pamp - àìïëèòóäà, à ïàðàìåò-

ðû t0 è ζ îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå è øèðèíó ïèêà âîëíû. Çàäàíèå âõîäíîé
âîëíû â òàêîé ôîðìå ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïåðåä ââåäåíèåì ðåàëüíûõ êðèâûõ
êîëåáàíèé äàâëåíèÿ â àðòåðèÿõ, ïîñêîëüêó ýòè êðèâûå èìåþò, êàê ïðàâèëî,
íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ðàçíîé àìïëèòóäû, ÷òî ïðèâîäèò ê
ñëîæíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ÷åðåäîâàíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïàäàþùèõ è
îòðàæåííûõ âîëí ðàçðåæåíèÿ è ñæàòèÿ. Âõîäíàÿ âîëíà, ñîäåðæàùàÿ îäèí
ïèê, ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ îäíîé ïàðû "âîëíà ñæàòèÿ � âîëíà ðàçðåæåíèÿ",
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ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî òå÷åíèþ, è åùå îäíîé ïàðû, ñâÿçàííîé ñ îòðàæåííîé
âîëíîé è ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Äëÿ çàäà÷è (13), (14) â
óñëîâèè (16) èñïîëüçîâàëîñü Ôóðüå-ðàçëîæåíèå PG (t), ñîäåðæàâøåå ïÿòü
ãàðìîíèê, ÷òî îáåñïå÷èâàëî äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî îäíîìåðíîé ìîäåëè èäåàëüíîãî âîëíîâîäà áåç
öèêëîâ (ðèñ.1à) ïðèâåäåíû íà ðèñ.2. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîëåáàíèé äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â ñðåäíåì
ñå÷åíèè (x = L1/2) ïåðâîé òðóáêè. Ïðè îòñóòñòâèè îòðàæåíèé íà òåðìè-
íàëüíûõ ýëåìåíòàõ ôîðìà âîëíû ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî
ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà è ñäâèãà ïî âðåìåíè âîëíå äàâëåíèÿ (êðèâûå
1 è 6 íà ðèñ.2à). Ïðè ñíèæåíèè ïðîâîäèìîñòè òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
àìïëèòóäà âîëíû ñêîðîñòè ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ è îäíîâðåìåííî óâåëè-
÷èâàåòñÿ àìïëèòóäà âîëíû è äëèòåëüíîñòü ôàçû îáðàòíîãî òîêà æèäêîñòè
(êðèâûå 2-5 íà ðèñ.2à). Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå àìïëèòóäû ìàêñèìóìà ñêîðîñòè
ñìåùàåòñÿ âëåâî è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Γ ìàêñèìóì ñêîðîñòè
îïåðåæàåò ïî âðåìåíè ìàêñèìóì äàâëåíèÿ, ÷òî èìååò ìåñòî â ðåàëüíûõ
àðòåðèàëüíûõ ðóñëàõ [2,12].

Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòè U(t) (a) è P(U) (á), îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, êðèâûå 1-5
ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì Γ = 0; 0.25; 0.5; 0.75; 1, à êðèâàÿ 6 âõîäíîìó

äàâëåíèþ PG (t).

Çàâèñèìîñòü äàâëåíèå-ðàñõîä, êîòîðóþ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â äèàãíîñòèêå
[25], èìååò âèä âûòÿíóòîé ïåòëè. Ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ
äëèííàÿ îñü ïåòëè ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïëîùàäü
ïåòëè óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ.2á). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êàê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ ïî äðóãîé ìîäåëè [25], òàê è ýêñïåðèìåíòàì íà ëàòåêñíûõ òðóáêàõ
[26] è íà àîðòå ñîáàêè [27].

Ìåòîä WIA ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå èíòåíñèâíîñòåé ïàäàþùåé è îòðà-
æåííîé âîëí ïî èçìåðåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíî èëè ðàññ÷èòàííûì â õîäå
ðåøåíèÿ çàäà÷è êðèâûì P(t) è U(t) ïî ôîðìóëàì [6,7,10,11]:

dI± (t) = ± 1

4ρc
(dP (t)± ρcdU (t))2 ,
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ãäå çíàê d îáîçíà÷àåò ïðèðàùåíèå.
Ïàäàþùàÿ è îòðàæåííàÿ êîìïîíåíòû âîëí äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïî ôîðìóëàì [6,7,10,11]:

P+(t) =
Y0P (t) + SU(t)

2Y0
, P−(t) =

Y0P (t)− SU(t)

2Y0
;

U+ (t) =
SU(t) + Y0P (t)

2SZ0
, U−(t) =

SU(t)− Y0P (t)

2S
.

Ïðè ýòîì P (t) = P+ (t) + P− (t), U (t) = U+ (t)− U− (t). Ðåçóëüòàò
âû÷èñëåíèÿ ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí äàâëåíèÿ P+ (t) è P− (t) ïî
ðåøåíèþ îäíîìåðíîé çàäà÷è äëÿ íåèäåàëüíîãî âîëíîâîäà ïðèâåäåí íà ðèñ.3à.
Âèäíî, ÷òî ïðè Γ = 0 åñòü íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà P− (t), êîòîðàÿ, êàê
áûëî ïîêàçàíî â [25], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàíèÿ äàâëåíèÿ â ñèñòåìå
òðóáîê êàê óïðóãîì ðåçåðâóàðå (êîìïîíåíòà Ôðàíêà). Ïðè óâåëè÷åíèè
êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ íà òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòàõ àìïëèòóäà ïàäàþùåé
âîëíû óìåíüøàåòñÿ, à îòðàæåííîé âîçðàñòàåò. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè
ðèñóíêà íà íåì ïðîíóìåðîâàíû òîëüêî êðèâûå 1 è 5, à íåïðîíóìåðîâàííûå
êðèâûå ðàñïîëîæåíû ìåæäó íèìè.

Êðèâûå èíòåíñèâíîñòåé âîëí dI± (t) äåìîíñòðèðóþò äâà ïèêà íà êðèâîé
dI+ (t), ñîîòâåòñòâóþùåé ïàäàþùåé âîëíå, è äâà ïèêà íà êðèâîé dI− (t),
ñîîòâåòñòâóþùåé îòðàæåííîé âîëíå (ðèñ.3á). Ïåðâûå ïèêè ñîîòâåòñòâóþò
âîëíå ñæàòèÿ, à âòîðûå âîëíå ðàçðåæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðîñòðàíåíèå
âîëíû ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîáûòèÿìè: ïðè t1 0.1 â ñðåäíåì ñå÷åíèè
òðóáêè ïîÿâëÿåòñÿ ïåðåäíèé ôðîíò ïàäàþùåé âîëíû ñæàòèÿ, êîòîðàÿ
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè t 0.25(â çàâèñèìîñòè îò Γ). Ïðè t2 0.15 ïîÿâëÿåòñÿ
ïåðåäíèé ôðîíò îòðàæåííîé âîëíû ñæàòèÿ, êîòîðàÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
ïðè t 0.28. Çàòåì ïîÿâëÿåòñÿ ïàäàþùàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ, êîòîðàÿ âñåãäà
ñîïðîâîæäàåò âîëíó ñæàòèÿ, è âñëåä çà íåé îòðàæåííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ. Ñ
óâåëè÷åíèåì Γ àìïëèòóäà ïàäàþùèõ âîëí ìîíîòîííî ñíèæàåòñÿ, à àìïëèòóäà
îòðàæåííûõ âîëí ðàñòåò. Ðàçíèöà âî âðåìåíè ∆t = t2 − t1, óìíîæåííàÿ íà
ñêîðîñòü âîëíû ñ, äàåò ðàññòîÿíèå äî ìåñòà îòðàæåíèÿ. Äëÿ èäåàëüíîãî
âîëíîâîäà ýòî ðàññòîÿíèå äî òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íî èç ðèñ.3á âèäíî,
÷òî â ìîäåëè (ðèñ.1à) ïðèñóòñòâóåò íåáîëüøàÿ ïî àìïëèòóäå îòðàæåííàÿ
âîëíà, ñâÿçàííàÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ ñâîéñòâ ñòåíêè òðóáêè è çàäà÷è. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ îòðàæåíèÿ âîëí äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè
äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû îòäåëüíî è, â ñèëó (2), îíè áóäóò çàâèñåòü îò P0,
òàê êàê ïðè ìàëûõ P0 ïðîÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñâîéñòâà ñòåíêè, à ñ ðîñòîì P0

ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòü.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè èäåàëüíîãî âîëíîâîäà

áåç ïåòåëü ïðèâåäåíû íà ðèñ.4. Ïðè óâåëè÷åíèè Γ àìïëèòóäà âîëíû
äàâëåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïîñêîëüêó ïàäàþùàÿ âîëíà íàêëàäûâàåòñÿ
íà îòðàæåííóþ è, â ñèëó ìàëîñòè äëèíû òðóáêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé
âîëíû, îòðàæåííàÿ âîëíà áûñòðî äîñòèãàåò ñåðåäèíû òðóáêè. Äëÿ îáåèõ
ìîäåëåé âûðàæåíà òåíäåíöèÿ ê íåáîëüøîìó ñìåùåíèþ ìàêñèìóìà ïàäàþùåé
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Ðèñ.3. Çàâèñèìîñòè P± (t) (a) è dI± (t) (á), îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, êðèâûå 1 è
5 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì Γ = 0; 1, à êðèâûå ìåæäó 1 è 5 - ñëó÷àÿì

Γ = 0.25; 0.5; 0.75.

âîëíû äàâëåíèÿ (ðèñ.3à è ðèñ.4à) âëåâî ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ,
ïðè÷åì ñäâèã âîëíû ñêîðîñòè áîëüøå, ÷åì âîëíû äàâëåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ðèñ.2à è äàííûì ôèçèîëîãèè.

Ðèñ.4. Çàâèñèìîñòè U (t) (a) è P (U) (á), äâóìåðíàÿ ìîäåëü, êðèâûå 1-5
ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì Γ = 0; 0.25; 0.5; 0.75; 1.

Çàâèñèìîñòü äàâëåíèå-ðàñõîä, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ëèíåàðèçîâàííîé äâó-
ìåðíîé ìîäåëè, ïðîÿâëÿåò òå æå ñâîéñòâà: ñ ðîñòîì Γ äëèííàÿ îñü ïåòëè
ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïëîùàäü ïåòëè óâåëè÷èâàåòñÿ
(ðèñ.2á). Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàçëè÷èÿ êðèâûõ P (U). Äëÿ
ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè ïðè Γ = 0 ó÷àñòêè ñèíõðîííîãî âîçðàñòàíèÿ äàâ-
ëåíèÿ è ñêîðîñòè ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíû (êðèâàÿ 1 íà ðèñ.4á), ÷òî ñâÿçàíî
ñ îòñóòñòâèå îòðàæåííûõ âîëí. Äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè ýòà çàâèñèìîñòü
ëèíåéíà òîëüêî â íà÷àëüíîì ïåðèîäå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû âäîëü òðóáêè.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå dP/dU , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, ýòî çíà÷èò, ÷òî ñêîðîñòü
ïóëüñîâîé âîëíû âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì, î÷åâèäíî, â ñâÿçè ñ íåëèíåéíûì
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âîçðàñòàíèåì æåñòêîñòè òðóáêè ïî ìåðå ðîñòà äàâëåíèÿ. Ïîýòîìó â
ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè êðèâûå P (U) äëÿ âñåãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé Γ
áëèçêè ê ýëëèïñàì, à äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè èõ ôîðìà îòëè÷àåòñÿ îò
ýëëèïñîèäàëüíîé è ïðèñóòñòâóåò òî÷êà â íèæíåé ÷àñòè êðèâîé, ãäå dP/dU
òåðïèò ðàçðûâ (ðèñ.2á).

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåíîçà ïóòåì óìåíüøåíèÿ äèàìåòðà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òðóáêè â 10 ðàç ïðèâåäåíû íà ðèñ.5-6 äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè.
Íà ðèñ.5 ïîêàçàíû èçìåðåíèÿ êîëåáàíèé ñêîðîñòè. Íà îáîèõ ðèñóíêàõ
êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò íåïîäæàòûì òðóáêàì. Íà ðèñ.5à êðèâûå 2,3,4
ñîîòâåòñòâóþò ïåðåæàòèþ ñëåäóþùèõ íàáîðîâ òðóáîê: {8}, {8,9}, {8,9,10,11}.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäæàòèå êàæäîé äîïîëíèòåëüíîé èç òðóáîê 4-é ãåíåðàöèè
âûçûâàåò íåáîëüøîå äîïîëíèòåëüíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû âîëíû è
óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû îáðàòíîãî òîêà. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïåðåæàòûõ
òðóáîê ìîìåíò âðåìåíè íà÷àëà îáðàòíîãî òîêà ñòàíîâèòñÿ âñå ðàíüøå. Íà
ðèñ.5á êðèâûå 2-4 ñîîòâåòñòâóþò ïåðåæàòèþ 2-é, 3-é è 4-é òðóáîê. Â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, çäåñü ôîðìà âîëíû íåñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó òðóáêè 2-3-é ãåíåðàöèé èìåþò áîëüøèé äèàìåòð è èõ ïåðåæàòèå
áîëåå ñóùåñòâåííî äëÿ òîêà æèäêîñòè. Òðóáêè N2 è N3 ðàñïîëîæåíû â
äåðåâå ñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå èì êðèâûå 2 è 3 ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò.

Ðèñ.5. Çàâèñèìîñòè U (t), îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, äëÿ Γ = 0.25 è ïåðåæàòèÿ
òðóáîê 4-é (à) è 2-3-é (á) ãåíåðàöèé. Ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå.

Çàâèñèìîñòè P (U) äëÿ òåõ æå ñëó÷àåâ ïåðåæàòèÿ òðóáîê ïðèâåäåíû íà
ðèñ.6. Çàêóïîðêà òðóáîê ïîñëåäíåé ãåíåðàöèè âåäåò ê ïîâîðîòó äëèííîé îñè
ïåòëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è óâåëè÷åíèþ ¾øèðèíû¿ ïåòëè, òî åñòü åå
ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì äëèííîé îñè. Òàêèì
îáðàçîì, õàðàêòåð èçìåíåíèé ïåòëè P (U) ñõîäåí ñ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè
óâåëè÷åíèè êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ, òî åñòü ñ óìåíüøåíèåì ïðîâîäèìîñòè
òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ.2á, 4á). Ýòî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó òðóáêè
ïîñëåäíåé ãåíåðàöèè òàêæå èãðàþò ðîëü òåðìèíàëüíûõ, òî åñòü ïî ñóòè
ñèñòåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì òðóáêè ïîñëåäíåé
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ãåíåðàöèè è åå òåðìèíàëüíîãî ýëåìåíòà Yt, ñàìà èãðàåò ðîëü òåðìèíàëüíîãî
ýëåìåíòà, è åãî ïðîâîäèìîñòü ìîæíî óìåíüøèòü êàê ïåðåæèìàÿ òðóáêó, òàê è
óìåíüøàÿ Yt. Â îòëè÷èå îò ïåòåëü, ïðèâåäåííûõ íà íà ðèñ.2á, ïåòëè íà ðèñ.6à
íåñèììåòðè÷íû, ÷òî ïîçâîëÿåò îòëè÷àòü ñëó÷àè óìåíüøåíèÿ ïðîâîäèìîñòè
Yt è ïåðåæàòèÿ òðóáîê ïîñëåäíåé ãåíåðàöèè, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå. Ñõîäíûå èçìåíåíèÿ ïðîñëåæèâàþòñÿ è ïðè
ïåðåæàòèè òðóáîê 2-3-é ãåíåðàöèè (ðèñ.6á) ñ çàìåòíîé àñèììåòðèåé ïåòëè
P (U).

Ðèñ.6. ÇàâèñèìîñòèP (U), îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, äëÿ Γ = 0.25 è ïåðåæàòèÿ
òðóáîê 4-é (à) è 2-3-é (á) ãåíåðàöèé. Îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è íà ðèñ.5.

Íà îñíîâå îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëåé áûëè òàêæå ðàññ÷èòàíû
ìíîãèå äðóãèå ñëó÷àè îäíîâðåìåííîãî ïåðåæàòèÿ íåñêîëüêèõ òðóáîê è
ñíèæåíèÿ ïðîâîäèìîñòè Yt, ïðè÷åì êàê äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ, òàê è
äëÿ ñèñòåì ñ öèêëàìè (ðèñ.1á,â). Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè
öèêëîâ âñå îïèñàííûå âûøå èçìåíåíèÿ êðèâûõ P (t), U (t), P (U), dI± (t)
ñîõðàíÿþòñÿ, íî ìåíåå âûðàæåíû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå
ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Íàïðèìåð, ïåðåæàòèå
òðóáêè N2 â ìîäåëè íà ðèñ.1â íå ïðèâåäåò ê îòñóòñòâèþ òå÷åíèÿ â
òðóáêàõ N8-11, ïîñêîëüêó æèäêîñòü áóäåò ïîñòóïàòü ÷åðåç òðóáêó N17.
Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ïóòåé äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïðèâîäèò ê
óñëîæíåíèþ êàðòèíû îòðàæåíèÿ âîëí, ïîýòîìó íà êðèâûõ dI± (t) ïîÿâëÿåòñÿ
ãîðàçäî áîëüøèé íàáîð îòðàæåííûõ âîëí ðàçðåæåíèÿ-ñæàòèÿ. Ïî âðåìåíàì
çàïàçäûâàíèÿ ïåðåäíèõ ôðîíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ
âîëí ìîæíî âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå äî ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà îòðàæåíèÿ.
Ïðè íàëè÷èè çàêóïîðêè àìïëèòóäà îòðàæåííîé âîëíû áîëüøå, à ïðè íàëè÷èè
äîïîëíèòåëüíûõ öèêëîâ â ñèñòåìå òðóáîê � ìåíüøå.

7. Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïî
ïðåäñòàâëåííûì íåëèíåéíîé îäíîìåðíîé è ëèíåàðèçîâàííîé äâóìåðíîé
ìîäåëÿì ïîêàçàëè, ÷òî îáå äàþò êà÷åñòâåííî ñõîäíûå ðåçóëüòàòû êàê äëÿ
áèíàðíûõ äåðåâüåâ, òàê è äëÿ ñèñòåì ñ öèêëàìè, ïðè íàëè÷èè ïåðåæàòèé
òðóáîê è ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷àñòêîâ îòðàæåíèÿ âîëí. Çàâèñèìîñòè äàâëåíèå-
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ðàñõîä è ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé ïàäàþùåé è îòðàæåííûõ âîëí
èìåþò õàðàêòåðíûå îòëè÷èÿ ïðè íàëè÷èè ïåðåæàòûõ òðóáîê, öèêëîâ è
áîëüøèõ òåðìèíàëüíûõ ñîïðîòèâëåíèé, ïîýòîìó èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
â ìåäèöèíå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé äèàãíîñòèêè íàðóøåíèé â ñèñòåìå
êðîâîîáðàùåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ ãèäðîñòàòè÷åñêèõ äàâëåíèÿõ ïðîÿâëÿþòñÿ
íåëèíåéíûå ñâîéñòâà ñòåíêè òðóáîê, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå îäíîìåðíîé
ìîäåëè ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ìåæäóíàðîäíîãî Óêðàèíñêî-
Áåëîðóññêîãî ãðàíòà Ô29.1/046 è Royal Society London (Royal Soceity Lon-
don fellowship). Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîô. Kim
Parker è ïðîô. Spenser Sherwin (Imperial College, London) çà ïëîäîòâîðíûå
îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.
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