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ВСТУП 
 
Сучасний розвиток комп’ютерних технологій вимагає якісної підго-

товки фахівців, які мають ґрунтовні та глибокі математичні знання, здатні 
якісно застосувати математичний апарат у своїй професійній діяльності та 
вдосконалювати сучасні розробки в сфері ІТ технологій. Тож актуальним є 
формування у здобувачів вищої освіти комп’ютерних спеціальностей 
широкого спектра математичних знань, умінь та навичок, якими вони здатні 
широко, осмислено та вправно користуватися при вирішенні фахових задач.  

Дані методичні рекомендації розроблено на основі дисципліни «Вища 
математика» для здобувачів вищої освіти факультету комп’ютерних наук, 
який читається викладачами кафедри вищої математики та інформатики 
Харківського національного університету імені В. Н. Каразіна. У навчальне 
видання увійшли матеріали з Теми 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь» 
та Теми 2 «Вектори», які можуть бути використані здобувачами вищої 
освіти для підготовки до аудиторних занять, при самостійному вивченні 
відповідного матеріалу, а також для підготовки до виконання розрахункових 
контрольних робіт з вказаних тем. Навчальне видання містить теоретичний 
матеріал, приклади розв’язку типових задач, зразки виконання розрахун-
кових контрольних робіт з Теми 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь» та 
Теми 2 «Вектори», питання для самоконтролю, завдання для самостійної 
роботи, а також список рекомендованої літератури [1-6] для поглибленого 
вивчення навчального матеріалу. 

Крім того, зазначимо, що підготовка до виконання розрахункових 
контрольних робіт з тем «Матриці. Системи лінійних рівнянь. Вектори» має 
за мету набуття здобувачами вищої освіти загальних та фахових компе-
тентностей щодо методів лінійної та векторної алгебри, а саме: застосування 
лінійних операції над матрицями, знаходження оберненої матриці, вико-
ристання правил розкриття визначників другого та третього порядків, 
розв’язування систем лінійних рівнянь методами Крамера, Гаусса, Жордана–
Гаусса та матричним методом; застосування лінійних операції над векто-
рами, знаходження скалярного, векторного та мішаного добутків векторів, 
вивчення властивостей добутків, усвідомлення умов колінеарності та 
компланарності векторів; оперування поняттями лінійної комбінації векто-
рів, лінійної залежності/незалежності векторів, базису векторів; здійснення 
розкладання вектора за базисними векторами. 
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1. ТЕМА 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь» 

 

1.1. Матриці. Лінійні операції над матрицями. 
 
Визначення:  Матрицею називається прямокутна таблиця 
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a a a

a a a

a a a
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 
 
 
 

, 

 

де ܽ௜௝ ∈ Թ, 1 ൑ ݅ ൑ ݉, 1 ൑ ݆ ൑ ݊. Кажуть, що матриця має ݉ рядків і ݊ 
стовпчиків, а розмір матриці ݉ ൈ ݊. Матриці, як правило, позначають 
великими латинськими літерами A, B, C, D, ….  

Нехай 
 

ܣ ൌ
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 
 
 
 
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Елементи ܽ௜௝, що присутні в записі матриці, називаються елементами 
матриці ܣ. Індекси елемента ܽ௜௝ показують, що елемент ܽ௜௝ розміщений на 
перетині ݅-го рядка та ݆-го стовпчика. У випадку, коли ݉ ൌ 1, тобто матриця 
складається з одного рядка 

 

ሚܣ ൌ  11 12 1... na a a , 
 

таку матрицю називають матриця-рядок або рядок. Так саме й у випадку, 
коли ݊ ൌ 1,	відповідно, матриця-стовпчик або стовпчик, 
 

ሚܣ ൌ ቌ

ܽଵଵ
ܽଶଵ…
ܽ௠ଵ

ቍ. 

 

Матриця, у якої ݉ ൌ ݊,  
 

ܣ ൌ
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називається квадратною матрицею. 
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Елементи квадратної матриці ܽଵଵ, ܽଶଶ, … , ܽ௡௡ утворюють головну 
діагональ квадратної матриці. 

Квадратна матриця, у якої всі елементи по один бік від головної 
діагоналі дорівнюють нулю, називається трикутною матрицею 
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. 

 

Якщо квадратна матриця така, що всі її елементи головної діагоналі 
не дорівнюють нулю, а всі інші – дорівнюють, то така матриця нази-
вається діагональною матрицею 

 

11

22

0 ... 0

0 ... 0
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a
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 
 
 
 
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. 

 

Діагональна матриця, у якої всі елементи головної діагоналі 
дорівнюють одиниці, називається одиничною матрицею розміру ݊ ൈ ݊, 

 

ܧ ൌ

1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

 
 
 
 
 
 

. 

 

Зауваження:  
1. Нехай ܣ െ квадратна матриця розміру ݊ ൈ ݊, і одинична матриця ܧ 

також має розмір ݊ ൈ ݊, тоді ܣ ∙ ܧ ൌ ܧ ∙ ܣ ൌ  .ܣ
2. Матриця ܤ െ матриця-стовпчик розміру ݊ ൈ ܧ ,1 െ одинична 

матриця розміру ݊ ൈ ݊, тоді ܧ ∙ ܤ ൌ  .ܤ
3. Матриця ܥ െ матриця-рядок розміру 1 ൈ ܧ ,݊ െ одинична матриця 

розміру ݊ ൈ ݊, тоді ܥ ∙ ܧ ൌ  .ܥ
Матриці ܣ та ܤ називають рівними (пишуть ܤ=ܣሻ, якщо вони мають 

однаковий розмір та відповідні елементи матриць рівні 
 

ܣ ൌ

11 12 1

21 22 2
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 
 
 

ܤ , ൌ

11 12 1
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 
 
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  
 

. 

 

ܣ ൌ ܤ ൏ൌ൐ ݉ ൌ ,݌ ݊ ൌ ,݅∀	та	ݍ ݆, 1 ൑ ݅ ൑ ݉, 1 ൑ ݆ ൑ ݊: ܽ௜௝ ൌ ܾ௜௝. 
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Операції над матрицями 
1. Додавання матриць відбувається поелементно для матриць 

одного розміру: 
 

ܣ ൅ ܤ ൌ 

11 12 1

21 22 2

1 2
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 
 
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 
 
 
 
 

= 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

...

...

... ... ... ...

...

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
 

   

. 

 

Приклад 1.1.1. ܣ ൌ ቀെ1 0 2
3 െ2 5

ቁ , ܤ ൌ ቀ 0 4 െ2
െ1 3 1

ቁ , ܣ ൅ ܤ ൌ? 

Розв’язок: Матриці ܣ та ܤ мають однаковий розмір 2 ൈ 3, відповідно 
існує матриця ܣ ൅   яка дорівнює ,	ܤ

 

ܣ ൅ ܤ ൌ ቀെ1 0 2
3 െ2 5

ቁ ൅ ቀ 0 4 െ2
െ1 3 1

ቁ ൌ	

ൌ ൬
െ1 ൅ 0 0 ൅ 4 2 ൅ ሺെ2ሻ
3 ൅ ሺെ1ሻ െ2 ൅ 3 5 ൅ 1

൰, 

тож маємо 

ܣ ൅ ܤ ൌ ቀെ1 4 0
2 1 6

ቁ. 
 

2. Множення матриці на число  ∈ Թ відбувається поелементно: 
 

 ∙ ܣ ൌ  ∙ 

11 12 1

21 22 2
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 
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 
 
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11 12 1

21 22 2
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...

... ... ... ...
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n

n

m m mn

a a a

a a a
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  
  

  

 
 
 
 
 
 

. 

 

Приклад 1.1.2. ܣ ൌ ቀെ1 0 2
3 െ2 5

ቁ,  ൌ െ3,  ∙ ܣ ൌ? 

Розв’язок: 

 ∙ ܣ ൌ െ3 ∙ ቀെ1 0 2
3 െ2 5

ቁ ൌ ൬
െ3 ∙ ሺെ1ሻ െ3 ∙ ሺ0ሻ െ3 ∙ 2
െ3 ∙ 3 െ3 ∙ ሺെ2ሻ െ3 ∙ 5

൰, 

 ∙ ܣ ൌ ቀ 3 0 െ6
െ9 6 െ15

ቁ. 

3. Множення матриць. Матриці ܣ	та	ܤ можна множити тоді і тільки 
тоді, коли кількість стовпчиків першої матриці, ܣ, дорівнює кількості 
рядків другої матриці, ܤ. Тобто якщо матриця ܣ має розмір ݉ ൈ ݊, а мат-
риця ܤ െ розмір	ݍ ൈ ܣ тоді існує добуток	,݌ ∙ ݊ якщо ,ܤ ൌ  ,відповідно ,ݍ
матриця ܣ ∙ ݉ має розмір	ܤ ൈ  Якщо кількість стовпчиків першої .݌
матриці не дорівнює кількості рядків другої матриці (тобто ݊ ്  тоді ,(ݍ
добуток матриць ܣ ∙ ܣ не існує. Тож, якщо існує ܤ ∙ -відповідно, пере ,ܤ
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множити ܤ ∙  можна не у всіх випадках. Також потрібно зауважити, якщо ܣ
матриці ܣ	та	ܤ െ квадратні та мають однаковий розмір, то завжди існують 
добутки ܣ ∙ ܤ та ܤ ∙  .ܣ

Якщо існує добуток матриці ܣ розміру 		݉ ൈ ݊	 та матриці ܤ розміру 
݊ ൈ ܥ тобто) ܥ то дорівнює матриці ,	݌ ൌ ܣ ∙ ݉ розміру (ܤ ൈ  :причому ,݌

 

ܣ ∙ ܤ ൌ 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn
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 
 
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









mpmm

p

p

ccc
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............
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...

21

22221

11211

, 

 

тоді елементи ܿ௜௝ матриці ܥ знаходимо за правилом «рядок на стовпчик»: 
 

ܿ௜௝ ൌ ෍ܽ࢑࢏ ∙ ࢐࢑ܾ

࢔

௞ୀଵ

. 

 

Зауваження: Для квадратних матриць ܣ	та	ܤ добуток ܣ ∙  ,існує ܤ
якщо матриці ܣ	та	ܤ однакового розміру. В частинному випадку, коли 
матриці ܣ	та	ܤ	мають розмір 2 ൈ 2,  

 

ܣ ൌ ቀ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

ቁ , ܤ ൌ ൬
ܾଵଵ ܾଵଶ
ܾଶଵ ܾଶଶ

൰, 
 

їх добуток має вигляд: 
 

ܣ ∙ ܤ ൌ ቀ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

ቁ ∙ ൬
ܾଵଵ ܾଵଶ
ܾଶଵ ܾଶଶ

൰ ൌ ൬
ܽଵଵܾଵଵ ൅ ܽଵଶܾଶଵ ܽଵଵܾଵଶ ൅ ܽଵଶܾଶଶ
ܽଶଵܾଵଵ ൅ ܽଶଶܾଶଵ ܽଶଵܾଵଶ ൅ ܽଶଶܾଶଶ

൰. 
 

Приклад 1.1.3. Обчислити ܣ ∙ ܤ та ܤ ∙  .де це можливо ,ܣ
 

a)	ܣ ൌ ቀ1 െ2
3 5

ቁ , ܤ ൌ ቀ2 1
7 െ3

ቁ. 
 

b) ܣ ൌ ቀ 1 2 3
െ4 5 െ6

ቁ , ܤ ൌ ൭
0 െ2
1 4
3 െ5

൱. 

 

c)  ܣ ൌ ൭
3
െ2
11
൱ , ܤ ൌ ሺെ1 4 7ሻ. 

 

Розв’язок: 
a) ܣ	та	ܤ െ квадратні матриці розміру 2 ൈ 2, відповідно існують 

обидва добутки, ܣ ∙ ܤ та ܤ ∙  :ܣ
 

ܣ ∙ ܤ ൌ ቀ1 െ2
3 5

ቁ ∙ ቀ2 1
7 െ3

ቁ ൌ	

ൌ ൬
1 ∙ 2 ൅ ሺെ2ሻ ∙ 7 1 ∙ 1 ൅ ሺെ2ሻ ∙ ሺെ3ሻ
3 ∙ 2 ൅ 5 ∙ 7 3 ∙ 1 ൅ 5 ∙ ሺെ3ሻ

൰ ൌ ቀെ12 7
41 െ12

ቁ. 
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ܤ ∙ ܣ ൌ ቀ2 1
7 െ3

ቁ ∙ ቀ1 െ2
3 5

ቁ ൌ	

ൌ ൬
2 ∙ 1 ൅ 1 ∙ 3 2 ∙ ሺെ2ሻ ൅ 1 ∙ 5

7 ∙ 1 ൅ ሺെ3ሻ ∙ 3 7 ∙ ሺെ2ሻ ൅ ሺെ3ሻ ∙ 5
൰ ൌ ቀ 5 1

െ2 െ29
ቁ. 

b) Матриця ܣ має розмір 2 ൈ 3, а	матриця	ܤ െ 3 ൈ 2, тобто кількість 
стовпчиків першої матриці, ܣ, дорівнює кількості рядків другої матриці, 
ܣ відповідно, існує добуток ,ܤ ∙ ܤ Щодо добутку .ܤ ∙  кількість стовпчиків :ܣ
першої матриці, ܤ, дорівнює кількості рядків другої матриці ܣ, відповідно, 
й добуток ܤ ∙  :також існує ܣ

ܣ ∙ ܤ ൌ ቀ 1 2 3
െ4 5 െ6

ቁ ∙ ൭
0 െ2
1 4
3 െ5

൱ ൌ 

ൌ ൬
1 ∙ 0 ൅ 2 ∙ 1 ൅ 3 ∙ 3 1 ∙ ሺെ2ሻ ൅ 2 ∙ 4 ൅ 3 ∙ ሺെ5ሻ

െ4 ∙ 0 ൅ 5 ∙ 1 ൅ ሺെ6ሻ ∙ 3 െ4 ∙ ሺെ2ሻ ൅ 5 ∙ 4 ൅ ሺെ6ሻ ∙ ሺെ5ሻ
൰ ൌ	

ൌ ቀ 11 െ9
െ13 58

ቁ. 

Добуток ܤ ∙  .пропонуємо обчислити самостійно ܣ
c) Матриця ܣ має розмір 3 ൈ 1, а	матриця	ܤ െ розмір	1 ൈ 3, тобто 

кількість стовпчиків першої матриці, ܣ, дорівнює кількості рядків другої 
матриці, ܤ, відповідно існує добуток ܣ ∙ ܤ Щодо добутку .ܤ ∙  кількість :ܣ
стовпчиків першої матриці, ܤ, дорівнює, кількості рядків другої матриці, 
ܤ відповідно й добуток ,ܣ ∙  :також існує. Тож, обчислюємо ܣ

 

ܣ ∙ ܤ ൌ ൭
3
െ2
11
൱ ∙ ሺെ1 4 7ሻ ൌ ቌ

3 ∙ ሺെ1ሻ 3 ∙ 4 3 ∙ 7
ሺെ2ሻ ∙ ሺെ1ሻ ሺെ2ሻ ∙ 4 ሺെ2ሻ ∙ 7
11 ∙ ሺെ1ሻ 11 ∙ 4 11 ∙ 7

ቍ ൌ 

ൌ ൭
െ3 12 21
2 െ8 െ14

െ11 44 77
൱, 

ܤ ∙ ܣ ൌ ሺെ1 4 7ሻ ∙ ൭
3
െ2
11
൱ ൌ ൫ሺെ1ሻ ∙ 3 ൅ 4 ∙ ሺെ2ሻ ൅ 7 ∙ 11൯ ൌ ሺ66ሻ. 

4. Транспонована матриця ்ܣ до матриці ܣ, яку отримують, змі-
нивши місцями відповідні рядки та стовпчики:  

 

ܣ ൌ 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

,   тоді  ்ܣ ൌ

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

. 
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Приклад 1.1.4.  Дано ܣ ൌ ቀെ1 0 2
3 െ2 5

ቁ. Записати ்ܣ. 
 

Розв’язок: Міняємо місцями стовпчики та рядки матриці ܣ, зараз 
стовпчики мають вигляд: 

 

െ1
	3
;			 	0
െ2

;		 2
	5

; 
 

записуємо матрицю ்ܣ, де стовпчики стають рядками, відповідно: 
 

൭
െ1 3
0 െ2
2 5

൱ ൌ  .்ܣ

 

5. Елементарні перетворення над рядками (стовпчиками) мат-
риці – це виконання наступних дій над рядками або стовпчиками матриць: 

– поміняти місцями паралельні ряди (стовпчики) матриці; 
– помножити всі елементи ряду (стовпчика) на одне і те саме дійсне 
число; 
– додати до елементів ряду (стовпчика) лінійну комбінацію відпо-
відних елементів паралельного ряду (стовпчика). 
Кажуть, що матриця ܤ еквівалентна до матриці ܣ, якщо матрицю ܤ 

було отримано з матриці ܣ шляхом елементарних перетворень над ряд-
ками або стовпчиками матриці ܣ. Позначається наступним чином: ܤ~ܣ. 

Приклад 1.1.5. Розглянемо дві матриці ܣ та ܤ: 
 

ܣ ൌ ቀ 1 2 3
െ4 5 െ6

ቁ , ܤ ൌ ቀ1 2 3
0 13 6

ቁ. 
 

Розв’язок: Матрицю ܤ можна отримати з матриці ܣ за допомогою 
елементарного перетворення, а саме, якщо до всіх елементів першого 
рядка матриці ܣ додати відповідні елементи 2 рядка матриці ܣ, помножені 
на 4, елементи першого рядка матриці ܣ залишаємо без змін: 

ܣ ൌ ቀ 1 2 3
െ4 5 െ6

ቁ~ቀ 1 2 3
െ4 ൅ 4 ∙ 1 5 ൅ 4 ∙ 2 െ6 ൅ 4 ∙ 3

ቁ ൌ		

ൌ ቀ1 2 3
0 13 6

ቁ ൌ  .ܤ

Тобто матриця ܣ перетворилася на матрицю ܤ.	Таким чином, 
матриці ܣ та ܤ є еквівалентними, тобто ܤ~ܣ. 

 
1.2. Визначники 

 
Визначення: Кожній квадратній матриці ܣ, яка має розмір ݊ ൈ ݊, 

можна поставити у відповідність дійсне число det  яке називається ,ܣ
визначником (або детермінантом) матриці ܣ та дорівнює: 



 

Ка
За 

ܣ ൌ ሺܽଵଵ
 

 

Як
 

 

тоді визн
 

 

Об
схемою:

 

 

Ро
Мі

ሺ݊ െ 1ሻ-
викресл

Ал
відповід
є парне 

 

 

Тв
стовпчи

 

det

 

ажуть, що
визначе
ଵሻ, то виз

кщо квадр

начник др

бчисленн
: 

озглянемо
інором		݉
-го поря
ення ݅-го
гебраїчн
дний міно
число, та

вердженн
ика) 

det ܣ ൌ෍

tܣ ൌ෍

௡

௝ୀଵ

о det ܣ െ
нням, як
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ратна ма

ругого по

det ܣ ൌ
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ядку, яки
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ор ݉௜௝, я
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௜௝ܣ ൌ ൜
൅
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ня (розк
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௡

௜ୀଵ
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െ визначн
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першого 
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атриця ܣ

ܣ ൌ

орядку за

ൌ ቚ
ܽଵଵ
ܽଶଵ

ачника д
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൅݉௜௝, якщ
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, , ∀݆: 1 ൑

11 

11 12

21 22

1 2

... ...

n n

a a

a a

a a
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ܣݐ݁݀ ൌ อ
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ=	

ൌ ሺܽଵଵ ∙ ܽଶଶ ∙ ܽଷଷ ൅ ܽଵଶ ∙ ܽଶଷ ∙ ܽଷଵ ൅ ܽଶଵ ∙ ܽଷଶ ∙ ܽଵଷሻ െ 

െሺܽଷଵ ∙ ܽଶଶ ∙ ܽଵଷ ൅ ܽଵଵ ∙ ܽଷଶ ∙ ܽଶଷ ൅ ܽଷଷ ∙ ܽଶଵ ∙ ܽଵଶሻ. 
 

Приклад 1.2.2. Знайдемо ݀݁ܣݐ, де матриця ܣ з попереднього 
прикладу 1.2.1. 

Розв’язок: 
 

ܣݐ݁݀ ൌ อ
െ3 1 2
0 െ1 4
െ2 5 7

อ ൌ ሺെ3 ∙ ሺെ1ሻ ∙ 7 ൅ ሺെ2ሻ ∙ 1 ∙ 4 ൅ 0 ∙ 5 ∙ 2ሻ െ 

െ൫ሺെ2ሻ ∙ ሺെ1ሻ ∙ 2 ൅ ሺെ3ሻ ∙ 5 ∙ 4 ൅ 0 ∙ 1 ∙ 7൯ ൌ 21 െ 8 ൅ 0 െ 4 ൅ 60 െ 0 ൌ 69. 

Якщо матриця ܣ така, що ݀݁ܣݐ ് 0, тоді матрицю ܣ називають неви-
родженою. У випадку, коли ݀݁ܣݐ ൌ 0, кажуть, що матриця ܣ െ 	вироджена. 

Нехай матриця ܣ െ квадратна матриця розміру ݊ ൈ ݊, тоді матриця 
 :якщо виконано ,ܣ ଵ називається оберненою матрицею до матриціିܣ

 

ܣ ∙ ଵିܣ ൌ ଵିܣ ∙ ܣ ൌ  ,ܧ
 

де матриця ܧ െ одинична матриця такого ж розміру, як і матриця ܣ. 
Матриця ܣ∗ називається приєднаною (союзною) матрицею до 

матриці А та має вигляд: 
 

∗ܣ ൌ ൭
ଵଵܣ ଶଵܣ ଷଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ ଷଶܣ
ଵଷܣ		 ଶଷܣ ଷଷܣ

൱. 

 

Твердження. Нехай матриця ܣ െ	 невироджена (݀݁ܣݐ ് 0) квадрат-
на матриця розміру ݊ ൈ ݊, тоді існує обернена матриця 	ିܣଵ до матриці ܣ, 
і до того ж тільки одна, та обчислюється за формулою: 

 

Aିଵ ൌ
1

det ܣ
 ,∗ܣ

 

де ܣ∗ െ приєднана (союзна) матриця до матриці ܣ. 
 

Приклад 1.2.3. Дано матрицю ܣ ൌ ൭
1 2 0
3 2 1
0 1 2

൱, обчислити ିܣଵ. 

Зробити перевірку. 
Розв’язок: Обчислюємо ݀݁ܣݐ: 
 

ܣݐ݁݀ ൌ อ
1 2 0
3 2 1
0 1 2

อ ൌ െ9. 
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Згадаємо, що оскільки ݀݁ܣݐ ് 0, то існує обернена матриця до 
матриці ܣ, яка дорівнює: 

 

Aିଵ ൌ
1

det ܣ
 .∗ܣ

 

Обчислюємо приєднану (союзну) матрицю ܣ∗. Для цього знаходимо 
алгебраїчні доповнення ܣ௜௝ всіх елементів матриці ܣ. Нагадаємо, що  

 

௜௝ܣ ൌ ൜
൅݉௜௝, ݅ ൅ ݆ ൌ 2݇	
െ݉௜௝, ݅ ൅ ݆ ൌ 2݇ െ 1 , ݇ ∈ Գ, 

 

де ݉௜௝ െ мінор елемента a୧୨ матриці A, який є визначником ሺ݊ െ 1ሻ-го 
порядку, отриманий з det  шляхом закреслення ݅-го рядка та ݆-го ܣ
стовпчика: 
 

ଵଵܣ ൌ ൅ ቚ2 1
1 2

ቚ ൌ 4 െ 1 ൌ 3, ଵଶܣ ൌ െ ቚ3 1
0 2

ቚ ൌ െሺ6 െ 0ሻ ൌ െ6,	

ଵଷܣ		 ൌ ൅ ቚ3 2
0 1

ቚ ൌ 3 െ 0 ൌ 3.	 

Так само обчислюємо інші алгебраїчні доповнення: 
 

ଶଵܣ ൌ െ ቚ2 0
1 2

ቚ ൌ െ4, ଶଶܣ ൌ ൅ ቚ1 0
0 2

ቚ ൌ 2, ଶଷܣ ൌ െ ቚ1 2
0 1

ቚ ൌ െ1,	 

ଷଵܣ ൌ ൅ ቚ2 0
2 1

ቚ ൌ 2, ଷଶܣ ൌ െ ቚ1 0
3 1

ቚ ൌ െ1, ଷଷܣ ൌ ൅ ቚ1 2
3 2

ቚ ൌ െ4. 

Записуємо приєднану (союзну) матрицю: 
 

∗ܣ ൌ ൭
3 െ4 2
െ6 2 െ1
3 െ1 െ4

൱. 

 

Далі отримаємо обернену матрицю: 
 

ଵିܣ ൌ
1

det ܣ
∗ܣ ൌ െ

1
9
൭
3 െ4 2
െ6 2 െ1
3 െ1 െ4

൱, 

 

ଵିܣ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
െ
1
3

4
9

െ
2
9

2
3

െ
2
9

1
9

െ
1
3

1
9

4
9 ی

ۋ
ۋ
ۊ
. 

 

Робимо перевірку: ܣ ∙ ଵିܣ ൌ ଵିܣ або ܧ ∙ ܣ ൌ  ,Перевіримо .ܧ
наприклад, ܣ ∙ ଵିܣ ൌ  :ܧ
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ܣ ∙ ଵିܣ ൌ ܣ ∙
1

det ܣ
∗ܣ ൌ

1
det ܣ

ܣ ∙ ∗ܣ ൌ െ
1
9
൭
1 2 0
3 2 1
0 1 2

൱ ∙ ൭
3 െ4 2
െ6 2 െ1
3 െ1 െ4

൱ ൌ 

 

ൌ െ
1
9
൭
3 െ 12 ൅ 0 െ4 ൅ 4 ൅ 0 2 െ 2 ൅ 0
9 െ 12 ൅ 3 െ12 ൅ 4 െ 1 6 െ 2 െ 4
0 െ 6 ൅ 6 0 ൅ 2 െ 2 0 െ 1 െ 8

൱ ൌ 

 

ൌ െ
1
9
൭
െ9 0 0
0 െ9 0
0 0 െ9

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൌ  .ܧ

 

Зауваження: Якщо матриця ܣ െ невироджена (݀݁ܣݐ ് 0) квадратна 
матриця розміру ݊ ൈ ݊, то існує обернена матриця ିܣଵ, яку також можна 
знаходити за допомогою методу Гаусса. Для цього потрібно записати 
розширену матрицю ̅ܣ у вигляді: 

 

ܣ̅ ൌ ሺܧ|ܣሻ, 
 

де матриця ܧ െ одинична матриця такого ж розміру, що й матриця ܣ. 
Наприклад, нехай матриця ܣ має розмір 3 ൈ 3, тоді розширена 

матриця має вигляд: 
 

൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱. 

 

Далі, застосовуючи елементарні перетворення до рядків розширеної 
матриці (зміна рядків місцями, домноження на одне і те саме число всіх 
елементів рядка, додавання до елементів одного ряда лінійної комбінації 
відповідних елементів іншого рядка (рядків)), маємо привести розширену 
матрицю ̅ܣ до наступного виду: 

 

൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱~ቌ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
ොܽଶଵ ොܽଶଶ ොܽଶଷ
ොܽଷଵ ොܽଷଶ ොܽଷଷ

ቍ. 

 

Тоді матриця, яка знаходиться в лівій частині розширеної матриці, 
й буде оберненою матрицею Aିଵ до матриці A, тобто: 

 

Aିଵ ൌ ቌ
ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
ොܽଶଵ ොܽଶଶ ොܽଶଷ
ොܽଷଵ ොܽଷଶ ොܽଷଷ

ቍ. 

 

Але, зауважимо, що й у цьому випадку потрібно обов’язково зробити 
перевірку, ܣ ∙ Aିଵ ൌ Aିଵ ∙ ܣ ൌ  .ܧ

Приклад 1.2.4. Для матриці ܣ ൌ ൭
1 2 0
3 2 1
0 1 2

൱ із прикладу 1.2.3 обчис-

лити ିܣଵ методом Гаусса. Зробити перевірку. 
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Розв’язок: Запишемо розширену матрицю та зробимо наступні 
елементарні перетворення з рядками розширеної матриці: 

 

൭
1 2 0
3 2 1
0 1 2

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ܫܫܫ ↔ ෫ܫܫ ൭
1 2 0
0 1 2
3 2 1

อ
1 0 0
0 0 1
0 1 0

൱ ܫܫܫ ൅ ܫ ∙ ሺെ3ሻ ൅ ܫܫ ∙ 4෫  

 

~൭
1 2 0
0 1 2
0 0 9

อ
1 0 0
0 0 1
െ3 1 4

൱ :ܫܫܫ 9෫ ൮
1 2 0
0 1 2
0 0 1

ተ

1 0 0
0 0 1

െ
1
3

1
9

4
9

൲~ 

 

ܫܫ െ 2 ∙ ෫ܫܫܫ

ۉ

ۈ
1ۇ 2 0
0 1 0
0 0 1

ተ
ተ

1 0 0
2
3

െ
2
9

1
9

െ
1
3

1
9

4
ی9

ۋ
ۊ
ܫ െ 2 ∙ ෫ܫܫ

ۉ

ۈ
ۈ
1ۇ 0 0
0 1 0
0 0 1ተ

ተ
െ
1
3

4
9

െ
2
9

2
3

െ
2
9

1
9

െ
1
3

1
9

4
9 ی

ۋ
ۋ
ۊ
. 

 

Таким чином, обернена матриця має вигляд, 
 

ଵିܣ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
െ
1
3

4
9

െ
2
9

2
3

െ
2
9

1
9

െ
1
3

1
9

4
9 ی

ۋ
ۋ
ۊ
. 

 

Перевірку ܣ ∙ Aିଵ ൌ Aିଵ ∙ ܣ ൌ  наведено у попередньому			ܧ
прикладі 1.2.3. 

 

ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ 
 

1. Що називають матрицею?  
2. Як визначити розмір матриці?  
3. Які види матриць Ви знаєте? 
4. Яка матриця називається транспонованою? 
5. Сформулюйте правила: додавання матриць, віднімання матриць, 

множення матриці на число. 
6. За яким правилом виконується множення двох матриць? 
7. Які матриці називають еквівалентними? 
8. Для яких матриць існує поняття «визначник»?  
9. Що називають визначником матриці?  
10. Як обчислювати визначники другого та третього порядків? 
11. Сформулюйте основні властивості визначників матриці.  
12. Яку матрицю називають оберненою до даної?  
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Розглянемо випадок, коли система лінійних рівнянь задається квад-
ратною матрицею системи, тоді: 

 

ܣ ൌ 

11

22

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... nn

a

a

a

 
 
 
 
 
 

ܤ , ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
ܾଵ
ܾଶ
ܾଷ…
ܾ௡ی

ۋ
ۊ
, ܺ ൌ

ۉ

ۇ

ଵݔ
ଶݔ
…ଷݔ
ی௡ݔ

 ۊ

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ଵݔଵଵܽۓ ൅ ܽଵଶݔଶ ൅ ܽଵଷݔଷ ൅ ⋯൅ ܽଵ௡ݔ௡ ൌ ܾଵ
ܽଶଵݔଵ ൅ ܽଶଶݔଶ ൅ ܽଶଷݔଷ ൅ ⋯൅ ܽଶ௡ݔ௡ ൌ ܾଶ
ܽଷଵݔଵ ൅ ܽଷଶݔଶ ൅ ܽଷଷݔଷ ൅ ⋯൅ ܽଷ௡ݔ௡ ൌ ܾଷ…
ܽ௡ଵݔଵ ൅ ܽ௡ଶݔଶ ൅ ܽ௡ଷݔଷ ൅ ⋯൅ ܽ௡௡ݔ௡ ൌ ܾ௡

                   (1.3.2) 

 

Матричний метод розв’язку систем лінійних рівнянь. 
Запишемо систему (1.3.2) у матричному вигляді: 
 

ܣ ∙ ܺ ൌ  .ܤ
 

Припустимо, що матриця ܣ െ невироджена (݀݁ܣݐ ് 0), тоді існує 
обернена матриця ିܣଵ до матриці ܣ. Помножимо вираз ܣ ∙ ܺ ൌ  ліворуч ܤ
на ିܣଵ. Потрібно зауважити, що відповідні добутки за правилом мно-
ження матриць існують. Отже, маємо: 

 

ଵିܣ ∙ ܣ ∙ ܺ ൌ ଵିܣ ∙  .ܤ
 

ଵିܣ ∙ ܣ ൌ ܧ			,визначеннямሻ	ሺза	ܧ ∙ ܺ ൌ ܺ. 
 

Відповідно, маємо: 
 

ܺ ൌ ଵିܣ ∙  .ܤ
 

Тож матричний метод розв’язку систем лінійних рівнянь полягає 
у наступному: 

1) Перевірити, чи матриця системи є невиродженою (݀݁ܣݐ ് 0). 
Якщо це виконано, тоді обчислити обернену матрицю до матриці системи. 

2) Обчислити добуток ିܣଵ ∙ ܺ записати матрицю ,ܤ ൌ ଵିܣ ∙  .ܤ
Твердження. У разі, якщо матриця ܣ системи (1.3.2) – невироджена 

ܣݐ݁݀) ് 0), тоді система (1.3.2) має тільки один розв’язок – матрицю ܺ, 
де  ܺ ൌ ଵିܣ ∙   .Отже, ця система є сумісною та визначеною .ܤ

 

Метод Крамера розв’язку систем лінійних рівнянь. 
Нехай матриця ܣ системи (1.3.2) െ невироджена (݀݁ܣݐ ് 0), тоді 

позначимо ݀݁ܣݐ ൌ: ∆, де ∆ െ визначник системи (1.3.2). 
Розглянемо наступні визначники ∆௝ െ допоміжні (додаткові) 

визначники, які мають вигляд: 
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Після цього потрібно здійснити зворотній хід методу Гаусса, а саме 
переписати систему у вигляді: 

 

ቐ
ොܽଵଵݔଵ ൅ ොܽଵଶݔଶ ൅ ොܽଵଷݔଷ ൌ ෠ܾ

ଵ

ොܽଶଶݔଶ ൅ ොܽଶଷݔଷ ൌ ෠ܾ
ଶ

ොܽଷଷݔଷ ൌ ෠ܾ
ଷ

. 

 

Далі, з третього рівняння системи знаходимо ݔଷ: 
 

ଷݔ ൌ
෠ܾ
ଷ

ොܽଷଷ
, ሺ ොܽଷଷ ് 0ሻ. 

 

Потім ݔଷ підставляємо у друге рівняння та знаходимо ݔଶ: 
 

ොܽଶଶݔଶ ൅ ොܽଶଷ
෠ܾ
ଷ

ොܽଷଷ
ൌ ෠ܾ

ଶ, ଶݔ ൌ
෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷ

෠ܾ
ଷ
ොܽଷଷ

ොܽଶଶ
, ሺ ොܽଶଶ ് 0ሻ. 

 

Далі ݔଷ	та ݔଶ підставляємо в перше рівняння системи, щоб знайти ݔଵ. 
Так, отримаємо розв’язок: 

 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ොܽଵଵݔଵ ൅ ොܽଵଶݔଶ ൅ ොܽଵଷݔଷ ൌ ෠ܾ

ଵ

ଶݔ ൌ
෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷ

෠ܾ
ଷ
ොܽଷଷ

ොܽଶଶ
, ොܽଶଶ ് 0

ଷݔ ൌ
෠ܾ
ଷ

ොܽଷଷ
, ොܽଷଷ ് 0

. 

 

Зауваження: При розв’язуванні систем лінійних рівнянь методом 
Гаусса не потрібна перевірка, чи є матриця системи невиродженою  
ܣݐ݁݀) ് 0). Отже, система може бути довільною, тобто або сумісною, або 
несумісною. При виконанні елементарних перетворень над рядками 
розширеної матриці системи можуть виникати наступні випадки: 

1). Наприклад, в ході елементарних перетворень з рядками матриці 
Аഥ вона отримала вигляд: 

 

Аഥ ൌ ൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
ܾଵ
ܾଶ
ܾଷ
൱~ቌ

ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
0 ොܽଶଶ ොܽଶଷ
૙ ૙ ૙

ቮ

෠ܾ
ଵ
෠ܾ
ଶ

෡૜࢈

ቍ. 

 

Тоді це завершує прямий хід методу Гаусса, оскільки останній рядок 
відповідає рівнянню: 

 

0 ∙ ଵݔ ൅ 0 ∙ ଶݔ ൅ 0 ∙ ଷݔ ൌ ෠ܾ
ଷ, ෠ܾଷ ് 0, 

 

яке неможливе. Отже, відповідна система розв’язків не має, тобто є 
несумісною. 
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2). Інша ситуація, коли в ході елементарних перетворень з рядками 
матриці Аഥ вона отримала вигляд:  

 

Аഥ ൌ ൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
ܾଵ
ܾଶ
ܾଷ
൱~ቌ

ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
0 ොܽଶଶ ොܽଶଷ
૙ ૙ ૙

ቮ
෠ܾ
ଵ
෠ܾ
ଶ
૙
ቍ. 

 

Останній рядок відповідає рівнянню, 
 

0 ∙ ଵݔ ൅ 0 ∙ ଶݔ ൅ 0 ∙ ଷݔ ൌ 0,	 
 

що виконується для будь-яких ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ∈ Թ. Це означає, що система має 
безліч розв’язків, тобто є сумісною та невизначеною. В цьому випадку 
останній рядок розширеної матриці Аഥ викреслюють та переходять до 
системи виду: 
 

ቊ
ොܽଵଵݔଵ ൅ ොܽଵଶݔଶ ൅ ොܽଵଷݔଷ ൌ ෠ܾ

ଵ

ොܽଶଶݔଶ ൅ ොܽଶଷݔଷ ൌ ෠ܾ
ଶ

. 
 

Далі, нехай ݔଷ ∈ Թ െ будь-яка фіксована змінна. Далі відбувається 
зворотній хід методу Гаусса. Спочатку виражаємо невідомий ݔଶ: 

 

ቐ
ොܽଵଵݔଵ ൅ ොܽଵଶݔଶ ൅ ොܽଵଷݔଷ ൌ ෠ܾ

ଵ

ଶݔ ൌ
෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷݔଷ
ොܽଶଶ

, ොܽଶଶ ് 0
, 

 

а потім підставляємо отриманий вираз у перше рівняння для отримання 
невідомого ݔଵ: 
 

ොܽଵଵݔଵ ൌ ෠ܾ
ଵ െ ොܽଵଶ ∙

෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷݔଷ
ොܽଶଶ

െ ොܽଵଷݔଷ, ොܽଶଶ ് 0, 

ଵݔ ൌ
1
ොܽଵଵ

ቆ ෠ܾଵ െ ොܽଵଶ ∙
෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷݔଷ
ොܽଶଶ

െ ොܽଵଷݔଷቇ , ොܽଶଶ ് 0, ොܽଵଵ ് 0. 
 

Безліч розв’язків системи можна записати у вигляді: 
 

ܺ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ

1
ොܽଵଵ

ቆ෠ܾଵ െ ොܽଵଶ ∙
෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷݔଷ
ොܽଶଶ

െ ොܽଵଷݔଷቇ

෠ܾ
ଶ െ ොܽଶଷݔଷ
ොܽଶଶ
ଷݔ ی

ۋۋ
ۊ
, ଷݔ∀ ∈ Թ.	 

 

Метод Жордана–Гаусса. 
Припустимо, що матриця ܣ െ невироджена (݀݁ܣݐ ് 0). Метод 

Жордана–Гаусса полягає в переході розширеної матриці Аഥ за допомогою 
елементарних перетворень її рядків (а саме: заміна рядків місцями, 
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2. Знайти обернену матрицю	ିܣଵ.  Обов’язково зробити перевірку. 

3. Записати матричне рівняння ܣ ∙ ܺ ൌ ܺ де ,ܤ ൌ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱, у вигляді 

системи лінійних рівнянь. 
4. Розв’язати отриману систему лінійних рівнянь за допомогою 

матричного методу. 
5. Розв’язати отриману систему лінійних рівнянь за допомогою 

методу Крамера. 
6. Розв’язати отриману систему лінійних рівнянь за допомогою 

методу Гаусса. 
7. Розв’язати отриману систему лінійних рівнянь за допомогою 

методу Жордана–Гаусса. 
Розв’язок: 
1. Обчислимо матриці ܥ ൌ ்ܤ ∙ ܦ ,ܤ ൌ ܤ ∙ ,்ܤ ܩ ൌ ܣ ∙ ܦ ൅  .்ܣ
Зауважимо, що додавати можна лише матриці однакового розміру. 

Добуток матриць А та B можливий за умови, коли кількість стовпців 
матриці А однакова з кількістю рядків матриці B. 

Знайдемо матрицю B୘, записавши відповідний стовпчик рядочком: 
B୘ ൌ ሺെ5 2 െ4ሻ. Матриця-рядок B୘ має розмір 1х3, а матриця-стовп-
чик ܤ має розмір 3х1, тому добутки матриць  ܤ ∙ ்ܤ та ்ܤ ∙   .існують ܤ

Обчислимо відповідні добутки матриць: 
 

ܦ ൌ ܤ ∙ ்ܤ ൌ ൭
െ5
2
െ4

൱ ∙ ሺെ5 2 െ4ሻ ൌ ൭
25 െ10 20
െ10 4 െ8
20 െ8 16

൱ 

ܥ ൌ ்ܤ ∙ ܤ ൌ ሺെ5 2 െ4ሻ ∙ ൭
െ5
2
െ4

൱ ൌ ሺ25 ൅ 4 ൅ 16ሻ ൌ ሺ45ሻ 

Для обчислення матриці ܩ ൌ ܣ ∙ ܦ ൅  спочатку знайдемо добуток ்ܣ
матриць ܣ ∙  мають однаковий ܦ та ܣ який існує, оскільки матриці ,ܦ
розмір 3х3: 

 

ܣ ∙ ܦ ൌ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

൱ ∙ ൭
25 െ10 20
െ10 4 െ8
20 െ8 16

൱ ൌ ൭
െ105 42 െ84
100 െ40 80
30 െ12 24

൱. 

 

Запишемо А்: 
 

А் ൌ ൭
1 2 4
5 െ3 1
െ4 1 െ3

൱. 
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Далі, обчислюємо матрицю ܩ ൌ ܣ ∙ ܦ ൅ А்: 
 

ܩ ൌ ܣ ∙ ܦ ൅ А் ൌ ൭
െ105 42 െ84
100 െ40 80
30 െ12 24

൱ ൅	

൅൭
1 2 4
5 െ3 1
െ4 1 െ3

൱=൭
െ104 44 െ80
105 െ43 81
26 െ11 21

൱. 

Отримали матриці виду:  
 

ܥ ൌ ሺ45ሻ,       ܦ ൌ ൭
25 െ10 20
െ10 4 െ8
20 െ8 16

൱,       ܩ ൌ ൭
െ104 44 െ80
105 െ43 81
26 െ11 21

൱. 

 

2. Знайдемо обернену матрицю	ିܣଵ до матриці ܣ. Спочатку потрібно 
переконатися, чи виконується умова існування оберненої матриці. Для 
цього маємо обчислити визначник матриці 	ܣ: 

Обчислимо визначник за допомогою методу трикутників: 
 

ܣݐ݁݀ ൌ อ
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ ൌ 

ൌ ሺ1 ∙ ሺെ3ሻ ∙ ሺെ3ሻ ൅ 4 ∙ 5 ∙ 1 ൅ ሺെ4ሻ ∙ 2 ∙ 1ሻ െ	

െሺ4 ∙ ሺെ3ሻ ∙ ሺെ4ሻ ൅ 1 ∙ 1 ∙ 1 ൅ ሺെ3ሻ ∙ 2 ∙ 5ሻ ൌ 9 ൅ 20 െ 8 െ 48 െ 1 ൅ 30 ൌ 2. 

Зауваження: Можна також розкласти визначник за першим рядком, 
а саме: 

ܣݐ݁݀ ൌ อ
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ ൌ ܽଵଵܣଵଵ ൅ ܽଵଶܣଵଶ ൅ ܽଵଷܣଵଷ, 

 

де ܣଵଵ,			ܣଵଶ, 		ܣଵଷ – алгебраїчні доповнення елементів ܽଵଵ,			ܽଵଶ,			ܽଵଷ 
відповідно. 
 

ଵଵܣ ൌ ቚെ3 1
1 െ3

ቚ ൌ ଵଶܣ      ,8 ൌ െ ቚ2 1
4 െ3

ቚ ൌ ଵଷܣ		  ,10 ൌ ቚ2 െ3
4 1

ቚ ൌ 14, 
 

ܣݐ݁݀ ൌ อ
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ ൌ 1 ∙ ቚെ3 1
1 െ3

ቚ ൅ 5 ∙ ቀെ ቚ2 1
4 െ3

ቚቁ ൅ ሺെ4ሻ ∙ ቚ2 െ3
4 1

ቚ ൌ 

 

ൌ 1 ∙ 8 ൅ 5 ∙ 10 െ 4 ∙ 14 ൌ 2. 
 

Маємо, що ݀݁ܣݐ ൌ 2	 ് 0, відповідно матриця А є невиродженою. 
Отже, матриця  А має обернену матрицю Aିଵ, яка дорівнює: 

 

Aିଵ ൌ
1

det ܣ
,∗ܣ де	ܣ∗ ൌ ൭

ଵଵܣ ଶଵܣ ଷଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ ଷଶܣ
ଵଷܣ		 ଶଷܣ ଷଷܣ

൱. 
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Обчислимо обернену матрицю Aିଵ. Для цього знайдемо приєднану 
(союзну) матрицю ܣ∗ до матриці А. Так, знайдемо алгебраїчні доповнення 
 :ܽ௜௝. матриці A	 до елементів	௜௝ܣ

 

ଵଵܣ ൌ ቚെ3 1
1 െ3

ቚ ൌ ଵଶܣ      ,8 ൌ െ ቚ2 1
4 െ3

ቚ ൌ ଵଷܣ		  ,10 ൌ ቚ2 െ3
4 1

ቚ ൌ 14, 
 

ଶଵܣ ൌ െ ቚ5 െ4
1 െ3

ቚ ൌ ଶଶܣ   ,11 ൌ ቚ1 െ4
4 െ3

ቚ ൌ ଶଷܣ      ,13 ൌ െ ቚ1 5
4 1

ቚ ൌ 19, 
 

ଷଵܣ ൌ ቚ 5 െ4
െ3 1

ቚ ൌ െ7,    ܣଷଶ ൌ െ ቚ1 െ4
2 1

ቚ ൌ െ9,   ܣଷଷ ൌ ቚ1 5
2 െ3

ቚ ൌ െ13. 
 

Таким чином, маємо приєднану матрицю ܣ∗ виду: 
 

∗ܣ ൌ ൭
8 11 െ7
10 13 െ9
14 19 െ13

൱. 

 

Відповідно, обернена матриця  Aିଵ дорівнює: 
 

Aିଵ ൌ ଵ

ௗ௘௧஺
∙ ∗ܣ ൌ ଵ

ଶ
൭
8 11 െ7
10 13 െ9
14 19 െ13

൱ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
4 ଵଵ

ଶ
െ ଻

ଶ

5 ଵଷ

ଶ
െ ଽ

ଶ

7 ଵଽ

ଶ
െ ଵଷ

ଶ ی

ۋ
ۊ

, 

1A ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
4 ଵଵ

ଶ
െ ଻

ଶ

5 ଵଷ

ଶ
െ ଽ

ଶ

7 ଵଽ

ଶ
െ ଵଷ

ଶ ی

ۋ
ۊ

. 

 

Робимо обовязкову перевірку ܣ ∙ Aିଵ ൌ Aିଵ ∙ ܣ ൌ  :ܧ
 

ܣ ∙ Aିଵ ൌ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

൱ ∙

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
4

11
2

െ
7
2

5
13
2

െ
9
2

7
19
2

െ
13
2 ی

ۋ
ۋ
ۊ
ൌ 

 

ൌ
1
2
∙ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

൱ ∙ ൭
8 11 െ7
10 13 െ9
14 19 െ13

൱ ൌ 

 
 

ൌ
1
2
∙ ൭

8 ൅ 50 െ 56 11 ൅ 65 െ 76 െ7 െ 45 ൅ 52
16 െ 30 ൅ 14 22 െ 39 ൅ 19 െ14 ൅ 27 െ 13
32 ൅ 10 െ 42 44 ൅ 13 െ 57 െ28 െ 9 ൅ 39

൱ ൌ 

 
 

ൌ ଵ

ଶ
∙ ൭
2 0 0
0 2 0
0 0 2

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൌ  .ܧ
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Зауваження: Обернену матрицю можна також знайти за допомогою 
методу Гаусса. Для цього потрібно записати розширену матрицю у вигляді: 

 

൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱. 

 

Далі, застосовуючи елементарні перетворення до рядків розширеної 
матриці (заміна рядків місцями, множення на одне і те саме число усіх 
елементів рядка, додавання до елементів одного рядка лінійну комбінацію 
відповідних елементів іншого рядка (рядків)), маємо перетворити її на 
наступну матрицю: 

 

൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱~ቌ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
ොܽଶଵ ොܽଶଶ ොܽଶଷ
ොܽଷଵ ොܽଷଶ ොܽଷଷ

ቍ. 

 

Тоді матриця, що знаходиться в лівій частині розширеної матриці, 
й буде оберненою матрицею Aିଵ до матриці A, тобто: 

 

Aିଵ ൌ ቌ
ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
ොܽଶଵ ොܽଶଶ ොܽଶଷ
ොܽଷଵ ොܽଷଶ ොܽଷଷ

ቍ. 

 

Зауважемо, що і в цьому випадку потрібно обов’язково зробити 
перевірку ܣ ∙ Aିଵ ൌ Aିଵ ∙ ܣ ൌ  .ܧ

 

3. Запишемо матричне рівняння ܣ ∙ ܺ ൌ ܺ де ,ܤ ൌ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱, у вигляді 

системи лінійних рівнянь. Для цього обчислимо добуток матриць ܣ	та	X 
та дорівнюємо до матриці B: 

 

ܣ ∙ ܺ ൌ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

൱ ∙ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ൭

ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ
ଵݔ4 ൅ ଶݔ െ ଷݔ3

൱ ൌ ܤ ൌ ൭
െ5
2
െ4

൱ 

 

Таким чином, отримаємо систему лінійних рівнянь виду: 
 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ ൌ 2
ଵݔ4 ൅ ଶݔ െ ଷݔ3 ൌ െ4

. 

 

4. Розв’яжемо отриману систему лінійних рівнянь  
 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ ൌ 2
ଵݔ4 ൅ ଶݔ െ ଷݔ3 ൌ െ4

 

 

матричним методом. 
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Запишемо систему лінійних рівнянь у матричному вигляді ܣ ∙ X ൌ B. 
Дана система має єдиний розв’язок, тоді і тільки тоді, коли матриця ܣ 
є невиродженою квадратною матрицею, причому розв’язок системи має 
вигляд: 

 

ܺ ൌ Aିଵ ∙  .ܤ
 

Обернену матрицю Aିଵ	знайдено у п. 2 розрахункової контрольної 
роботи з Теми 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь». Випишемо її: 

 

1A ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
4 ଵଵ

ଶ
െ ଻

ଶ

5 ଵଷ

ଶ
െ ଽ

ଶ

7 ଵଽ

ଶ
െ ଵଷ

ଶ ی

ۋ
ۊ

. 

 

Для зручності перепишемо Aିଵ	 у вигляді: 
 

Aିଵ ൌ
1
2
∙ ൭

8 11 െ7
10 13 െ9
14 19 െ13

൱. 

 

Обчислимо X: 
 

ܺ ൌ Aିଵ ∙ ܤ ൌ
1
2
∙ ൭

8 11 െ7
10 13 െ9
14 19 െ13

൱ ∙ ൭
െ5
2
െ4

൱ ൌ
1
2
∙ ൭
െ40 ൅ 22 ൅ 28
െ50 ൅ 26 ൅ 36
െ70 ൅ 38 ൅ 52

൱ ൌ	

ൌ ଵ

ଶ
∙ ൭
10
12
20
൱ ൌ ൭

5
6
10
൱, 

Хൌ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ൭

5
6
10
൱ або можна записати, що ݔଵ ൌ ଶݔ ,5 ൌ ଷݔ ,6 ൌ 10. 

 

5.  Розв’яжемо отриману систему лінійних рівнянь: 
 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ ൌ 2
ଵݔ4 ൅ ଶݔ െ ଷݔ3 ൌ െ4

, 

 

використовуючи метод Крамера. 
Метод Крамера можна застосувати тільки у випадку, коли матриця 

системи лінійних рівнянь є невиродженою квадратною матрицею. Наша 
система саме така, оскільки ݀݁ܣݐ ൌ 2 (обчислено у п. 2 розрахункової 
контрольної роботи з Теми 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь»). 

Отже, визначник матриці системи ݀݁ܣݐ ൌ ∆ൌ 2. Далі потрібно 
обчислити допоміжні визначники ∆௝, ݆ ൌ 1,2,3.  
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Знаходження розв’язку X ൌ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ системи лінійних рівнянь 

здійснюється за допомогою формул Крамера: 
 

௝ݔ ൌ
∆ೕ
∆

, де jൌ 1,2,3. 
 

Обчислимо ∆௝, де	݆ ൌ 1,2,3: 
 

∆ଵൌ อ
െ5 5 െ4
2 െ3 1
െ4 1 െ3

อ ൌ 10,      ∆ଶൌ อ
1 െ5 െ4
2 2 1
4 െ4 െ3

อ ൌ 12,     

∆ଷൌ อ
1 5 െ5
2 െ3 2
4 1 െ4

อ ൌ 20. 

Отже, розв’язок ݔ௜, ݅ ൌ 1,2,3  системи має вид: 
 

ଵݔ ൌ
∆భ
∆
ൌ ଵ଴

ଶ
ൌ ଶݔ      ,5 ൌ

∆మ
∆
ൌ ଵଶ

ଶ
ൌ ଷݔ     ,6 ൌ

∆య
∆
ൌ ଶ଴

ଶ
ൌ 10. 

 

Відповідь має вигляд: ݔଵ ൌ ଶݔ ,5 ൌ ଷݔ ,6 ൌ 10  або  X ൌ ൭
5
6
10
൱. 

 

6. Розв’яжемо отриману систему лінійних рівнянь: 
 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ ൌ 2
ଵݔ4 ൅ ଶݔ െ ଷݔ3 ൌ െ4

 

 

за допомогою методу Гаусса. 
Для цього потрібно записати розширену матрицю Аഥ системи: 
 

Аഥ ൌ ൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
ܾଵ
ܾଶ
ܾଷ
൱. 

 

Нагадаємо, що прямий хід методу Гаусса полягає в перетворенні 
матриці Аഥ до ступеневого вигляду за допомогою елементарних перетворень 
над рядками матриці Аഥ (а саме, заміна рядків місцями, множення на одне і те 
саме число усіх елементів рядка, додавання до елементів одного рядка 
лінійну комбінацію відповідних елементів іншого рядка (рядків)): 

 

Аഥ ൌ ൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
ܾଵ
ܾଶ
ܾଷ
൱~ቌ

ොܽଵଵ ොܽଵଶ ොܽଵଷ
0 ොܽଶଶ ොܽଶଷ
0 0 ොܽଷଷ

ቮ

෠ܾ
ଵ
෠ܾ
ଶ
෠ܾ
ଷ

ቍ. 

 

Після цього потрібно здійснити зворотній хід. Для цього перепи-
шемо систему у вигляді: 
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ቐ
ොܽଵଵݔଵ ൅ ොܽଵଶݔଶ ൅ ොܽଵଷݔଷ ൌ ෠ܾ

ଵ

ොܽଶଶݔଶ ൅ ොܽଶଷݔଷ ൌ ෠ܾ
ଶ

ොܽଷଷݔଷ ൌ ෠ܾ
ଷ

. 

 

Далі з третього рівняння знаходимо ݔଷ. Потім ݔଷ підставляємо 
у друге рівняння та отримуємо ݔଶ, далі ݔଷ	та ݔଶ підставляємо в перше 
рівняння для знаходження ݔଵ. 

В нашому прикладі розширена матриця Аഥ	 має вигляд, 
 

Аഥ ൌ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ
െ5
2
െ4

൱, 

 

Приведемо цю матрицю до ступеневого вигляду за допомогою 
елементарних перетворень рядків: 

 

൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ
െ5
2
െ4

൱ ІІІ െ 2 ∙ ІІ෫ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
0 7 െ5

อ
െ5
2
െ8

൱ ІІ െ 2 ∙ І෫ ൭
1 5 െ4
0 െ13 9
0 7 െ5

อ
െ5
12
െ8

൱ ෩  

 

13 ∙ ІІІ ൅ 7 ∙ ІІ෫ ൭
1 5 െ4
0 െ13 9
0 0 െ2

อ
െ5
12
െ20

൱. 

 

Далі здійснемо зворотній хід, для цього перепишемо систему 
у вигляді: 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5
െ13ݔଶ ൅ ଷݔ9 ൌ 12

െ2ݔଷ ൌ െ20
. 

 

З третього рівняння отримуємо, що ݔଷ ൌ 10, підставляємо його 
у друге рівняння та маємо: 

 

െ13ݔଶ ൅ ଷݔ9 ൌ 12, ଷݔ ൌ 10 ൌ൐ ଶݔ ൌ 6. 
 

Далі підставляємо ݔଶ та ݔଷ	в перше рівняння системи: 
 

ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5, ଷݔ ൌ 10, ଶݔ ൌ 6, 
 

отримуємо, що ݔଵ ൌ 5. 
Таким чином, маємо наступний розв’язок системи лінійних рівнянь: 
 

൝
ଵݔ ൌ 5
ଶݔ ൌ 6
ଷݔ ൌ 10

		або		X ൌ ൭
5
6
10
൱. 

 

7. Розв’язати отриману систему лінійних рівнянь: 
 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ4 ൌ െ5
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ ൌ 2
ଵݔ4 ൅ ଶݔ െ ଷݔ3 ൌ െ4

 

 

за допомогою методу Жордана–Гаусса. 
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Нагадаємо, що метод Жордана–Гаусса можна застосувати лише, 
коли матриця системи лінійних рівнянь є невиродженою квадратною мат-
рицею (݀݁ܣݐ ് 0). Тож спочатку потрібно обчислити визначник матриці 
системи та переконатися, що він не дорівнює нулю: ݀݁ܣݐ ് 0. Наша 
система саме така, оскільки ݀݁ܣݐ ൌ 2 ് 0, що обчислено у п. 2 розрахун-
кової контрольної роботи з Теми 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь».  

Далі приведемо матрицю Аഥ за допомогою елементарних перетворень 
над її рядками (зміна рядків місцями, добуток на одне і те саме число усіх 
елементів рядка, додавання до елементів одного рядка лінійної комбінації 
відповідних елементів іншого рядка (рядків)), до наступного виду: 

 

Аഥ ൌ ൭
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ
ܾଵ
ܾଶ
ܾଷ
൱~ቌ

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቮ

෠ܾ
ଵ
෠ܾ
ଶ
෠ܾ
ଷ

ቍ. 

 

Після цього записуємо розв’язок системи: х௜ ൌ ෠ܾ
௜, де ݅ ൌ 1,2,3. 

Використаємо результати, які отримали в п. 6 розрахункової 
контрольної роботи з Теми 1 «Матриці. Системи лінійних рівнянь»: 

 

Аഥ ൌ ൭
1 5 െ4
2 െ3 1
4 1 െ3

อ
െ5
2
െ4

൱~൭
1 5 െ4
0 െ13 9
0 0 െ2

อ
െ5
12
െ20

൱ ІІІ ∙ 4,5 ൅ ІІ෫ 	

~൭
1 5 െ4
0 െ13 0
0 0 1

อ
െ5
െ78
10

൱ ІІ: ሺെ13ሻ෫ ൭
1 5 െ4
0 1 0
0 0 1

อ
െ5
6
10
൱~	

І െ 5 ∙ ІІ ൅ 4 ∙ ІІІ෫ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
5
6
10
൱, 

Отже, маємо відповідь  ݔଵ ൌ ଶݔ ,5 ൌ ଷݔ ,6 ൌ 10 або X ൌ ൭
5
6
10
൱. 

 
1.5. Завдання за темою 1  

для самостійної роботи 
 
Задано дві матриці ܣ та ܤ. 
1. Обчислити ܥ ൌ ்ܤ ∙ ܦ ,ܤ ൌ ܤ ∙ ,்ܤ ܩ ൌ ܣ ∙ ܦ ൅  .்ܣ
2. Знайти обернену матрицю	ିܣଵ. Обов’язково зробити перевірку. 

3. Записати матричне рівняння ܣ ∙ ܺ ൌ ܺ де ,ܤ ൌ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱, у вигляді 

системи лінійних рівнянь. 



4. 
5. 

методу К
6. 

методу Г
7. 

методу Ж
Ва
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тему ліні
истему л

истему л

истему л

В №
1 
-3 
-4 

6. 

9 
5 
0 

7. 

5 
7 
10 

8. 

7 
0 
11 

9. 

11 
22 
11 

10.

А 2 «Ве

росторі

направле
оєю дов
нськими л
що точка 
ь (кінцев
Ԧห. 
вектор н
чено. 
вектор д
ий напря
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овжини 

ійних рівн
лінійних

лінійних

лінійних

А 
-3  0 2
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4 2  -3
-2 1 4
3  1  1
-3  5  6
2 -1  1
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з напрямом вектора Ԧܽ при λ ൐ 0 та протилежний напряму вектора Ԧܽ при 
λ ൏ 0. Якщо Ԧܽ ൌ 0 або λ ൌ 0, тоді вектор λ Ԧܽ ൌ 0. 

Додавання векторів. Вектори можна додавати за правилом трикут-
ника або правилом паралелограма: 

 

«Правило трикутника» «Правило паралелограма» 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Два вектори називаються рівними Ԧܽ ൌ 	 ሬܾԦ,	 якщо вони мають рівні 
довжини | Ԧܽ| ൌ 	 หሬܾԦห та однакові напрями.  

Два вектори називаються колінеарними Ԧܽ|| ሬܾԦ, якщо вони розташо-
вані або на паралельних прямих, або на одній прямій. 

Твердження. Для того, щоб два вектори Ԧܽ	та	ሬܾԦ ( Ԧܽ ് 0, ሬܾԦ ് 0) були 
колінеарними Ԧܽ|| ሬܾԦ, необхідно і достатньо, щоб знайшлося таке λ ് 0, 
що  ሬܾԦ ൌ λ Ԧܽ. 

Три вектори Ԧܽ, 	ሬܾሬԦ, 	ሬܿሬԦ у просторі називаються компланарними, якщо 
вони лежать на одній площині або на паралельних площинах. 

Лінійною комбінацією векторів Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, … , Ԧܽ௡ називається вираз 
виду: 

λଵ Ԧܽଵ ൅ λଶ Ԧܽଶ ൅ λଷ Ԧܽଷ ൅ ⋯൅ λ௡	 Ԧܽ௡ ൌ෍λ௜	 Ԧܽ௜

௡

௜ୀଵ

, 

 

де λଵ, λଶ, λଷ, … , λ௡ 	∈ Թ. 
Система векторів ሼ Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, … , Ԧܽ௡ሽ	 називається лінійно залежною, 

якщо: 

෍λ௜	 Ԧܽ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ 0, 

 

де хоча б одне λ௜	 не дорівнює нулю (1 ൑ ݅ ൑ ݊). 
Твердження. Для того, щоб система векторів ሼ Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, … , Ԧܽ௡ሽ була 

лінійно залежною, необхідно і достатньо, щоб один з векторів можна було 
записати у вигляді лінійної комбінації усіх інших векторів. 

 

ሬܾԦ 

Ԧܽ 

Ԧܽ ൅ ሬܾԦ 

ሬܾԦ 

Ԧܽ

ሬܾԦ 

ሬܾԦ 

Ԧܽ ൅ ሬܾԦ 
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Тобто система ሼ Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, … , Ԧܽ௡ሽ െ	лінійно залежна, якщо, наприклад, 
можна знайти такі дійсні μ௜, 2 ൑ ݅ ൑ ݊, що виконано 

 

Ԧܽଵ ൌ෍μ௜	 Ԧܽ௜

௡

௜ୀଶ

. 

 

Система векторів ሼ Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, … , Ԧܽ௡ሽ	 називається лінійно незалежною, 
якщо: 

෍λ௜	 Ԧܽ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ 0 

 

тільки тоді, коли всі λ௜	 дорівнюють нулю (1 ൑ ݅ ൑ ݊ሻ. 
Кажуть, что система векторів ሼ Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, … , Ԧܽ௡ሽ утворює базис, якщо 

це максимальна лінійно незалежна система векторів. 
Твердження: 
1. Будь-які три вектори на площині є лінійно залежними. Будь-які 

чотири вектори у просторі є лінійно залежними. 
2. Будь-які два неколініарні вектори на площині утворюють базис. 
3. Будь-які три некомпланарні вектори у просторі утворюють базис. 
Наслідки: 
1. Якщо у просторі задано чотири вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, Ԧ݀, тоді вони 

є лінійно залежними.  
2. Якщо вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ 	െ некомпланарні, тоді вони утворюють 

базис ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ у просторі. Отже, четвертий вектор Ԧ݀ завжди можна роз-

класти за базисом векторів ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ, тобто знайти такі дійсні числа 

λଵ, λଶ, λଷ, що Ԧ݀ ൌ ଵߣ Ԧܽ ൅ ଶߣ ሬܾԦ ൅ߣଷ Ԧܿ.  
Зауваження: Числа λଵ, λଶ, λଷ називаються координати вектора 

 Ԧ݀ ൌ ଵߣ Ԧܽ ൅ ଶߣ ሬܾԦ ൅ߣଷ Ԧܿ у базисі векторів ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ. 
Розглянемо декартову систему координат у просторі. На коорди-

натних вісях задамо наступні ветори: 
1) вектор ଓԦ, який знаходиться на координатній осі Ox (вісь абцис), 

збігається з додатнім напрямом цієї осі та має довжину |ଓԦ| ൌ 1, відповідно, 
має координати 	ଓԦ	ሺ1; 0; 0ሻ; 

2) вектор ଔԦ, який знаходиться на координатній осі Oy (вісь ординат), 
напрям цього вектора збігається з додатнім напрямом осі Oy та |ଔԦ| ൌ 1, 
відповідно, має координати 	ଔԦ	ሺ0; 1; 0ሻ; 

3) вектор ሬ݇Ԧ,	 який знаходиться на координатній осі Oz (вісь 
аплікат), його напрям збігається з додатнім напрямом осі Oz та หሬ݇Ԧห ൌ 1, 

відповідно, має координати 	 ሬ݇Ԧ	ሺ0; 0; 1ሻ. 
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Можна записати, що вектори ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ 	െ попарно ортогональні, тобто 
взаємно перпендикулярні:  

 

ଓԦ	٣ ଔԦ, ሬ݇Ԧ ٣ ଔԦ, ሬ݇Ԧ ٣ ଓԦ. 
 

Вектори ൛ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧൟ утворюють базис у просторі, який називається 
ортонормованим базисом. 

Будь-який вектор Ԧܽ у просторі можна записати у вигляді розкла-
дання за базисом цих векторів ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ: 

 

Ԧܽ ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ. 
 

Коефіцієнти ܽ௫, ܽ௬, ܽ௭	 називаються координатами вектора Ԧܽ. Зна-
чення ܽ௫, ܽ௬, ܽ௭		є	відповідними	проекціями вектора Ԧܽ на координатні осі. 

Довжина вектора Ԧܽ задається наступним чином: 
 

| Ԧܽ| ൌ ටሺܽ௫ሻଶ ൅ ൫ܽ௬൯
ଶ
൅ ሺܽ௭ሻଶ. 

 

Напрям вектора ࢇሬሬԦ. Нехай ветор Ԧܽ утворює з віссю Ox кут ߙ, 
а з осями Oy та Oz – кути ߚ	та	ߛ відповідно. Тоді мають місце наступні 
рівності: 

cos ߙ ൌ
ܽ௫
| Ԧܽ|

, cos ߚ ൌ
ܽ௬
| Ԧܽ|

, cos ߛ ൌ
ܽ௭
| Ԧܽ|
, 

 

де cos ߙ , cos ߚ , cos ߛ െ направляючі косинуси вектора Ԧܽ. 
Вектор Ԧܽ௘ ൌ cos ߙ ∙ ଓԦ൅ cos ߚ ∙ ଔԦ൅ cos ߛ ∙ ሬ݇Ԧ називається напрямом 

вектора Ԧܽ. Вектор Ԧܽ௘	 є одиничним вектором, тобто | Ԧܽ௘| ൌ 1. Відповідно, 
для направляючих косинусів cos ߙ , cos ߚ , cos   :виконанується рівність ߛ

 

cosଶ ߙ ൅ cosଶ ߚ ൅ cosଶ ߛ ൌ 1. 
 

Рівність векторів. Два вектори Ԧܽ ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ та  	
ሬܾԦ ൌ ܾ௫ଓԦ൅ ܾ௬ଔԦ൅ ܾ௭ ሬ݇Ԧ	 є рівними Ԧܽ ൌ ሬܾԦ тоді і тільки тоді, коли  
ܽ௫ ൌ ܾ௫, ܽ௬ ൌ ܾ௬, ܽ௭ ൌ ܾ௭. Тобто рівні вектори мають відповідні рівні 
координати. 

Множення вектора на дійсне число λ. Нехай є вектор  
 Ԧܽ ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ та λ∈ Թ, тоді вектор ߣ Ԧܽ має вид: 

 

ߣ Ԧܽ ൌ ௫ଓԦ൅ܽߣ ௬ଔԦ൅ܽߣ ௭ܽߣ ሬ݇Ԧ. 
 

Колінеарність векторів. Нагадаємо, що два вектори Ԧܽ та ሬܾԦ колі-
неарні, Ԧܽ|| ሬܾԦ, якщо знайдеться таке ненульове число λ, що ሬܾԦ ൌ ߣ	 Ԧܽ.  

Якщо є вектори: 
 

Ԧܽ ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ,  ሬܾԦ ൌ ܾ௫ଓԦ൅ ܾ௬ଔԦ൅ ܾ௭ ሬ݇Ԧ 
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та вони колінеарні Ԧܽ|| ሬܾԦ, тоді ܽߣ௫ ൌ ܾ௫, ௬ܽߣ ൌ ܾ௬, ௭ܽߣ ൌ ܾ௭. Отже, можна 
записати, що  

Ԧܽ|| ሬܾԦ ൏ൌ൐
ܾ௫
ܽ௫

ൌ
ܾ௬
ܽ௬

ൌ
ܾ௭
ܽ௭
. 

 

Тож колінеарні вектори мають пропорційні координати. 
Зауваження: Якщо вектор ܤܣሬሬሬሬሬԦ	 задається координатами початку – 

точкою ܣሺݔଵ; ;ଵݕ ;ଶݔሺܤ ଵሻ та кінця – точкоюݖ ;ଶݕ  ሬሬሬሬሬԦ можнаܤܣ ଶሻ, тоді векторݖ
записати у вигляді: 

 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሺݔଶ െ ଵሻଓԦ൅ݔ ሺݕଶെݕଵሻଔԦ൅ ሺݖଶെݖଵሻሬ݇Ԧ. 
 

2.2. Добутки веторів.  

Запис добутків у координатах 
 
Скалярний добуток двох векторів ࢇሬሬԦ та ࢈ሬሬԦ. Скалярний добуток 

векторів Ԧܽ	та	ሬܾԦ позначається Ԧܽ ∙ ሬܾԦ або Ԧܽ ሬܾԦ та задається рівністю: 
 

Ԧܽ ሬܾԦ ≝ | Ԧܽ| ∙ ห ሬܾԦห ∙ cos߮, 
 

де ߮ െ кут між векторами Ԧܽ та ሬܾԦ. 
Властивості скалярного добутку векторів: 
1). Ԧܽ ∙ ሬܾԦ ൌ ሬܾԦ ∙ Ԧܽ; 
ߣ .(2 Ԧܽ ∙ ሬܾԦ ൌ ൫ߣ Ԧܽ ∙ ሬܾԦ൯; 

3). ൫ Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯ ∙ Ԧܿ ൌ Ԧܽ ∙ Ԧܿ ൅ ሬܾԦ ∙ Ԧܿ. 
Зауваження: 
1. Якщо вектор Ԧܽ ортогональний вектору ሬܾԦ, тобто  Ԧܽ ٣ ሬܾԦ, тоді Ԧܽ ሬܾԦ ൌ 0.  
Відповідно, для добутків ортів координатних осей ଓԦ	, ଔԦ, ሬ݇Ԧ мають місце 

рівності: 
	ଓԦ	ଔԦ ൌ 0, ሬ݇ԦଔԦ ൌ 0, ሬ݇ԦଓԦ ൌ 0. 

 

2. Якщо розглянути добуток вектора Ԧܽ на самого себе, тоді отри-
муємо, що: 

Ԧܽ ∙ Ԧܽ ൌ | Ԧܽ|ଶ. 
 

Відповідно, однойменні добутки координатних ортів наступні: 
 

ଓԦ	ଓԦ ൌ 1, ଔԦଔԦ ൌ 1, ሬ݇Ԧ ሬ݇Ԧ ൌ 1. 
 

Запис скалярного добутку в координатах. Дано два вектори Ԧܽ та ሬܾԦ, 
де Ԧܽ ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ ൌ ܾ௫ଓԦ൅ ܾ௬ଔԦ൅ ܾ௭ ሬ݇Ԧ, тоді їх скалярний добуток 
дорівнює: 

Ԧܽ ሬܾԦ ൌ ܽ௫ܾ௫ ൅ ܽ௬ܾ௬ ൅ ܽ௭ܾ௭. 
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Геометричне тлумачення. Нехай ߮ െ кут між векторами Ԧܽ та ሬܾԦ, 
тоді за допомогою визначення скалярного добутку косинус цього кута 
можна обчислити за формулою: 

 

cos߮ ൌ
Ԧܽ ሬܾԦ

| Ԧܽ|ห ሬܾԦห
. 

 

Зауваження: Проєкція вектора Ԧܽ на вектор ሬܾԦ та проєкція ሬܾԦ на Ԧܽ 
визначаються наступним чином: 

 

пр௕ሬԦ Ԧܽ ൌ | Ԧܽ| cos߮ , пр௔ሬԦ ሬܾԦ ൌ หሬܾԦห cos߮,	 
 

де ߮ െ кут між векторами Ԧܽ та ሬܾԦ. Якщо врахувати, що cos߮ ൌ ௔ሬԦ௕ሬԦ

|௔ሬԦ|ห௕ሬԦห
, 

тоді проєкції дорівнюватимуть: 
 

пр௕ሬԦ Ԧܽ ൌ
Ԧܽ ሬܾԦ

หሬܾԦห
, пр௔ሬԦ ሬܾԦ ൌ

Ԧܽ ሬܾԦ

| Ԧܽ|
.	 

 

Приклад 2.2.1. Знайти кут між векторами Ԧܽ та ሬܾԦ. Обчислити 
проєкцію вектора Ԧܽ на вектор ሬܾԦ, де Ԧܽ ൌ 3ଓԦെ ଔԦ൅ 2ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ ൌ 2ଓԦെ 3ଔԦ൅ ሬ݇Ԧ. 

Розв’язок. Спочатку обчислюємо скалярний добуток векторів Ԧܽ та ሬܾԦ 
за формулою: 

 

Ԧܽ ሬܾԦ ൌ ܽ௫ܾ௫ ൅ ܽ௬ܾ௬ ൅ ܽ௭ܾ௭, 

Ԧܽ ሬܾԦ ൌ 3 ∙ 2 ൅ ሺെ1ሻ ∙ ሺെ3ሻ ൅ 2 ∙ 1 ൌ 11. 
 

Далі знаходимо довжини векторів Ԧܽ та ሬܾԦ за формулою: 
 

| Ԧܽ| ൌ ටሺܽ௫ሻଶ ൅ ൫ܽ௬൯
ଶ
൅ ሺܽ௭ሻଶ, 

| Ԧܽ| ൌ ඥ3ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 2ଶ ൌ √14, 
หሬܾԦห ൌ ඥ2ଶ ൅ ሺെ3ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ √14. 

 

Знаходимо кут ߮ െ кут між векторами Ԧܽ та ሬܾԦ, за формулою: 
 

cos߮ ൌ
Ԧܽ ሬܾԦ

| Ԧܽ|ห ሬܾԦห
, cos߮ ൌ

11

√14√14
ൌ
11
14

, ߮ ൌ arccos
11
14
. 

 

Далі обчислюємо проєкцію вектора Ԧܽ на вектор ሬܾԦ за формулою: 
 

пр௕ሬԦ Ԧܽ ൌ
Ԧܽ ሬܾԦ

หሬܾԦห
,			пр௕ሬԦ Ԧܽ ൌ

11

√14
ൌ
11√14
14

. 
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Визначник обчислюємо розкладанням за елементами першого рядка. 
Геометричний зміст векторного добутку – це площа паралело-

грама, побудованого на векторах, які утворюють векторний добуток, 
тобто: 

ܵ௔ሬԦ,௕ሬԦ ൌ ห Ԧܽ ൈ ሬܾԦห, 

деܵ௔ሬԦ,௕ሬԦ െ площа паралелограма, побудованого на векторах Ԧܽ та ሬܾԦ. 
Тоді площа трикутника буде обчислюватися також через векторний 

добуток векторів, а саме: 

ܵ∆௔ሬԦ,௕ሬԦ ൌ
1
2
ห Ԧܽ ൈ ሬܾԦห, 

де ܵ∆௔ሬԦ,௕ሬԦ െ площа трикутника, побудованого на векторах Ԧܽ та ሬܾԦ. 
 

Приклад 2.2.2. Знайти вектор Ԧܿ, що дорівнює векторному добутку 
векторів Ԧܽ та ሬܾԦ. Обчислити площу паралелограма, побудованого на 
векторах Ԧܽ та ሬܾԦ, якщо Ԧܽ ൌ 3ଓԦെ ଔԦ൅ 2ሬ݇Ԧ,  ሬܾԦ ൌ 2ଓԦെ 3ଔԦ൅ ሬ݇Ԧ. 

Розв’язок. Спочатку запишемо координати вектора Ԧܿ, який дорівнює 
векторному добутку векторів  Ԧܽ та ሬܾԦ, за формулою: 

 

Ԧܿ ൌ Ԧܽ ൈ ሬܾԦ ൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௬ ܾ௭

ቮ, 

Ԧܿ ൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
3 െ1 2
2 െ3 1

ቮ ൌ ଓԦቚെ1 2
െ3 1

ቚ െ ଔԦቚ3 2
2 1

ቚ ൅ ሬ݇Ԧ ቚ3 െ1
2 െ3

ቚ ൌ 5ଓԦ൅ ଔԦെ 7ሬ݇Ԧ, 

Ԧܿ ൌ 5ଓԦ൅ ଔԦെ 7ሬ݇Ԧ. 

Далі обчислимо площу паралелограма за формулою, ܵ௔ሬԦ,௕ሬԦ ൌ ห Ԧܽ ൈ ሬܾԦห, 
тобто ܵ௔ሬԦ,௕ሬԦ ൌ | Ԧܿ|. Тож знаходимо довжину знайденого вектора Ԧܿ: 

 

| Ԧܿ| ൌ ටሺܿ௫ሻଶ ൅ ൫ܿ௬൯
ଶ
൅ ሺܿ௭ሻଶ ൌ ඥ5ଶ ൅ 1ଶ ൅ ሺെ7ሻଶ ൌ √75 ൌ 5√3, 

ܵ௔ሬԦ,௕ሬԦ ൌ | Ԧܿ| ൌ 5√3	ሺкв. од. ሻ. 
 

Мішаний добуток трьох векторів ࢇሬሬԦ, ࢈ሬሬԦ та ࢉሬԦ. Мішаний добуток 
векторів позначається Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ.  

Визначення. Мішаний добуток трьох векторів Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ визначається 
як орієнтований об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ: 

 

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ≝ േ ௔ܸሬԦ,௕ሬԦ,௖Ԧ,, 
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де знак визначається трійкою, яку утворюють вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, а саме: якщо 
вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ െутворюють «праву трійку», тоді обирають знак «+»; якщо 
вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ െ утворюють «ліву трійку», тоді обирають знак «െ». 

Зазначимо, що трійка некомпланарних (вектори, які не лежать 
в одній площині або в паралельних площинах) векторів Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ є «правою 
трійкою», якщо з кінця третього вектора Ԧܿ найкоротший поворот від 
першого вектора Ԧܽ до другого вектора ሬܾԦ видно проти годинникової 
стрілки. У протилежному випадку трійка векторів Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ називаєтся 
«лівою трійкою». 

Геометричний зміст мішаного добутку векторів – це об’єм парале-
лепіпеда, побудованого на векторах Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, який можна обчислити за 
формулою: 

 

௔ܸሬԦ,௕ሬԦ,௖Ԧ ൌ ቊ
Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ,			якщо	 Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ െ "права трійка" векторів,

െ Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ,			якщо	 Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ െ "ліва трійка" векторів.
 

 

Об’єм піраміди, побудованої на векторах Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, можна обчислити за 
формулою: 

௔ܸሬԦ,௕ሬԦ,௖Ԧ ൌ ൞
൅
1
6
Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ,			якщо	 Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ െ "права трійка" векторів,

െ
1
6
Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ, якщо	 Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ െ "ліва трійка"	векторів.

 

 

Властивості мішаного добутку векторів: 
1. Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ൌ ൫ Ԧܽ ൈ ሬܾԦ൯ ∙ Ԧܿ ൌ Ԧܽ ∙ ൫ሬܾԦ ൈ Ԧܿ൯; 

2. Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ൌ െሬܾԦ Ԧܽ Ԧܿ ൌ െ Ԧܽ ԦܿሬܾԦ; 
3. Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ൌ Ԧܿ Ԧܽ ሬܾԦ ൌ ሬܾԦ Ԧܿ Ԧܽ. 
Зауваження: Якщо вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, െ компланарні (тобто вектори, які 

лежать в одній площині або в паралельних площинах), то маємо: 
 

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ൌ 0. 
 

Критерій некомпланарності трьох векторів. Вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, െ 
некомпланарні тоді і тільки тоді, коли мішаний добуток цих векторів 
Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ не дорівнює нулю, тобто Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ് 0. 

Запис векторного добутку в координатах. Дано три вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ,	 
де Ԧܽ ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ ൌ ܾ௫ଓԦ൅ ܾ௬ଔԦ൅ ܾ௭ ሬ݇Ԧ,	 Ԧܿ ൌ ܿ௫ଓԦ൅ ܿ௬ଔԦ൅ ܿ௭ ሬ݇Ԧ, тоді 

мішаний добуток трьох векторів Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ обчислюємо за формулою: 
 

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ ൌ อ

ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௬ ܾ௭
ܿ௫ ܿ௬ ܿ௭

อ. 
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2.3. Розкладання вектора  

за базисом трьох векторів у просторі 
 
Як вже було зазначено вище, якщо у просторі задано чотири вектори 

Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ, Ԧ݀, то вони є лінійно залежними. Якщо вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ	– неком-
планарні, тоді вони утворюють у просторі базис ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ. Отже, четвертий 

вектор Ԧ݀ можна розкласти за базисом векторів ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ, тобто знайти такі 

дійсні числа λଵ, λଶ, λଷ, що Ԧ݀ ൌ ଵߣ Ԧܽ ൅ ଶߣ ሬܾԦ ൅ߣଷ Ԧܿ.  
Для знаходження таких чисел λଵ, λଶ, λଷ ∈ Թ маємо скласти наступну 

рівність: 
 

ଵߣ Ԧ்ܽ ൅ ଶߣ ሬܾԦ் ൅ߣଷ Ԧ்ܿ ൌ Ԧ்݀, 
 

де Ԧ்ܽ ൌ ൭
ܽ௫
ܽ௬
ܽ௭
൱, ሬܾԦ் ൌ ቌ

ܾ௫
ܾ௬
ܾ௭
ቍ, Ԧ்ܿ ൌ ൭

ܿ௫
ܿ௬
ܿ௭
൱.  

Відповідно, цей вираз можна записати у вигляді системи лінійних 
рівнянь: 

 

ቐ
λଵܽ௫ ൅ λଶܾ௫ ൅ λଷܿ௫ ൌ ݀௫
λଵܽ௬ ൅ λଶܾ௬ ൅ λଷܿ௬ ൌ ݀௬
λଵܽ௭ ൅ λଶܾ௭ ൅ λଷܿ௭ ൌ ݀௭

. 

 

Потрібно зауважити, що оскільки ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ െ базис, то вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ	 
є лінійно незалежними у просторі, а відповідно вони є некомпланарними 
векторами, тож їх мішаний добуток не дорівнює нулю: Ԧܽ	 ሬܾԦ	 Ԧܿ ് 0. А це 
означає, що 

อ

ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௬ ܾ௭
ܿ௫ ܿ௬ ܿ௭

อ ് 0. 

 

Отже, визначник системи лінійних рівнянь ненульовий, оскільки: 
 

ቮ
ܽ௫ ܾ௫ ܿ௫
ܽ௬ ܾ௬ ܿ௬
ܽ௭ ܾ௭ ܿ௭

ቮ ൌ อ

ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௬ ܾ௭
ܿ௫ ܿ௬ ܿ௭

อ , ቮ
ܽ௫ ܾ௫ ܿ௫
ܽ௬ ܾ௬ ܿ௬
ܽ௭ ܾ௭ ܿ௭

ቮ ് 0. 

 

Таким чином, система лінійних рівнянь для визначення λଵ, λଶ, λଷ 
єсумісною та визначеною, а, відповідно, існує тільки один набір чисел 
λଵ, λଶ, λଷ ∈ Թ, що задовольняє цій системі.  

Зазначимо, що розв’язувати задану систему лінійних рівнянь можна 
за допомогою будь-якого з методів, що було наведено в п. 1.3. 
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Зауваження: Обчислювати координати λଵ, λଶ, λଷ вектора Ԧ݀ у базисі 
векторів ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ можна також за допомогою наступних формул: 

 

λଵ ൌ
Ԧ݀ ሬܾԦ Ԧܿ

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ
, λଶ ൌ

Ԧܽ Ԧ݀ Ԧܿ

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ
, λଷ ൌ

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧ݀

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ
. 

 

Приклад розкладання вектора Ԧ݀ за базисом векторів ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ наве-
дено у п. 2.4 «Приклад виконання обов’язкового завдання розрахункової 
контрольної роботи до теми 2 «Вектори»» (завдання 6). 

 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ 

 
1. Що таке вектор?  
2. Як визначаються одиничний та нульовий вектори? 
3. Які вектори називають рівними? Колінеарними? Компланарними? 
4. За якими геометричними правилами можна додавати два вектори?  
5. Як помножити вектор на дійсне число? 
6. Що являють собою координати вектора у просторі?  
7. Як визначити напрям та довжину вектора у просторі?  
8. Як пов’язані координати рівних векторів та координати колі-

неарних векторів? 
9. Як визначити координати вектора, який задано початковою та 

кінцевою точками? 
10. Як визначається скалярний добуток, його властивості, геомет-

ричний зміст? 
11. Як визначається векторний добуток, його властивості, геомет-

ричний зміст? 
12. Як визначається мішаний добуток, його властивості, геомет-

ричний зміст? 
13. Яка система векторів називається лінійно залежною, а яка – 

лінійно незалежною?  
14. Яка максимальна кількість лінійно незалежних векторів є на 

площині, а яка у просторі?  
15. Коли кажуть, що вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ утворюють базис?  
 

2.4. Приклад виконання обов’язкового завдання  

розрахункової контрольної роботи до теми 2 «Вектори» 
 
Дано координати вершин піраміди ܦܥܤܣ: 
 

A B C D 
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Нагадаємо, що координатний запис вектора, який є векторним 
добутком векторів Ԧܽൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇Ԧ та ሬܾԦൌ ܾ௫ଓԦ൅ ܾ௬ଔԦ൅ ܾ௭ ሬ݇Ԧ, визначаємо 
за формулою: 

 

Ԧܽ х ሬܾԦൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௬ ܾ௭

ቮ ൌ ଓԦฬ
ܽ௬ ܽ௭
ܾ௬ ܾ௭

ฬ െ ଔԦቚ
ܽ௫ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௭

ቚ ൅ ሬ݇Ԧ ฬ
ܽ௫ ܽ௬
ܾ௫ ܾ௬

ฬ. 

 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ х ሬሬሬሬሬԦൌܥܣ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
െ2 3 0
െ2 0 6

ቮ ൌ ଓԦቚ3 0
0 6

ቚ െ ଔԦቚെ2 0
െ2 6

ቚ ൅ ሬ݇Ԧ ቚെ2 3
െ2 0

ቚ	=	18ଓԦ൅ 12ଔԦ൅ 6ሬ݇Ԧ, 

 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ х ሬሬሬሬሬԦൌܥܣ 6൫3ଓԦ൅ 2ଔԦ൅ ሬ݇Ԧ൯. 
 

Знайдемо довжину отриманого векторного добутку векторів: 
 

หܤܣሬሬሬሬሬԦ х ሬሬሬሬሬԦหܥܣ ൌ 6ඥ3ଶ ൅ 2ଶ ൅ 1ଶ ൌ 6√14. 
 

Відповідно, площа ܵ∆஺஻஼ трикутника ∆ܥܤܣ дорівнює: 
 

ܵ∆஺஻஼ ൌ
ଵ

ଶ
หܤܣሬሬሬሬሬԦ х ሬሬሬሬሬԦหܥܣ ൌ ଵ

ଶ
6√14 ൌ 3√14	 (кв.од.). 

 

3. Знайдемо довжину медіани ܯܣ трикутника ∆ܥܤܣ. Побудуємо 
точку ܯ – середину відрізка ܥܤ та обчислимо її координати: 

 

ெݔ ൌ ௫ಳା௫಴
ଶ

ெݕ   ; ൌ ௬ಳା௬಴
ଶ

ெݖ    ; ൌ ௭ಳା௭಴
ଶ

. 
 

ெݔ ൌ ଴ା଴

ଶ
ெݕ   ; ൌ ଴ାଷ

ଶ
ெݖ    ; ൌ ଺ା଴

ଶ
. 

 

Відповідно маємо точку ܯቀ0;
ଷ

ଶ
; 3ቁ. 

Далі побудуємо вектор ܯܣሬሬሬሬሬሬԦ та знайдемо його координати та довжину: 
 

ሬሬሬሬሬሬԦܯܣ ൌ ሺ0 െ 2ሻଓԦ൅ ቀ
ଷ

ଶ
െ 0ቁ ଔԦ൅ ሺ3 െ 0ሻሬ݇Ԧ ൌ െ2ଓԦ൅ ଷ

ଶ
ଔԦ൅ 3ሬ݇Ԧ,     ܯܣሬሬሬሬሬሬԦ 	ቀെ2;

ଷ

ଶ
; 3ቁ. 

 

หܯܣሬሬሬሬሬሬԦห ൌ ටሺെ2ሻଶ ൅ ቀ
ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
൅ 3ଶ ൌ √ଵଷ

ଶ
, АМ ൌ √଺ଵ

ଶ
. 

 

4. Знайдемо направляючі косинуси вектора ܤܣሬሬሬሬሬԦ за формулами: 
 

ߙݏ݋ܿ ൌ
ܽ௫
| Ԧܽ|

, ߚݏ݋ܿ ൌ
ܽ௬
| Ԧܽ|

, ߛݏ݋ܿ ൌ
ܽ௭
| Ԧܽ|
. 

 

ሬሬሬሬሬԦൌܤܣ െ2ଓԦ൅ 3ଔԦ,   або   ܤܣሬሬሬሬሬԦ 	 ሺെ2; 3; 0ሻ,  หܤܣሬሬሬሬሬԦห ൌ √13 
 

ߙݏ݋ܿ ൌ െ ଶ

√ଵଷ
ߚݏ݋ܿ  , ൌ ଷ

√ଵଷ
ߛݏ݋ܿ   ,  ൌ 0. 

 

5. Обчислимо об’єм піраміди ܦܥܤܣ. Для цього  побудуємо піраміду 
  .ሬሬሬሬሬԦ, як показано на рис. 7ܦܣ  ሬሬሬሬሬԦ  йܥܣ  ,ሬሬሬሬሬԦܤܣ   та позначимо вектори ܦܥܤܣ
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що б
утвор

ву трійку
рмулою:

Ԧܽ∙ ሬܾԦ∙ Ԧܿ ൌ

ектори ܣሬ

рів ܤܣሬሬሬሬሬԦ та
еми 2 «В

ൌ െ2ଓԦ൅
ൌ െ2ଓԦ൅ 6

ати векто

െ 0ሻଔԦ൅

шаний до

«прав
обчис
знак «

஺ܸ஻஼஽

базис
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Нагадає
ї на векто

 

ൌ ܽ௫ଓԦ൅ ܽ

ачаємо за

ሬܾԦ∙ Ԧܿ – мі
береться 
рюють «
у вектор
 

ൌ อ

ܽ௫ ܽ
ܾ௫ ܾ
с௫ с

 ,ሬሬሬሬሬԦܥܣ ,ሬሬሬሬሬԦܤܣ

а ܥܣሬሬሬሬሬԦ бул
Вектори»:

3ଔԦ або ܤܣሬሬሬሬ

6ሬ݇Ԧ або ܣሬሬሬ

ора ܦܣሬሬሬሬሬԦ: 

ሺ8 െ 0ሻሬ݇Ԧ

обуток ве

∙ሬሬሬሬሬԦܤܣ ሬܣ

Вектори
ву трійку
слення о
«+»: 

 

஽ ൌ ൅
ଵ

଺
ሬሬܣ

 

6. Знайд
сом вект

ємо, що 
орах: 

ܽ௬ଔԦ൅ ܽ௭ ሬ݇

Ԧܿൌ ܿ௫ଓԦ൅

а формул

௔ܸ௕௖ ൌ

ішаний д
зі знак

«праву т
рів». Міш

ܽ௬ ܽ௭
௬ ܾ௭
௬ с௭

. อ

ሬሬሬሬሬԦ утܦܣ

ло знайд
: 

ሬሬԦܤ 	 ሺെ2; 3
СሬሬሬԦܣ 	 ሺെ2; 0

Ԧ݇ ൌ 3ଔԦ൅ 8

екторів ܣሬሬ

ሬሬሬሬሬԦܥܣ ሬሬሬሬሬԦൌܦܣ∙

и ܤܣሬሬሬሬሬԦ, ܣሬ
у вектор
об’єму п

∙ሬሬሬሬԦܤܣ ሬሬሬሬሬԦܥܣ ሬሬሬܣ∙

демо роз
орів ൛ܣܦሬሬሬሬሬԦ

об’єм пі

ሬ݇Ԧ,  ሬܾԦൌ ܾ௫
൅ ܿ௬ଔԦ൅ ܿ௭
лою: 

േ
1
6
Ԧܽ∙ሬܾԦ∙

добуток в
ом  «+»
трійку в
шаний д

ворюють

ено в п. 

3; 0ሻ, 
0; 6ሻ. 

8ሬ݇Ԧ або ܣሬሬሬ

ሬሬሬሬሬԦ тܥܣ  ,ሬሬሬሬԦܤܣ

อ
െ2 3
െ2 0
0 3

 

 ሬሬሬሬሬԦ таܥܣ
рів», тод
піраміди 

ሬሬሬԦൌܦ
ଵ

଺
∙ 84

зкладанн
,Ԧܣ ,ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ ሬሬሬሬሬԦܥܦ

іраміди, 

௫ଓԦ൅ ܾ௬ଔԦ൅

ܿ௭ ሬ݇Ԧ, 

Ԧܿ 

векторів 
», якщо 
векторів»
добуток 

ь «праву

1 розрах

ሬሬሬԦܦܣ 	 ሺ0; 3;

та ܦܣሬሬሬሬሬԦ: 
0
6
8
อ=84.

ሬሬሬሬሬԦ утвܦܣ
ді в форм
о ܦܥܤܣ

4 ൌ 14	 (к

ня вектор
Ԧൟ та перܥ

побудо-

൅ ܾ௭ ሬ݇Ԧ, 

Ԧܽ,			 ሬܾԦ, Ԧܿ,
Ԧܽ,			 ሬܾԦ, Ԧܿ

», та зі
векторів

у трійку

хункової

8ሻ. 

 

ворюють
мулі для
обираємо

куб. од.).

ра ܤܣሬሬሬሬሬԦ за
ревіримо,

-

,  
Ԧܿ 
і 
в 

у 

ї 

ь 
я 
о 

а 
, 
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що вектори ܣܦሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ  ሬሬሬሬሬԦ утворюють базис. Для цього побудуємо векториܥܦ
 :ሬሬሬሬሬԦ (див. рис. 8) та визначимо їхні координати. Нехайܥܦ ,ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ ,ሬሬሬሬሬԦܣܦ ,ሬሬሬሬሬԦܤܣ

 

Ԧ݀: ൌ ሬሬሬሬሬԦ,  Ԧ݀ܤܣ ൌ െ2ଓԦ൅ 3ଔԦ, 
 

Ԧܽ: ൌ ሬሬሬሬሬԦൌܣܦ െܦܣሬሬሬሬሬԦ,  Ԧܽൌ െ3ଔԦെ 8ሬ݇Ԧ, 
 

ሬܾԦ≔ ሬሬሬሬሬሬԦൌܤܦ ሺ0 െ 2ሻଓԦ൅ ሺ3 െ 3ሻଔԦ൅ ሺ0 െ 8ሻሬ݇Ԧ ൌ 	െ2ଓԦെ 8ሬ݇Ԧ, 
 

Ԧܿ ≔ ሬሬሬሬሬԦൌܥܦ ሺ0 െ 2ሻଓԦ൅ ሺ0 െ 3ሻଔԦ൅ ሺ6 െ 8ሻሬ݇Ԧ ൌ 	െ2ଓԦെ 3ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ, 
 

Тож маємо Ԧ݀	ሺെ2; 3; 0ሻ, Ԧܽ 	 ሺ0; െ3;െ8ሻ, ሬܾԦ ሺെ2; 0;െ8ሻ, Ԧܿሺെ2;െ3;െ2ሻ. 
 

Розкладемо вектор ܤܣሬሬሬሬሬԦ за базисом векторів ൛ܣܦሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ  ሬሬሬሬሬԦൟ. Для цьогоܥܦ

необхідно записати вектор Ԧ݀ у вигляді: 
 

,ଵߣ∃ ,ଶߣ ଷߣ ∈ Թ:  Ԧ݀ ൌ ଵߣ Ԧܽ ൅ ଶߣ ሬܾԦ ൅ߣଷ Ԧܿ. 
 

Спочатку обов’язково маємо перевірити, чи утворюють вектори 
൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ базис.  

Нагадаємо, що вектори ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ утворюють базис у метричному 

просторі Թ 3, якщо Ԧܽ, ሬܾԦ, 	ሬܿሬԦ є лінійно незалежними векторами. Вектори  
Ԧܽ,	ሬܾሬԦ, Ԧܿ є лінійно незалежними векторами тоді і тільки тоді, коли Ԧܽ∙ ሬܾԦ∙ Ԧܿ ് 0, 
тобто вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ не є компланарними. 

Тож обчислимо мішаний добуток векторів Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ	: 
 

Ԧܽ∙ ሬܾԦ∙ Ԧܿ ൌ อ
0 െ3 െ8
െ2 0 െ8
െ2 െ3 െ2

อ ൌ െ84 ് 0. 

 

Отже, вектори Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ є лінійно незалежними, тож утворюють  базис 

൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ в Թ 3. До того ж, можемо записати, що: 
 

∃! ,ଵߣ ,ଶߣ ଷߣ ∈ Թ: Ԧ݀ ൌ ଵߣ Ԧܽ ൅ ଶߣ ሬܾԦ ൅ߣଷ Ԧܿ. 
 

Нагадаємо, що для знаходження ߣଵ, ,ଶߣ   необхідно перейти до	ଷߣ
системи лінійних рівнянь: 

 

ቐ
ܽ௫ߣଵ ൅ ܾ௫ߣଶ ൅ с௫ߣଷ ൌ ݀௫
ܽ௬ߣଵ ൅ ܾ௬ߣଶ ൅ с௬ߣଷ ൌ ݀௬
ܽ௭ߣଵ ൅ ܾ௭ߣଶ ൅ с௭ߣଷ ൌ ݀௭

. 

 

Зауважимо, що визначник det  :матриці цієї системи дорівнює 	ܣ
 

det ܣ ൌ อ

ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭
ܾ௫ ܾ௬ ܾ௭
с௫ с௬ с௭

อ, 

 

det ܣ ൌ Ԧܽ∙ሬܾԦ∙ Ԧܿ. 
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Вище було показано, що якщо ൛ Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿൟ утворюють базис в Թ3, то 

Ԧܽ∙ ሬܾԦ∙ Ԧܿ ് 0. Отже, відповідно й det ܣ ് 0. А це означає, що наведена 
система лінійних рівнянь має тільки один розв’язок: 

 

∃! ,ଵߣ ,ଶߣ ଷߣ ∈ Թ 
 

та може бути розв’язана за допомогою будь-якого методу розв’язку 
систем лінійних рівнянь: матричний метод, метод Крамера, метод Гаусса, 
метод Жордана–Гаусса. 

У нашому прикладі система лінійних рівнянь має наступний вид: 
 

൝
െ2ߣଶ െ ଷߣ2 ൌ െ2
െ3ߣଵ െ ଷߣ3 ൌ 3

െ8ߣଵ െ ଶߣ8 െ ଷߣ2 ൌ 0.
 

 

Застосуємо метод Гаусса, який описано в п. 1.3 «Системи лінійних 
рівнянь та методи їх розв’язку». Для цього запишемо розширену матрицю 
системи Аഥ: 

 

Аഥ ൌ ൭
0 െ2 െ2
െ3 0 െ3
െ8 െ8 െ2

อ
െ2
3
0
൱. 

 

Виконуючи низку елементарних перетворень з рядками матриці Аഥ 
(прямий хід), маємо: 

 

Аഥ ൌ ൭
0 െ2 െ2
െ3 0 െ3
െ8 െ8 െ2

อ
െ2
3
0
൱~൭

0 1 1
1 0 1
െ4 െ4 െ1

อ
1
െ1
0
൱~൭

1 0 1
0 1 1
െ4 െ4 െ1

อ
െ1
1
0
൱~ 

 

~൭
1 0 1
0 1 1
0 െ4 3

อ
െ1
1
െ4

൱~൭
1 0 1
0 1 1
0 0 7

อ
െ1
1
0
൱. 

 

Здійснимо зворотній хід, записавши систему у виді: 
 

൝
ଷߣ ൌ 0

ଶߣ ൅ ଷߣ ൌ 1
ଵߣ ൅ ଷߣ ൌ െ1

ൌ൐ ൝
ଷߣ ൌ 0
ଶߣ ൌ 1
ଵߣ ൌ െ1

. 

 

Відповідно, маємо  Ԧ݀ ൌ െ Ԧܽ ൅ሬܾԦ або ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ െܣܦሬሬሬሬሬԦ ൅  .ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ
 

2.5. Завдання за темою 2  

для самостійної роботи 
 

Дано точки ܣ, ,ܤ ,ܥ  За допомогою методів векторної алгебри .ܦ
виконати наступні завдання: 

1. Обчислити скалярний добуток векторів ܤܣሬሬሬሬሬԦ∙ܥܣሬሬሬሬሬԦ; кут між ребрами 
AB та AC; проєкцію вектора ܤܣሬሬሬሬሬԦ на вектор ܥܣሬሬሬሬሬԦ. Зробити рисунок. 
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2. Обчислити площу грані ܥܤܣ. Зробити рисунок та вказати вектори, 
які було обрано для обчислення площі. 

3. Обчислити довжину медіани ܯܣ трикутника ∆ܥܤܣ. Зробити 
рисунок. 

4. Знайти направляючі косинуси вектора ܤܣሬሬሬሬሬԦ. 
5. Обчислити об’єм піраміди ܦܥܤܣ. Побудувати піраміду в декар-

товій системі координат; обов’язково зобразити вектори, що було обрано 
для обчислення об’єму, а також вказати трійку, яку утворюють ці вектори. 

6. Записати розкладання вектора ܤܣሬሬሬሬሬԦ за базисом векторів 
൛ܣܦሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ ,ሬሬሬሬሬԦܣܦ  ሬሬሬሬሬԦൟ. Обов’язково перевірити, що векториܥܦ ,ሬሬሬሬሬሬԦܤܦ  ሬሬሬሬሬԦ утворюютьܥܦ
базис. Зробити рисунок. 

Варіанти завдань: 
 

№ A B C D 
1. (2;1;2) (-2;3;4) (-6;-3;3) (4;5;-1) 
2. (6;3;3) (-4;5;1) (-2;1;-2) (2;3;-4) 
3. (2;4;6) (-2;5;3) (-2;3;3) (1;4;-3) 
4. (1;4;3) (-2;4;6) (-2;5;-3) (2;3;-3) 
5. (2;3;3) (-1;4;3) (-2;4;-6) (2;5;-3) 
6. (2;5;3) (-2;3;3) (-1;4;-3) (2;4;-6) 
7. (6;2;5) (-2;4;1) (-3;4;-2) (6;3;-1) 
8. (6;3;1) (-6;2;5) (-2;4;-1) (3;4;-2) 
9. (3;4;2) (-6;3;1) (-6;2;-5) (2;4;-1) 
10. (2;4;1) (-3;4;2) (-6;3;-1) (6;2;-5) 
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