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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. У 1960-х роках почався бурхливий розвиток теорiї син-
гулярних граничних режимiв разом iз розвитком теорiї сильно нестацiонарних та
нелiнiйних проблем контрольованого термоядерного синтезу. Перша математична
модель цього процесу була представлена та вивчена у роботi О.А. Самарського та
I.М. Соболя1 у 1963 роцi. Умови на межi областi задачi були сингулярними, тобто
розв’язок на межi мав прямувати до нескiнченостi при наближеннi до деякого часу
𝑇 < ∞. Було виявлено цiкавий ефект просторової локалiзацiї, коли нескiнченiсть
локалiзується у фiксованiй областi бiля межi i не поширюється глибоко всередину
областi задачi.

Усi дослiдження минулого сторiччя були присвяченi знаходженню умов на гра-
ничний режим, при яких має мiсце локалiзацiя розв’язкiв лiнiйних та квазiлiнiй-
них рiвнянь другого порядку в одномiрних та багатомiрних областях, а також ви-
вченню поведiнки розв’язкiв таких задач. Найбiльш вагомi результати були отри-
манi В.О. Галактiоновим, М.В. Змiтренко, С.П. Курдюмовим, О.П. Михайловим,
О.А. Самарським, А.С. Калашнiковим, B.H. Gilding, M.A. Herrero, C. Cortazar,
M. Elgueta та багатьма iншими. Усi дослiдження проводились бар’єрною технiкою
(методом порiвняння). Цей пiдхiд полягає у порiвняннi розв’язкiв задачi з авто-
модельними розв’язками задачi з модельними граничними даними. Багато тру-
днощiв виникало, коли задача не мала автомодельних розв’язкiв i необхiдно було
знаходити iншi шляхи дослiдження, наприклад, метод пошуку наближених авто-
модельних розв’язкiв. У будь-якому випадку цей метод є досить результативним,
хоча i має багато обмежень та не є унiверсальним.

У 1999 роцi А.Є. Шишковим та А.Г. Щелковим2 був запропонований новий
метод дослiдження сингулярних граничних режимiв. Метод енергетичних оцiнок
використовує принципово iнший пiдхiд, що полягає у ефективнiй оцiнцi перетокiв
енергiї у нескiнченiй послiдовностi часових шарiв, якi накопичуються бiля часу
загострення, i не використовує бар’єрних технiк. Вiн є комбiнацiєю декiлькох ме-
тодiв та пiдходiв. А саме, використовує метод апрiорних оцiнок типу Сен-Венана
та нелiнiйний варiант цього методу, а також метод локальних енергетичних оцiнок.

Пiзнiше у серiї робiт В.О. Галактiонова та А.Є. Шишкова (2003–2006) метод
енергетичних оцiнок був розвинутий для широкого класу двiчi нелiнiйних парабо-
лiчних рiвнянь другого порядку та розширений для дослiдження рiвнянь високих
порядкiв. У монографiї3 зiбранi усi основнi принципи та результати, отриманi ме-

1Самарский А.А., Соболь И.М. Примеры численного расчета температурных волн. Ж. вычисл. матем. и

матем. физ. 1963. Т. 3, № 4. С. 702–719.
2Шишков А.Е., Щелков А.Г. Граничные режимы с обострением для общих квазилинейных параболических

уравнений в многомерных областях. Матем. сб. 1999. Т. 190, № 3. С. 447–479.
3Kovalevsky A.A., Skrypnik I.I., Shishkov A.E. Singular Solutions in Nonlinear Elliptic and Parabolic Equations.

De Gruyter Series in Nonlinear Analysis and Applications 24, De Gruyter, Basel, 2016. 435 p.
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тодом енергетичних оцiнок, а саме для широкого класу рiвнянь отримано точнi
умови локалiзацiї граничних режимiв.

Дисертацiйна робота присвячена розвиненню метода енергетичних оцiнок для
дослiдження поведiнки розв’язкiв бiля областi сингулярностi. Основною метою
було отримати точнi оцiнки розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь для
рiзних класiв граничних режимiв, дослiдити залежнiсть поведiнки розв’язку вiд
характеру загострення на межi. При цьому, цiкавим та дуже важливим наслiдком
отриманих оцiнок стала можливiсть дослiдження рiвнянь з потенцiалом абсорб-
цiї та великих розв’язкiв таких рiвнянь, тобто таких, що приймають нескiнченi
значення на всiй параболiчнiй областi задачi.

Великi розв’язки є актуальним об’єктом дослiдження та активно вивчаються
в останнi роки. Питання iснування та поведiнки великих розв’язкiв лiнiйних та
напiвлiнiйних рiвнянь дослiджується багатьма вiдомими вченими зi всього свiту,
а саме L. Veron4, W. Al Sayed5, M. Marcus6, А.Є. Шишков7, C. Bandle, G. Diaz,
J.I. Diaz8, Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik9 та iншi.

В дисертацiйнiй роботi дослiджуються двiчi нелiнiйнi рiвняння з виродженим
потенцiалом абсорбцiї. Основною метою в цьому напрямку було дослiдження по-
ведiнки слабких розв’язкiв описаних рiвнянь та отримання оцiнок зверху для них
в залежностi вiд характеру виродження потенцiалу абсорбцiї. Такi результати є
безумовно актуальними, оскiльки вони розширюють iснуючi результати на бiльш
широкий клас рiвнянь.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйну роботу виконано у вiддiлi нелiнiйного аналiзу та рiвнянь математичної фi-
зики Iнституту прикладної математики та механiки НАН України у вiдповiдностi
до тематики прiоритетних дослiджень вiддiлу та в рамках державних науково-
дослiдних робiт:

1. НДР «Спектральнi та якiснi властивостi елiптичних та параболiчних грани-
чних задач та їх розв’язкiв», вiдомча тематика НАН України, номер держав-
ної реєстрацiї: 0116U002032, термiн виконання: 2016-2020 роки.

4Veron L. A note on maximal solutions of nonlinear parabolic equations with bsorption. Asymptot. Anal. 2011,

Vol. 72. P. 189–200.
5Al Sayed W., Veron L. On uniqueness of large solutions of nonlinear parabolic equations in nonsmooth domains.

Adv. Nonlinear Stud. 2009. Vol. 9. P. 149–164.
6Marcus M., Shishkov A.E. Propagation of strong singularities in semilinear parabolic equations with degenerate

absorption. Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. 2016. Vol. XVI, № 5, P. 1019–1047.
7Shishkov A. Large solutions of parabolic logistic equation with spatial and temporal degeneracies. DCDS, ser.S.

2017. Vol. 10, № 10. P. 895–907.
8Bandle C., Diaz G., Diaz J.I. Solutions d’equations de reaction-diffusion non lineaires explosant au bord paraboli-

que. C. R. Acad. Sci. Paris S’er. I Math. 1994. Vol. 318, P. 455–460.
9Du Y., Peng R., Polaĉik P. The parabolic logistic equation with blow-up initial and boundary values. Journal

D’Analyse Mathematique. 2012. Vol. 118. P. 297–316.
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2. НДР «Регулярнiсть та точнi поточковi оцiнки сингулярних розв’язкiв ква-
зiлiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь структури дифузiї-сильної
нелiнiйної абсорбцiї», що фiнансувалась Державним фондом фундаменталь-
них дослiджень згiдно договорiв:

№ Ф71/66-2016 вiд 12.07.2016 р., номер державної реєстрацiї: 0116U007160,
термiн виконання: липень – грудень 2016 року,

№ Ф71/42-2017 вiд 11.05.2017 р., номер державної реєстрацiї: 0117U006053,
термiн виконання: травень – жовтень 2017 року.

3. НДР «Геометричнi властивостi метричних просторiв, динамiчних систем та
особливостi параболiчних рiвнянь», що фiнансувалась Державною органiза-
цiєю «Вiддiлення цiльової пiдготовки Київського нацiонального унiверсите-
ту iменi Тараса Шевченка при Нацiональнiй академiї наук України» згiдно
протоколу № 28 вiд 16.05.2017 р.,

номер державної реєстрацiї: 0117U006353, термiн виконання: липень - гру-
день 2017 року,

номер державної реєстрацiї: 0118U003795, термiн виконання: сiчень - грудень
2018 року.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є отриман-
ня точних оцiнок розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь для рiзних класiв
сингулярних граничних режимiв, дослiдження залежностi поведiнки розв’язку вiд
характеру загострення на межi; дослiдження поведiнки великих розв’язкiв квазi-
лiнiйних параболiчних рiвнянь з виродженим потенцiалом абсорбцiї, отримання
точних оцiнок для них в залежностi вiд характеру виродження потенцiалу аб-
сорбцiї.

Завдання дослiдження:

– розвинути метод енергетичних оцiнок для дослiдження поведiнки слабких
розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь;

– знайти точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв початково-крайової задачi
квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалiзованими сингулярними гра-
ничними даними;

– дослiдити залежнiсть отриманих оцiнок вiд характеру загострення грани-
чного режиму;

– знайти точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв квазiлiнiйного параболiчно-
го рiвняння з виродженим потенцiалом абсорбцiї з довiльними граничними
та початковими даними;
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– дослiдити залежнiсть отриманих оцiнок вiд характеру виродження потенцi-
алу абсорбцiї;

– дослiдити рiзнi випадки спiввiдношень мiж параметрами нелiнiйностей двiчi
нелiнiйного параболiчного рiвняння;

– порiвняти отриманi оцiнки з iснуючими оцiнками розв’язкiв лiнiйних та на-
пiвлiнiйних рiвнянь.

Об’єкт дослiдження — квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння з сингулярними
граничними даними, квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння з виродженим потенцiалом
абсорбцiї.

Предмет дослiдження — слабкi розв’язки початково-крайової задачi ква-
зiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалiзованими сингулярними граничними
даними, слабкi та великi розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з виро-
дженим потенцiалом абсорбцiї.

Методи дослiдження. Для отримання результатiв дисертацiйної роботи ви-
користовується метод енергетичних оцiнок, описаний у серiї робiт В.А. Галактiоно-
ва та А.Є. Шишкова (2003–2006). Вiн є комбiнацiєю декiлькох пiдходiв та технiк. А
саме, використовує метод апрiорних оцiнок типу Сен-Венана, якi застосовуються
при вивченнi iснування, єдиностi та асимптотичних властивостей енергетичних
слабких розв’язкiв лiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь, а також нелiнiй-
ний варiант цього методу; метод локальних енергетичних оцiнок.

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджено поведiнку
слабких розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з локалiзованими сингу-
лярними граничними даними, а також поведiнку слабких та великих розв’язкiв
квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з виродженим потенцiалом абсорбцiї. Зокре-
ма, отриманi такi результати:

– методом енергетичних оцiнок знайдено точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв
початково-крайової задачi квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалi-
зованими сингулярними граничними даними в залежностi вiд характеру за-
гострення граничного режиму;

– на основi отриманих оцiнок знайдено точну оцiнку зверху профiлю слабких
розв’язкiв квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з виродженим потенцiалом
абсорбцiї з довiльними граничними та початковими даними;

– усi оцiнки отримано для рiзних випадкiв спiввiдношень мiж параметрами
нелiнiйностей розглянутих рiвнянь.
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Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоретичний
характер та все ж отриманi результати можуть бути застосованi при вивченнi
сильно нестацiонарних фiзичних процесiв, для яких характерне явище локалi-
зацiї тепла, магнiтного поля та iнших величин на визначених дiлянках середи.
Також важливим аспектом є метод, за допомогою якого проведено дослiдження.
Метод енергетичних оцiнок може застосовуватись при вивченнi нелiнiйних рiв-
нянь у частинних похiдних другого та високих порядкiв у багатомiрних областях
з сингулярними граничними даними, а також при вивченнi великих розв’язкiв
параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю та логiстичних рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому ке-
рiвниковi. Усi результати дисертацiї отриманi авторкою самостiйно. Зi статтей,
якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисертацiю включенi лише тi результати, якi
належать здобвачу. А саме, роботи [1], [2] i [4] написанi без спiвавторiв. Робо-
ти [3] та [5] написанi у спiвавторствi з науковим керiвником. У роботi [3] автору
належить Теорема 1.1, Наслiдок 2.1. У роботi [5] особистий внесок здобувача -
це Theorem 1.2, Theorem 1.3, Corollary 1.4, Lemma 2.3, Lemma 5.2, Example 5.3,
Example 5.4. Результати, що належать спiвавторам та iншим математикам, зга-
дуються за необхiднiстю для повноти викладу та супроводжуються вiдповiдними
посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Основнi результати дисертацiї були представленi на конференцiях всеукраїн-

ського та мiжнародного рiвнiв: Мiжнародна конференцiя з диференцiальних рiв-
нянь, присвячена 110-рiчницi вiд дня народження Я.Б. Лопатинського (Львiв,
2016); V Мiжнародна конференцiя молодих вчених з диференцiальних рiвнянь
та їх застосувань iменi Я.Б. Лопатинського (Київ, 2016); Мiжнародна конферен-
цiя з диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики та застосувань (Черкаси,
2017); Мiжнародна лiтня математична школа пам’ятi В.А. Плотнiкова (Одеса,
2018); Summer School Wisla 18 (Вiсла, Польща, 2018); Мiжнародна наукова кон-
ференцiя, присвячена 50-рiччю факультету математики та iнформатики Чернi-
вецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича "Сучаснi проблеми
математики та її застосування в природничих науках i iнформацiйних техноло-
гiях"(Чернiвцi, 2018); VI Всеукраїнська математична конференцiя iменi Б.В. Ва-
силишина "Нелiнiйнi проблеми аналiзу"(Микуличин, 2018); Наукова конферен-
цiя, присвячена 80-рiччю Б.В. Базалiя та сторiччю Нацiональної академiї наук
України "Contemporary Analysis and Nonlinear Boundary Problems"(Слов’янськ,
2018); Конференцiя молодих учених «Пiдстригачiвськi читання – 2019» (Львiв,
2019); Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 2019); Мiжнародна
конференцiя до 100-рiччя О.В. Погорєлова "Geometry, Differential Equations and
Analysis"(Kharkiv, 2019); VI Мiжнародна школа-конференцiя iменi Я.Б. Лопатин-
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ського "Диференцiальнi рiвняння та їх застосування"(Вiнниця, 2019); Мiжнародна
конференцiя «Функцiональнi методи в теорiї наближень, диференцiальних рiвня-
ннях та обчислювальнiй математицi IV», присвячена 100-рiччю з дня народження
В.К. Дзядика (Свiтязь, 2019).

Також результати дисертацiйного дослiдження доповiдались на семiнарах: роз-
ширений семiнар вiддiлення математики Фiзико-технiчного iнституту низьких тем-
ператур iм. Б.I. Вєркiна НАН України (Харкiв, 2019); розширений семiнар вiддiлу
нелiнiйного аналiзу та рiвнянь математичної фiзики Iнституту прикладної мате-
матики i механiки НАН України (Слов’янськ, 2019).

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiкованi у фахо-
вих журналах та мiжнародних наукових виданнях з наукометричних баз, пройшли
апробацiю на наукових конференцiях та семiнарах. Результати дисертацiї знайшли
вiдображення у 16 наукових публiкацiях, в тому числi у 5 статтях у фахових науко-
вих журналах України та мiжнародних виданнях, що входять до наукометричних
баз Scopus, Web of Science, MathSciNet, три з яких написано без спiвавторiв, i в
тезах доповiдей на 11 наукових конференцiях.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,
вступу, трьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, списку використаних джерел, який
мiстить 93 найменування, та 1 додатку. Повний обсяг роботи – 156 сторiнок. Обсяг
основної частини дисертацiї – 117 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду лiтера-
тури, займає 22 сторiнки.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваної задачi, наведено зв’язок
роботи з науковими програмами, планами, темами. Сформульовано мету, задачi
та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отриманих резуль-
татiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача та апробацiю
результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури, описано iсторiю
проблематики та наведено ключовi результати, отриманi в областi дослiдження за
останнiй час.

Початок активного розвитку теорiї сингулярних граничних режимiв припадає
на 1960-тi роки. Однiєю з актуальних проблем тодi стало дослiдження процесу
контрольованого термоядерного синтезу. Як вiдомо, термоядерна реакцiя запу-
скається за надвисоких температур, тому при побудовi математичної моделi цього
процесу ключовим аспектом були граничнi умови з сингулярним загостренням.
Вперше таку задачу вивчили О.А. Самарський та I.М. Соболь у 1963 роцi. Вони
показали, що за певних умов на характер загострення температури на границi
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виникає ефект просторової локалiзацiї, тобто, нескiнчена температура не розпо-
всюджується на всю область за скiнчений промiжок часу, а локалiзується бiля її
границi.

У 1970-х роках модель розповсюдження тепла у повнiстю iонiзованiй плазмi
та ефект просторової локалiзацiї дуже активно вивчалися В.О. Галактiоновим,
М.В. Змiтренко, С.П. Курдюмовим, О.П. Михайловим, О.А. Самарським, А.С. Ка-
лашнiковим та iншими. Серед основних результатiв тих часiв можна видiлити
знаходження умов локалiзацiї граничних режимiв для параболiчного рiвняння зi
степеневим коефiцiєнтом теплопровiдностi, а також ряд важливих чисельних ре-
зультатiв для глибшого розумiння процесу контрольованого термоядерного синте-
зу.

З 1980-х рокiв задачi з сингулярними умовами на границю почали позицiону-
ватись як окремий напрямок дослiджень якiсних властивостей рiвнянь з частин-
ними похiдними. Такi задачi насамперед пов’язувались з особливостями сильно
нестацiонарних процесiв, для яких характерне явище локалiзацiї тепла, магнiтно-
го поля та iнших величин на визначених дiлянках середи. Основнi результати,
пов’язанi зi знаходженням необхiдних та достатнiх умов локалiзацiї граничного
режиму для параболiчних рiвнянь з рiзними класами коефiцiєнтiв теплопровiд-
ностi, були отриманi В.О. Галактiоновим, О.А. Самарським, С.П. Курдюмовим,
О.П. Михайловим10, B.H. Gilding, M.A. Herrero11, C. Cortazar, M. Elgueta12.

Активно розвивається та модифiкується бар’єрна технiка (метод порiвняння).
Цей пiдхiд полягає у порiвняннi розв’язкiв задачi з автомодельними розв’язками
задачi з модельними граничними даними. Багато труднощiв виникало, коли за-
дача не мала автомодельних розв’язкiв i необхiдно було знаходити iншi шляхи
дослiдження, наприклад, метод пошуку наближених автомодельних розв’язкiв. У
будь-якому випадку, цей метод є досить результативним, хоча i має багато обме-
жень та не є унiверсальним.

У 1999 роцi А.Є. Шишковим та А.Г. Щелковим був запропонований новий
метод дослiдження сингулярних граничних режимiв. Метод енергетичних оцiнок
використовує принципово iнший пiдхiд, вiдмiнний вiд бар’єрних технiк. Вiн по-
лягає у ефективнiй оцiнцi перетокiв енергiї у нескiнченiй послiдовностi часових
шарiв, якi накопичуються бiля часу загострення, i не використовує бар’єрних те-
хнiк. Вiн є комбiнацiєю декiлькох методiв та пiдходiв. А саме, використовує метод
апрiорних оцiнок типу Сен-Венана та нелiнiйний варiант цього методу, а також
метод локальних енергетичних оцiнок. Пiзнiше у серiї робiт В.О. Галактiонова

10Галактионов В.А., Курдюмов С.П., Михайлов А.П., Самарский А.А. Локализация тепла в нелинейных сре-

дах. Дифференц. уравнения. 1981. Т. 17, № 10. С. 1826—1841.
11Gilding B.H., Herrero M.A. Localization and blow-up of thermal waves in nonlinear heat conduction with peaking.

Math. Ann. 1988. Vol. 282, № 2. P. 223—242.
12Cortazar C., Elgueta M. Localization and boundedness of the solutions of the Neumann problem for a filtration

equation. Nonlinear Anal. 1989. Vol. 13, No 1. P. 33—41.
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та А.Є. Шишкова13 14 15 16 вiн був розвинутий для широкого класу двiчi нелi-
нiйних параболiчних рiвнянь другого порядку та розширений для дослiдження
рiвнянь високих порядкiв. У цих роботах знайдено точнi умови локалiзацiї грани-
чних режимiв для квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь другого порядку з двома
нелiнiйностями.

Однак, у вищезгаданих роботах метод енергетичних оцiнок дозволяв знайти
лише умови локалiзацiї граничного режиму i не давав мiстких результатiв про
поведiнку розв’язку бiля зони сингулярностi. Тому основною метою роботи стала
модифiкацiя методу для дослiдження поведiнки розв’язкiв широкого класу рiв-
нянь. Такi дослiдження розширюють вже вiдомi класичнi результати та показу-
ють ефективнiсть нового методу дослiдження локалiзованих граничних режимiв
iз сингулярним загостренням.

Отже, пiд час огляду лiтератури було визначено актуальнi напрямки дослi-
джень та важливi вiдкритi проблеми у цiй галузi, сформульовано мету роботи.

Другий роздiл присвячений вивченню задачi:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 − ∆𝑝 𝑢 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 ) × Ω, (1)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω), (2)

де 1 6 𝑇 < ∞, Ω — обмежена область в R𝑛 (𝑛 > 1) з гладкою межею 𝜕Ω ∈ 𝐶2,
∆𝑝 — 𝑝-лапласiан, що визначається спiввiдношенням:

∆𝑝 𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
.

Параметри нелiнiйностi 𝑝 та 𝑞 задовольняють умову: 𝑝 > 𝑞 > 0.

Визначення 2.7.Функцiя 𝑢 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿𝑞+1
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) називається слабким (енер-

гетичним) розв’язком задачi (1), (2), якщо

i) 𝑢(𝑡, ·) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑙𝑜𝑐 (Ω));

ii) (|𝑢(𝑡, ·)|𝑞−1𝑢(𝑡, ·))𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 ); (
∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω))*);

13Galaktionov V.A., Shishkov A.E. Saint-Venant’s principle in blow-up for higher order quasilinear parabolic equati-

ons. Proc. Roy. Soc. Edinburgh. Sect. A. 2003. Vol. 133 , № 5. P. 1075–1119.
14Galaktionov V.A., Shishkov A.E. Structure of boundary blow-up for higher-order quasilinear parabolic equations.

Proc. R. Soc. Lond., Ser. A, Math. Phys. Eng. Sci. 2004. Vol. 460. P. 3299–3325.
15Galaktionov V.A., Shishkov A.E. Self-similar boundary blow-up for higher-order quasilinear parabolic equations.

Proc. Roy. Soc. Edinburgh. 2005. Vol. 135A. P. 1195–1227.
16Galaktionov V.A., Shishkov A.E. Higher-order quasilinear parabolic equations with singular initial data. Communi-

cations in Contemp. Math. 2006. Vol. 8, № 3. P. 331–354.
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iii) виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝜏

0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡 +

∫︁ 𝜏

0

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для довiльної функцiї 𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1((0, 𝜏);
∘
𝑊 1, 𝑝+1(Ω)) з довiльним 𝜏 < 𝑇 ;

iv) виконано початкову умову (2).

Будемо розглядати множину 𝑈𝑢0,𝐹 як клас усiх слабких розв’язкiв 𝑢 задачi,
якi задовольняють енергетичнiй умовi:

ℎ(𝑡) + 𝐸(𝑡) = ℎ𝑢(𝑡) + 𝐸𝑢(𝑡) :=

:= sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐹 (𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

де 𝐹 (𝑡) > 0 — довiльна монотонно неспадна на iнтервалi [0, 𝑇 ) функцiя, така, що

𝐹 (𝑡) → ∞ при 𝑡 → 𝑇.

Функцiї 𝐸𝑢, ℎ𝑢 називаються енергетичними функцiями для розв’язку 𝑢.
Слiд зазначити, що клас 𝑈𝑢0,𝐹 зокрема мiстить у собi розв’язки задачi (1), (2)

з граничною умовою Дiрiхле, що загострюється у момент часу 𝑡 = 𝑇 :

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑓(𝑡, 𝑥) → ∞ при 𝑡 → 𝑇.

У пiдроздiлах 2.1 та 2.2 описана постановка задачi для введеного квазiлi-
нiйного параболiчного рiвняння (1), представлено означення слабкого розв’язку
та наведено допомiжнi результати. Зокрема, визначенi важливi для дослiдження
параметризованi енергетичнi функцiї, якi пов’язанi з розв’язком 𝑢 та визначають
його поведiнку в залежностi вiд вiдстанi до межi областi:

𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏,

ℎ(𝑡, 𝑠) := sup
06𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

де сiмейство пiдобластей Ω(𝑠) ⊂ Ω визначається таким чином:

Ω(𝑠) := {𝑥 ∈ Ω : 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕Ω) > 𝑠}, 𝑠 > 0.
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У пiдроздiлi 2.3 дослiджуються розв’язки рiвняння (1) з класу 𝑈𝑢0,𝐹 за умо-
ви на пареметри нелiнiйностi 𝑝 = 𝑞. Розглядається випадок, коли енергетичнi
функцiї загострюються експоненцiально. Основним результатом цього пiдроздiлу
є теорема.

Теорема 2.5. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння iз класу 𝑈𝑢0,𝐹

з функцiєю 𝐹 , визначеною таким чином:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝜇(𝑡) := exp
(︁
𝜔(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀𝑡 < 𝑇, (3)

де 𝜔0 > 0, 𝜇 > 0 — деякi сталi. Тодi iснують константи 𝑐1 < ∞, 𝑐2 < ∞, 𝑐3 < ∞,
що залежать лише вiд вiдомих параметрiв задачi, такi, що виконується рiвномiрна
вiдповiдно до 𝑡 < 𝑇 апрiорна оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝑐1 exp
(︀
𝑐2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
∀ 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′0 := 𝑐3 min

(︁
1, 𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+1

)︁
. (4)

Характер загострення розв’язку на границi, описаний функцiєю 𝐹 у (3), є дуже
близьким до критичного при 𝜇 → 0. Вiдомо, що при 𝜇 = 0 розв’язок має зону
сингулярностi ненульової мiри бiля границi. Цiкаво, що яким би малим не був
параметр збурення 𝜇, зона сингулярностi вироджується i не виходить за межi
границi областi, що пiдтверджує отримана оцiнка (4). Ця оцiнка дозволяє також
прослiдкувати залежнiсть поведiнки розв’язку вiд параметру 𝜇. Легко бачити, що
розв’язок стає бiльш пологим зi збiльшенням 𝜇 та "вибухає" при 𝜇 → 0.

У пiдроздiлi 2.4 також дослiджуються розв’язки задачi з класу 𝑈𝑢0,𝐹 за умо-
ви 𝑝 = 𝑞, але поведiнка розв’язку на границi визначається пологим степеневим
режимом. Основним результатом цього пiдроздiлу є теорема.

Теорема 2.6. Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний розв’язок з класу 𝑈𝑢0,𝐹 з
функцiєю 𝐹 :

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛼(𝑡) := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−𝛼 ∀ 𝑡 < 𝑇,

де 𝜔0 > 0, 𝛼 > 1
𝑝+1 — деякi сталi. Тодi iснує стала 𝐺 < ∞, що залежить лише

вiд вiдомих параметрiв задачi, i значення 𝑠 > 0 таке, що виконується рiвномiрна
апрiорна оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝜔0𝑠
−𝛼(𝑝+1) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠).

Така степенева поведiнка є дуже пологою для розглянутого рiвняння та га-
рантує локалiзацiю зони сингулярностi на границi областi. Отримана оцiнка дає
нову iнформацiю про поведiнку розв’язкiв двiчi нелiнiйних рiвнянь. Бiльш того,
цей результат використано у третьому роздiлi для розширення вже вiдомого ре-
зультату17 на нелiнiйний випадок.

17Du Y., Peng R., Polaĉik P. The parabolic logistic equation with blow-up initial and boundary values. Journal

D’Analyse Mathematique. 2012. Vol. 118. P. 297–316.
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У пiдроздiлi 2.5 розглядаються розв’язки задачi iз класу 𝑈𝑢0,𝐹 у випадку,
коли 𝑝 > 𝑞, а поведiнка на границi описується степеневою функцiєю. Основним
результатом цього пiдроздiлу є теорема.

Теорема 2.7. Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний розв’язок рiвняння (1) з
множини 𝑈𝑢0,𝐹 , де 𝐹 визначається спiввiдношенням:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛽 := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−( 𝑞+1
𝑝−𝑞−𝛽) ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜔0 > 0, 0 < 𝛽 < 𝛽0 =

𝑞 + 1

𝑝− 𝑞
− 1

𝑝
.

Тодi iснує стала 𝐺 > 0 i значення 𝑠 > 0, що залежать лише вiд вiдомих параметрiв
задачi, такi, що для розв’язку 𝑢 справедлива рiвномiрна за 𝑡 6 𝑇 енергетична
оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝜔
𝑞+1

𝛽(𝑝−𝑞)

0 𝑠−𝜈 ∀ 𝑡 6 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

де 𝜈 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝑞+1−𝛽(𝑝−𝑞))
𝛽(𝑝−𝑞)2 .

Характер загострення розв’язку на границi, описаний функцiєю 𝐹 , є близьким
до критичного при 𝛽 → 0. Вiдомо, що при 𝛽 = 0 розв’язок має зону сингулярно-
стi ненульової мiри бiля границi. Аналогiчно до вищезгаданих результатiв, оцiнка
дозволяє прослiдкувати залежнiсть поведiнки розв’язку вiд параметру збурення
𝛽.

У третьому роздiлi вивчаються квазiлiнiйнi рiвняння з потенцiалом абсорб-
цiї:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 − ∆𝑝(𝑢) = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 ) × Ω, 𝜆 > 𝑝 > 𝑞 > 0. (5)

Потенцiал абсорбцiї 𝑏 є неперервною в областi [0, 𝑇 ]×Ω функцiєю та задоволь-
няє таким умовам виродження:

𝑏(𝑡, 𝑥) > 0 в [0, 𝑇 ) × Ω,

𝑏(𝑡, 𝑥) = 0 на {𝑇} × Ω.
(6)

У представленому роздiлi вивчається поведiнка слабких розв’язкiв приведено-
го рiвняння.

Визначення 3.8. Функцiя 𝑢 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 );𝐿𝑞+1
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) називається слабким

розв’язком рiвняння (5), якщо:

𝑢 ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︁
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑙𝑜𝑐 (Ω)
)︁
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ) × Ω) ,

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω))*
)︀

+ 𝐿
𝜆+1
𝜆

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω))*
)︀
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i виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝑏

𝑎

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡 +

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖
+ 𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢𝜂

]︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для довiльних 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑇 та довiльної функцiї

𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω)
)︀
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω)
)︀
,

де𝑊 1,𝑝+1
𝑐 (Ω), 𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω) є пiдпросторами𝑊 1,𝑝+1(Ω), 𝐿𝜆+1(Ω) функцiй з компактним
носiєм в Ω, а знаком <,> позначається операцiя парування елементiв з просторiв
𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω) ∩ 𝐿𝜆+1
𝑐 (Ω) i

(︀
𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω) ∩ 𝐿𝜆+1
𝑐 (Ω)

)︀*
.

Частковим випадком слабких розв’язкiв є, так званi, "великi" розв’язки, якi
представляють найбiльший iнтерес для вивчення.

Визначення 3.9. Функцiя 𝑢 називається великим розв’язком рiвняння (5),
якщо вона є слабким розв’язком рiвняння (5) та задовольняє нескiнченим поча-
тковим та крайовим умовам, а саме:

𝑢 = ∞ на {0} × Ω, тобто lim
𝑡→0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞ рiвномiрно ∀𝑥 ∈ Ω,

𝑢 = ∞ на (0, 𝑇 ) × 𝜕Ω, тобто lim
𝑑(𝑥,𝜕Ω)→0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞ рiвномiрно ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

У пiдроздiлi 3.1 представлено квазiлiнiйне параболiчне рiвняння з виродже-
ним потенцiалом абсорбцiї, представлено основнi напрями дослiдження, описано
результати щодо iснування розв’язкiв аких рiвнянь.

Рiвняння типу (5) застосовуються при вивченнi процесiв росту бiологiчних по-
пуляцiй, фiльтрацiї газiв у пористому середовищi iз абсорбцiєю, нестацiонарних
процесiв у неньютонiвськiй рiдинi.

Актуальним об’єкьтом вивчення при вивченнi рiвнянь з абсорбцiєю представ-
ляють великi розв’язки. Питання iснування та поведiнки великих розв’язкiв є
актуальним напрямом дослiджень та вивчається багатьма вiдомими вченими зi
всього свiту, а саме L. Veron, W. Al Sayed, M. Marcus, А.Є. Шишков, C. Bandle,
G. Diaz, J.I. Diaz, Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik та iншi. Зазвичай розглядаються лi-
нiйнi (𝑝 = 𝑞 = 1) або напiвлiнiйнi (𝑞 = 1) рiвняння (5). Для загального випадку
рiвняння з двома нелiнiйностями (𝑝 ̸= 1 та 𝑞 ̸= 1) iснування великих розв’язкiв
досi не доведено.

Один з цiкавих результатiв було отримано Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik18. У роботi
доведено iснування максимального та мiнiмального розв’язкiв описаного рiвняння

18Du Y., Peng R., Polaĉik P. The parabolic logistic equation with blow-up initial and boundary values. Journal

D’Analyse Mathematique. 2012. Vol. 118. P. 297–316.
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(5) з нескiнченими початковими та граничними умовами (див. Визначення 3.9). А
також отримано оцiнку великих розв’язкiв за умови степеневого характеру виро-
дження потенцiалу абсорбцiї. Цей результат було розширено на нелiнiйний випа-
док у пiдроздiлi 3.4.

У пiдроздiлi 3.2 дано чiтке формулювання задачi, представлено визначення
слабкого розв’язку. Також описано характер виродження потенцiалу абсорбцiї, а
саме:

𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥)) ≤ 𝑏(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑎2(𝑡)𝑔2(𝑑(𝑥)) ∀ (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ) × Ω, (7)

де 𝑔1(𝑠) ≤ 𝑔2(𝑠) — довiльнi неспаднi додатнi функцiї, визначенi для всiх 𝑠 > 0.
Застосовуючи результати, отриманi в роздiлi 2 за допомогою методу енерге-

тичних оцiнок, можна отримати оцiнки слабких розв’язкiв вказаного рiвняння.
Суттєву роль при цьому вiдiграє поведiнка мiноранти 𝑎1. Важливо вiдзначити,
що усi результати у цьому роздiлi отриманi для всiх слабких розв’язкiв вiдповiд-
ної задачi, незалежно вiд початкових та граничних умов. Тож за умови iснування
великих розв’язкiв, результати справедливi i для них.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння за умови 𝑝 = 𝑞.
Спираючись на результат пiдроздiлу 2.3 отримано оцiнку поведiнки таких розв’язкiв
з експоненцiальним характером виродження потенцiалу абсорбцiї. Основним ре-
зультатом цього пiдроздiлу є представлена теорема.

Теорема 3.8. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (5) i нехай
потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам виродження (6), (7). Покладемо, що
характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується такою умовою на мiноранту
𝑎1(𝑡):

𝑎1(𝑡) ≥ 𝜅−1 exp
(︁
−𝜔0(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 > 0, 𝜔0 > 0, 𝜇 > 0, (8)

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 справедлива енергетична оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐾1 min
0<𝑠<𝑠

{︂
exp

(︂
𝐾2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇

0 (𝑠− 𝑠)−
𝑝+1
𝜇

)︂
·𝐺1(𝑠)

}︂
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0),

𝐺1(𝑠) =

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

(9)

де сталi𝐾1 < ∞,𝐾2 < ∞ залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi, значення
𝑠′0 > 0 залежить вiд 𝜅.

Для бiльш простого розумiння у роботi наведено приклад, що iлюструє отрима-
ний результат для бiльш конкретного випадку виродження потенцiалу абсорбцiї.
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Приклад 3.2. Нехай 𝑔1(𝑠) = 𝑎𝑠𝜈, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≥ 0, де 𝑔1 —
функцiя з (7).

Тодi 𝐺1(𝑠) = 𝑎−
𝑝+1
𝜆−𝑝

(︁
1 + 𝜈(𝑝+1)

1+𝑝(𝜆+2)

)︁ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

𝑠−
(𝜈+1)(𝑝+1)+𝑝(𝜆+1)

𝜆−𝑝 . Тож оцiнка (9) приводить
до:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) ≤ 𝐾3 exp
(︁
𝐾2(1 − 𝜌)−

𝑝+1
𝜇 𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︁
𝜌−𝑏𝑠−𝑏

∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0), де 𝑏 =

(𝜈 + 1)(𝑝 + 1) + 𝑝(𝜆 + 1)

𝜆− 𝑝
,

𝐾3 = 𝐾3(𝑎, 𝜈) = 𝐾1𝑎
− 𝑝+1

𝜆−𝑝

(︂
1 +

𝜈(𝑝 + 1)

1 + 𝑝(𝜆 + 2)

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

.

Тут 𝜌 = 𝜌

(︂
𝜇𝑏𝑠

𝑝+1
𝜇

𝐾2𝜔
𝑝+𝜇
𝜇 (𝑝+1)

)︂
, де 𝜌(𝜏) — функцiя, що визначається умовами оптимiзацiї.

А саме, ця функцiя задовольняє рiвняння:

𝜌− 𝜏(1 − 𝜌)
𝑝+𝜇+1

𝜇 = 0, ∀𝜏 > 0.

Легко бачити, що 𝜌(·) : (0,∞) → (0, 1) монотонно зростаюча функцiя. Бiльш того,
𝜌(𝜏)𝜏−1 → 1 при 𝜏 → 0.

У пiдроздiлi 3.4 дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння, що розглядає-
ться. Спираючись на результат пiдроздiлу 2.4 можна отримати оцiнку поведiнки
розв’язкiв, коли характер виродження потенцiалу абсорбцiї є степеневим. Така
оцiнка для лiнiйного рiвняння (𝑝 = 1) була отримана Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik.
Тож, результати цього пiдроздiлу є розширенням на нелiнiйний випадок та пред-
ставленi у теоремi.

Теорема 3.9. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (5) i нехай
потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам виродження (6), (7). Покладемо, що
характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується умовою на мiноранту 𝑎1(𝑡):

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜇 >
(𝑝 + 2)(𝜆− 𝑝)

(𝑝 + 1)2
.

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 має мiсце оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 min

0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

𝐺1(𝑠) :=

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

, (10)
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де 𝜃 = (𝑝+1)(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
𝜆−𝑝 , стала 𝐾 < ∞ залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв

задачi, 𝑠 > 0.

Також в кiнцi пiдроздiлу 3.4 наведено приклад, в якому представлена енерге-
тична оцiнка для лiнiйного випадку.

Приклад 3.4. За умов 𝑝 = 1 та 𝑔1(𝑠) = 𝑠𝛽 оцiнка (10) приводить до енергети-
чної оцiнки:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
2

𝜆−1𝑠−
2(2𝜇+𝛽+2)−(𝜆−1)

𝜆−1 ∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (11)

де 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

У пiдроздiлi 3.5 дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння за умови на пара-
метри нелiнiйностi 𝑝 > 𝑞 (рiвняння повiльної дифузiї). Спираючись на результат
пiдроздiлу 2.5 можна отримати оцiнку поведiнки слабких розв’язкiв такого рiвня-
ння. Результати цього роздiлу представленi в теоремi.

Теорема 3.10. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння i нехай по-
тенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам виродження. Характер виродження по-
тенцiалу абсорбцiї описується умовою на функцiю 𝑎1:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,
𝜆− 𝑝

𝑝
< 𝜇 <

𝜆− 𝑝

𝑝− 𝑞
.

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 виконується оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞) min
0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

𝐺1(𝑠) :=

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− (𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

, (12)

де 𝜃 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) , стала 𝐾 < ∞ та значення 𝑠 > 0 залежать

тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi.

Приклад 3.5. Нехай 𝑔1(𝑠) = 𝑎𝑠𝜚, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Тодi

𝐺1(𝑠) = 𝑎−
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)

(︂
1 +

𝜚(𝑝 + 1)

𝜆𝑝 + 2𝑝 + 1)

)︂ (𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

𝑠−𝜂, (13)

де 𝜂 = 𝜂(𝜚) = (𝑞+1)((𝜚+1)(𝑝+1)+𝑝(𝜆+1))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) . У цьому випадку оцiнка (12) приводить до:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)𝑠−(𝜃+𝜂) ∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (14)
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де стала 𝐾 визначаєся таким чином:

𝐾 = 𝐾(𝑎, 𝜚) = 𝐾1𝑎
− 𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)

(︂
1 +

𝜚(𝑝 + 1)

𝜆𝑝 + 2𝑝 + 1)

)︂ (𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) (𝜃 + 𝜂)𝜃+𝜂

𝜃𝜃𝜂𝜂
,

де 𝐾1, 𝜃 з (12), 𝜂 з (13).

У пiдроздiлi 3.6 наведено твердження, що стосується точностi отриманих
оцiнок. А саме, показано, що область сингулярностi для рiвняння з абсорбцiєю
з’являється за умов на потенцiал абсорбцiї, що вiдповiдають умовам сингулярного
загострення граничного режиму для однорiдного рiвняння теплопровiдностi.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвиненню метода енергетичних оцiнок для
дослiдження поведiнки розв’язкiв бiля областi сингулярностi, який був запропоно-
ваний та розроблений у роботах В.О. Галактiонова, А.Є. Шишкова та А.Г. Щелко-
ва. За допомогою цього методу отримано точнi оцiнки розв’язкiв квазiлiнiйних па-
раболiчних рiвнянь для рiзних класiв граничних режимiв, дослiджено залежнiсть
поведiнки розв’язку вiд характеру загострення на границi. При цьому, цiкавим та
дуже важливим наслiдком отриманих оцiнок стала можливiсть дослiдження рiв-
нянь з потенцiалом абсорбцiї та великих розв’язкiв таких рiвнянь, тобто таких, що
приймають нескiнченi значення на всiй параболiчнiй областi задачi. У цьому на-
прямку було дослiджено поведiнку усiх слабких (у тому числi i великих) розв’язкiв
двiчi нелiнiйних рiвнянь з виродженим потенцiалом абсорбцiї та отриманi точнi
оцiнки для них в залежностi вiд характеру виродження потенцiалу абсорбцiї. Та-
кi результати є безумовно актуальними, оскiльки вони розширюють iснуючi ре-
зультати на бiльш широкий клас рiвнянь. Вагомим результатом дослiдження є
удосконалення нового методу енергетичних оцiнок, що дозволяє розглядати дуже
широкий клас рiвнянь з сингулярними та нескiнченими граничними даними.

У дисертацiї отримано такi новi результати:

– розвинуто метод енергетичних оцiнок для дослiдження поведiнки слабких
розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь;

– знайдено точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв початково-крайової за-
дачi квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалiзованими сингулярними
граничними даними;

– дослiджено залежнiсть знайдених оцiнок вiд характеру загострення грани-
чного режиму;
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– знайдено точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв квазiлiнiйного параболi-
чного рiвняння з виродженим потенцiалом абсорбцiї з довiльними гранични-
ми та початковими даними;

– дослiджено залежнiсть знайдених оцiнок вiд характеру виродження потен-
цiалу абсорбцiї;

– дослiджено рiзнi випадки спiввiдношень мiж параметрами нелiнiйностей двi-
чi нелiнiйного параболiчного рiвняння;

– проведено порiвняльний аналiз отриманих оцiнок з iснуючими оцiнками розв’-
язкiв лiнiйних та напiвлiнiйних рiвнянь.

Всi основнi результати дисертацiї наведенi з повними i строгими математични-
ми доведеннями. Робота має теоретичний характер та все ж отриманi результати
можуть бути застосованi при вивченнi сильно нестацiонарних фiзичних процесiв,
для яких характерне явище локалiзацiї тепла, магнiтного поля та iнших величин
на визначених дiлянках середи. Також важливим аспектом є метод, за допомогою
якого проведено дослiдження. Метод енергетичних оцiнок може застосовуватись
при вивченнi нелiнiйних рiвнянь у частинних похiдних другого та високих поряд-
кiв у багатомiрних областях з сингулярними граничними даними, а також при
вивченнi великих розв’язкiв параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю та логiстичних
рiвнянь.
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АНОТАЦIЯ

Євгеньєва Є.О. Граничнi режими iз сингулярним загостренням у
квазiлiнiйних параболiчних рiвняннях. — Квалiфiкацiйна наукова праця на
правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. — Харкiвський на-
цiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна, Мiнiстерство освiти i науки України,
Харкiв, 2019.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь
з сингулярними граничними даними, що загострюються за скiнчений промiжок ча-
су. Дослiджується випадок, коли сингулярний рiст розв’язку не виходить за межi
границi. Отримано точнi верхнi оцiнки слабких розв’язкiв таких задач, вивчено
залежнiсть поведiнки розв’язку бiля границi вiд характеру загострення граничної
функцiї.

Отриманi результати дозволили дослiдити квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння
з виродженим потенцiалом абсорбцiї. Для таких рiвнянь отримано оцiнки слаб-
ких розв’язкiв, вивчено залежнiсть поведiнки цих розв’язкiв вiд характеру виро-
дження потенцiалу абсорбцiї. Результати справедливi для всiх слабких розв’язкiв
незалежно вiд початкових та крайових умов, тому можуть бути застосованi для
великих розв’язкiв (якщо вони iснують), тобто, для розв’язкiв, що приймають не-
скiнченi значення на всiй параболiчнiй границi областi.

Пiд час дослiдження було розвинуто метод енергетичних оцiнок для визначе-
ння поведiнки розв’язкiв розглянутих задач.

Ключовi слова: квазiлiнiйне параболiчне рiвняння, слабкий розв’язок, гра-
ничний режим iз сингулярним загостренням, енергетична функцiя, вироджений
потенцiал абсорбцiї, великий розв’язок.

АННОТАЦИЯ

Евгеньева Е.А. Граничные режимы с сингулярным обострением в
квазилинейных параболических уравнениях.—Квалификационная научная
работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения. — Харьковский
национальный университет имени В. Н. Каразина, Министерство образования и
науки Украины, Харьков, 2019.

Диссертация посвящена изучению квазилинейных параболических уравнений
с сингулярно обостряющимися граничными данными. Впервые такие задачи стали
изучать в 1960х годах в качестве математической модели процесса управляемого
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термоядерного синтеза. Был обнаружен эффект пространственной локализации
сингулярных граничных режимов, а именно, было доказано, что при определен-
ных условиях на характер обострения сингулярный рост решения не проникает
глубоко внутрь области определения задачи. При этом около границы области
формируется так называемая зона сингулярности (blow-up set). В 20 веке с при-
менением разных вариантов барьерной техники активно изучались условия лока-
лизации граничных режимов с обострением. В этом направлении было получено
множество результатов для линейных и полулинейных параболических уравнений.

В 1999 году в работе А.Е. Шишкова и А.Г. Щелкова был предложен новый
метод для изучения локализованных граничных режимов. Разработанный подход
использует принципы метода Сен-Венена и локальных энергетических оценок и
называется метод энергетических оценок. Позже В.А. Галактионов и А.Е. Ши-
шков в серии работ 2003–2006 годов развили этот метод для определения условий
локализации для широкого класса дважды нелинейных параболических уравне-
ний второго и высокого порядков.

Несмотря на это, поведение решений дважды нелинейных параболических урав-
нений с сингулярным граничным режимом около зоны сингулярности оставалось
неизученным. Достаточно информативные результаты в этом направлении могут
быть получены в случае, когда зона сингулярности решения не выходит за преде-
лы границы области определения задачи. При таком условии на граничный режим
было изучено поведение слабых решений указанной задачи. В диссертации полу-
чены энергетические оценки сверху слабых решений около границы области при
приближении ко времени обострения для разных типов дважды нелинейных пара-
болических уравнений с сингулярными граничными данными из разных классов.
При этом изучена также зависимость поведения решений от характера обострения
граничного режима.

Все результаты получены методом энергетических оценок, который был усо-
вершенствован для исследования описанной задачи. Метод энергетическх оценок
является альтернативным подходом для изучения эффекта пространственной ло-
кализации обостряющихся граничных режимов. В отличии от барьерной техники,
которая использует теоремы сравнения с автомодельными решениями, метод энер-
гетических оценок не требует автомодельности, а состоит в эффективной оценке
перетоков энергии, связанной с решением, в бесконечном семействе временных
полос, накапливающихся около времени обострения. Благодаря такому подходу
метод позволяет изучать достаточно широкий класс параболических уравнений
второго и высоких порядков, является более универсальным и не требует допол-
нительных приемов для задач, не допускающих автомодельности.

В качестве приложения полученных результатов было изучено квазилинейное
параболическое уравнение с нелинейным абсорбционным членом. Последние деся-
тилетия активно изучаются вопросы существования и свойства больших решений
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таких уравнений, то есть таких, которые принимают бесконечные значения на
параболической границе области. При этом в зависимости от поведения и хара-
ктера вырождения потенциала абсорбции решение становится ограниченным во
внутренней подобласти при приближении к конечному времени. В работе Y. Du,
R. Peng, P. Polaĉik в 2012 году было доказано существование больших решений
линейного уравнения с абсорбцией и получены условия на потенциал абсорбции,
при которых большие решения становятся ограниченными всюду внутри области
определения задачи в конечный момент времени. Более точные условия были по-
лучены для линейных и полулинейных уравнений в работе А.Е. Шишкова в 2016
году. Однако оставался открытым вопрос поведения решений в конечный момент
времени для дважды нелинейных параболических уравнений с абсорбцией.

В диссертации рассматриваются условия на характер вырождения потенциа-
ла абсорбции, которые гарантируют ограниченность решения в конечный момент
времени в любой внутренней подобласти области определения задачи. При таких
условиях найдено оценки сверху для всех слабых решений дважды нелинейных
параболических уравнений. Также изучено зависимость поведения решений от ха-
рактера вырождения потенциала абсорбции, рассмотрены разные типы указанных
уравнений и разные классы абсорбционных потенциалов. Следует отметить, что
результаты получено для всех слабых решений независимо от начальных и гра-
ничных условий, а значит при условии, что большие решения существуют, все
результаты справедливы и для них.

Ключевые слова: квазилинейное параболическое уравнение, слабое решение,
граничный режим с сингулярным обострением, энергетическая функция, выро-
жденный потенциал абсорбции, большое решение.
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The thesis is devoted to studying of quasilinear parabolic equations with singular
boundary data which aggravates at the finite time. The case when the singular growth
of a solution doesn’t leave the boundary of the domain is investigated. The precise
upper estimates for weak solutions of such problems have been obtained, the way how
the behavior of a solution near to the boundary depends on the character of peaking
of boundary function is studied.

Obtained results allowed to investigate the quasilinear parabolic equations with
degenerated absorption potential. For such equation estimates of weak solutions were
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obtained, the way how the behavior of solutions depends on the character of degenerati-
on of absorption potential was studied. The results hold for all weak solutions regardless
the initial and boundary data, therefore they can be applied for large solutions (if they
exist), namely, for the solutions which are infinite on the whole parabolic boundary of
the domain.

During the investigation the method of energy estimates was developed to determine
the behavior of solutions of the mentioned problems.

Keywords: quasilinear parabolic equation, weak solution, boundary regime with
singular peaking, energy function, degenerate absorption potential, large solution.
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