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Вступнi слова. Наразi вважаємо, що слухачi мають уяву про кiльця, зокре-
ма, про кiльце Z цiлих чисел i кiльце Zn класiв лишкiв за модулем n, де n —
натуральне число, що бiльше або дорiвнює 2. Цi кiльця комутативнi, тобто
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xy = yx для будь-яких своїх елементiв x, y, i в них є одиниця. Також вважа-
ємо, що слухачi мають уяву про поля, зокрема, про поле R дiйсних чисел,
поле Q рацiональних чисел, поле Zp, де p — просте натуральне число. Ви-
значення кiльця, найпростiшi властивостi операцiй в кiльцi, пiдбiрка задач,
що стосуються найпростiших речей в кiльцi, можна знайти в кафедральнiй
методичнiй розробцi “Кiльця“

Протягом роботи часто будуть виникати суми, що мають чи нескiнченно
багато доданкiв, чи просто багато (всi виписати неможливо), чи доданкiв
змiнна кiлькiсть. В таких випадках використовуємо знак пiдсумовування∑

. Таким чином,

x0 + x1 + . . .+ xn =
n∑

i=0

xi =
∑
0≤i≤n

xi, x0 + x1 + . . .+ xn + . . . =
∞∑
i=0

xi.

Згiдно викладацької традицiї, технiка роботи iз знаком суми не пояснює-
ться.

Властивостi дiйсних чисел — комутативнiсть додаваня та множення,
iснування оберненого до кожного ненульового числа, розподiльнi закони
для додавання та множеня вважаються вiдомими i використовуються без
додаткового нагадування.

Коли в текстi йдеться про числа, то маються на увазi елементи комута-
тивного кiльця R з одиницею (a.b ∈ R ⇒ ab = ba, 1 ∈ R) i без дiльникiв
нуля (a, b ∈ R, a, b ̸= 0 ⇒ ab ̸= 0), чи поля, яке

• або чiтко вказане;

• або вгадується iз мовного оточення;

• або ж не принципово, з якого саме кiльця цi числа беруться.

1 Многочлени вiд однiєї змiнної

1.1 Визначення рядiв, многочленiв i дiй з ними

Визначення 1.1 Формальним степеневим рядом вiд змiнної x з коефi-
цiєнтими iз кiльця R (або, iншими словами, над кiльцем R, над кiльцем

2



коефiцiєнтiв R) є вираз вигляду

a0 + a1x+ a2x
2 + . . . =

∞∑
i=0

aix
i, ai ∈ R, i = 0, 1, . . . .

Числа ai ∈ R називають коефiцiєнтами ряду. Коефiцiєнт a0 називають
вiльним членом. За домовленiсть вважається x0 = 1, a0x

0 = a0.
Два ряди збiгаються тодi i тiльки тодi (за визначенням), коли у них

однаковi вiдповiднi коефiцiєнти.
Доданки ряда з нульовими коефiцiєнтами можна не писати. Якщо всi

коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то ряд позначають символом 0.

Приклад 1.1 Запис (вираз)

2 + 3x+ 4x2 + 5x3 + . . . =
∞∑
n=0

(n+ 2)xn

є формальним степеневим рядом з вiльним членом 2. Коефiцiєнтом при
x24 є 26.

Приклад 1.2 Запис (вираз)

2+3x+4x2+0x3+0x4 . . . =
∞∑
n=0

anx
n, a0 = 2, a1 = 3, a2 = 4, an = 0 при n ≥ 3

є формальним степеневим рядом з вiльним членом 2 i лише трьома не-
нульовими доданками.

Визначення 1.2 Полiномами (чи многочленами) називають формальнi
степеневi ряди, що мають лише скiнченну кiлькiсть ненульових доданкiв
(коефiцiєнтiв).

Многочлен f(x)

f(x) = a0+a1x+a2x
2+ . . .+anx

n =
n∑

i=0

anx
n, a0, a1, . . . , an ∈ R, an ̸= 0

має вiльний член a0, старший член anx
n, старший коефiцiєнт an ̸= 0 i

степiнь deg f = n. Степенем нульового многочлена вважaють −∞ —
так зручно у багатьох випадках.
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Степенями полiномiв x, x2 + 1,−5 + 2x10, вiдповiдно, є числа 1,2,10.
Доданки a0, a1x, a2x

2, . . . , anx
n називають одночленами або мономами.

Приклад 1.3 Вираз

1 + 5x+ 25x2 + 125x3 + . . .+ 5nxn + . . . =
∞∑
i=0

5ixi

є степеневим рядом над кiльцм цiлих чисел з вiльним членом 1. Цей ряд
не є многочленом, оскiльки в ньому нескiнченно багато ненульових додан-
кiв. 125x3 є одним iз одночленiв цього ряду.

Ряд
x2 − 7x3 − 12x7

є многочленом над кiльцем цiлих чисел степеня 7 з нульовим вiльним
членом, старшим членом (мономом, одночленом, доданком) −12x7 i стар-
шим коефiцiєнтом -12.

1.2 Дiї з рядами та многочленами

На множинi формальних степеневимх рядiв над кiльцем визначенi операцiї
додавання та множення наступним чином:

∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)x
i, (1)

( ∞∑
i=0

aix
i

)( ∞∑
i=0

bix
i

)
=

∞∑
k=0

∑
i+j=k

aibj

xk. (2)

Теорема 1.1 (про властивостi додавання та множення рядiв) Нехай
є комутативне кiльце з одиницею R. Формальнi степеневi ряди над R з
операцiями додавання та множення, що визначенi за допомогою (1), (2)
утворюють комутативне кiльце з одиницею. Многочлени утворюють
пiдкiльце кiльця рядiв.
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Доведення. В цьому переконуємося прямою перевiркою. Отже, потрi-
бно умiти перевiряти асоцiативнiсть множення та додавання рядiв, кому-
тативнiсть додавання та множення, потрiбно умiти перевiряти, що ряд 0
є нулем (нейтральним елементом за додаванням), ряд 1 є одиницею, ней-
тральним елементом за множенням, потрiбно умiти доводити iснування
протилежного ряду. Також потрiбно умiти доводити, що так визначенi до-
давання та множення рядiв пiдкоряються дистрибутивному закону. При
доведеннi потрiбно використовувати виконання вiдповiдних аксiом в кiль-
цi коефiцiєнтiв.

На iспитi потрiбно вмiти дододити усi аксiоми кiльця в кiльцi рядiв. На
лекцiї наводимо приклади перевiрки тiльки кiлькох.

Перевiряємо аксiому iснування ряда, що протилежний даному.
Беремо довiльний ряд f =

∑∞
i=0 aix

i i розглядаємо ряд g =
∑∞

i=0(−ai)x
i.

Елементи −ai iснують в R тому, що R — кiльце, а в кiльцi для кожного
елемента є протилежний. Далi додаємо

f + g =
∞∑
i=0

(ai + (−ai))x
i =

∞∑
i=0

0xi = 0.

Отже g = −f i доведення iснування протилежного ряда ми довели (кон-
структивно, ми точно вказали цей протилежний ряд).

Перевiряємо асоцiативнiсть множення рядiв. Нехай є три ряди

f =
∞∑
i=0

aix
i, g =

∞∑
i=0

bix
i, h =

∞∑
i=0

cix
i,

Потрiбно довести рiвнiсть (fg)h = f(gh). Позначимо fg = U, gh =
V, S = Uh, T = fV i

U =
∞∑
i=0

uix
i, V =

∞∑
i=0

vix
i, S =

∞∑
i=0

six
i, T =

∞∑
i=0

tix
i,

Два ряди збiгаються тодi i тiльки тодi, коли у них однаковi коефiцiєнти (за
визначенням). Отже, нам потрiбно довести рiвнiсть T = S i ми це доведемо,
коли перевiримо рiвнiсть ti = si для будь-якого i = 0, 1, 2, . . ..
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Беремо певне натуральне число чи 0, позначаємо його через i i обчислю-
ємо (знаючи визначення множення рядiв) коефiцiєнти si, ti.

si =
∑
ε+γ=i

uεcγ, ti =
∑
α+δ=i

aαvδ.

Подiбним чином

uε =
∑

α+β=ε

aαbβ, vδ =
∑

β+γ=δ

bβcγ,

Тепер пiдставляємо значення uε та vδ у вирази для si, ti.

si =
∑
ε+γ=i

(
∑

α+β=ε

aαbβ)cγ =
∑

α+β+γ=i

(aαbβ)cγ, ti =
∑
α+δ=i

aα(
∑

β+γ=δ

bβcγ) =
∑

α+β+γ=i

aα(bβcγ)

Далi користуємося тим, що в кiльцi коефiцiєнтiв множення асоцiативне i
при будь-яких α, β, γ виконується рiвнiсть

(aαbβ)cγ = aα(bβcγ).

Отже, всi доданки в сумi для si збiгаються iз вiдповiдними доданками в
сумi для ti, суми збiгаються i доведення рiвностi si = ti закiнчене. Тому
закiнчене також доведення асоцiативностi множення рядiв.

Приклад 1.4 Вiзьмемо ряди

f =
∞∑
i=0

xi, g =
∞∑
i=0

(−1)ixi, h =
∞∑
i=0

(2i− 3)xi

i обчислимо f 2, fg, gh, fgh.

f 2 = (1 + x+ x2 + . . .)(1 + x+ x2 + . . .) = 1 + 2x+ 3x2 + . . . =
∞∑
i=0

(i+ 1)xi.

fh =
∞∑
i=0

αix
i, αi =

∑
p+q=i

(2p−3) =
i∑

p=0

(2p−3) = i(i+1)−3(i+1) = i2−2i−3. fg =
∞∑
i=0

(i2−2i−3)xi.
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gh =
∞∑
i=0

βix
i, βi =

∑
p+q=i

(2p−3)(−1)q =
i∑

p=0

(2p−3)(−1)i−p = (−1)i
i∑

p=0

(2p−3)(−1)p = i+1−2(1+(−1)i),

gh =
∞∑
i=0

(i− 1− (−1)i · 2))xi.

fg =
∞∑
i=0

γix
i, γi =

∑
p+q=i

(−1)q =
1 + (−1)i

2
, fg =

∞∑
i=0

1 + (−1)i

2
xi.

f · (gh) =
∞∑
i=0

δix
i, δi =

∑
p+q=i

(p− 1− 2 · (−1)p) =
i∑

p=0

(p− 1− 2 · (−1)p).

Оскiльки
i∑

p=0

p =
1

2
i(i+1),

i∑
p=0

(−1) = −1(i+1),
i∑

p=0

(−2)·(−1)p =

{
0, якщо i парне,

−2, якщо i непарне,

то
δi =

1

2
i(i+ 1)− (i+ 1)− (1 + (−1)i),

тобто

f · (gh) =
∞∑
i=0

(
1

2
i(i+ 1)− (i+ 1)− (1 + (−1)i))xi. (3)

Для перевiрки проведених обчислень пiдрахуємо δi при малих значенях i —
наприклад, при i = 0, 1, 2, двома способами. Один спосiб нам дає формула
(3) для обчислення δi, а другий спосiб - це пряме перемножання рядiв без
використання знакiв суми.

Отже за першим способом

δ0 = −3, δ1 = −1, δ2 = −2.

За другим способом

f = 1 + x+ x2 + . . . , g = 1− x+ x2 + . . . h = −3− x+ x2 + . . .

gh = −3 + 2x− x2 + . . . f(gh) = −3− x− 2x2 + . . .
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Визначення 1.3 Два елементи комутативного кiльця з одиницею нази-
ваються взаємно оберненими (оберненими один до другого), якщо їх добу-
ток дорiвнює одиницi.

Деякi ряди в кiльцi рядiв мають обернений ряд. Наприклад,

(1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . .)(1− x) = 1

i ряди 1− x та
∑∞

i=0 x
n взаємно оберненi.

Теорема 1.2 (про iснування оберненого ряду) . Ряд має обернений то-
дi i тiльки тодi, коли його вiльний член має обернений в кiльцi коефiцi-
єнтiв.

Доведення. Нехай є ряд f(x) =
∑∞

i=0 aix
i з коефiцiєнтами iз кiльця R:

ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . .
Якщо ряд g(x) =

∑∞
i=0 bix

i обернений до ряда f(x), тобто f(x) ·g(x) = 1,
i, вiдповiдно,

a0b0 = 1,

a0b1 + a1b0 = 0,

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,

. . .

a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + . . .+ anb0 = 0,

. . .

то елементи a0, b0 взаємно оберненi в кiльцi. Отже a0 має обернений еле-
ментв кiльцi коефiцiєнтiв.

Якщо ж елемент a0 має обернений елемент в кiльцi коефiцiєнтiв, то випи-
сана система рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв ряда g(x) має розв’язок
i, вiдповiдно, ряд має обернений.

Теорема доведена повнiстю.

Вiд рядiв можна брати похiдну.
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Визначення 1.4 Похiдною вiд ряда f(x) =
∑∞

i=0 aix
i з коефiцiєнтами iз

кiльця R: ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . називають ряд f ′(x) =
∑∞

i=0 ai+1(i+1)xi.
Похiднi бiльш високих порядкiв визначаються iндуктивно.

Потрiбно мати на увазi, що коли an ∈ R, i k — натуральне число, то пiд
добутком k ·an розумiють суму k доданкiв, кожен з яких дорiвнює an. Тому
k · an ∈ R.

Приклад 1.5 Для прикладу вiзьмемо многочлени f1(x) = x+ 2x2 + x5 +
2x6 + x7, f2(x) = x3 над полем Z3. В полi Z3 1 + 1 + 1 = 0. Тому

f ′
1(x) = 1 + 4x+ 5x4 + 12x5 + 7x6 = 1 + x+ 2x4 + x6, f ′

2 = 0.

Похiдна вiд рядiв має тi ж властивостi, що i похiдна вiд функцiї дiйсного
аргумента:

Теорема 1.3

(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + g′f.

Доведення. Доведення здiйснюється прямою перевiркою i лишається
для самостiйної роботи.

Кiльце многочленiв над кiльцем R вiд змiнної x будемо позначати R[x].
Кiльце формальних степеневих рядiв над кiльцем R вiд змiнної x будемо
позначати R[[x]].

1.3 Двi теореми про степенi многочленiв

Теорема 1.4 (про степiнь добутку) Якщо кiльце коефiцiєнтiв не має
дiльникiв нуля (тобто добуток ненульових чисел не до рiвнює нулю), то
степiнь добутку многочленiв дорiвнює сумi степенiв множникiв.

Доведення.
Твердження теореми випливає з того, що коли f(x) = a0x

n + a1x
n−1 +

. . .+ an, g(x) = b0x
m + b1x

m−1 + . . .+ bm два многочлени i a0b0 ̸= 0, тодi

fg = a0b0x
n+m + (a0b1 + a1b0)x

m+n−1 + . . .+ anbm.
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Приклад 1.6 Над кiльцем Z :

(5x2−7x+11)(2x3+x2−13x+8) = 10 x5−9x4−50x3+142 x2−199x+88.

Над кiльцем Z3 :

(2x3 + x+ 2)(2x4 + x3 + x2 + 2) = x7 + 2x6 + x5 + x3 + 2x4 + 2 x+ 2x2 + 1

В кiльцi Z6 добуток 2 · 3 дорiвнює нулю. Тому застосовувати теорему 1
для многочленiв на цим кiльцем не маємо права. Наведемо приклад, коли
добуток двох многочленiв над кiльцем Z6 має менший степiнь, нiж сума
степенiв множникiв:

Приклад 1.7

(2x2 + 5x+ 4)(3x3 + 2x+ 5) = 4 x3 + 2 x2 + 3 x4 + 3 x+ 2.

Теорема 1.5 (про степiнь суми двох многочленiв) Стапiнь суми або
дорiвює бiльшому iз степенiв доданкiв, або менше нього.

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що для многочленiв
f(x) = a0+a1x+. . .+anx

n, g(x) = b0+b1x+. . .+bmx
m, h(x) = f(x)+g(x) =

c0 + c1x+ c2x
2 + . . . при k > n ≥ m буде ck = 0.

Приклад 1.8 Над кiльцем Z :

(5x2 − 7x+ 11) + (2x3 + x2 − 13x+ 8) = 2 x3 + 6 x2 − 20x+ 19.

Над кiльцем Z3 :

(2x3 + x+ 2) + (2x4 + x3 + x2 + 2) = 2 x4 + x2 + x+ 1.

В наведених прикладах степiнь суми дорiвнює бiльшому iз степенiв до-
данкiв. Але коли степенi доданкiв однаковi, тодi старшi коефiцiєнти можуть
скоротитися.

Приклад 1.9

f = 3x2−3, deg f = 2, g = −3x2+x−7, deg g = 2, f+g = x−10, deg(f+g) = 1.
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1.4 Дiлення многочлена на многочлен з остачею

Коли розглядають дiлення многочленiв, то заранi звужують кiльце кое-
фiцiєнтiв. Кiльце є завжди полем. Тому завжди добуток ненульових ко-
ефiцiєнтiв вiдрiзняється вiд нуля, завжди степiнь добутку дорiвнює сумi
степенiв множникiв.

Визначення 1.5 Нехай заданi два многочлени f(x) i g(x), причому g(x) ̸=
0. Роздiлити f(x) на g(x) з остачею означає знайти два многочлени q(x)
(його називають часткою вiд дiлення f(x) на g(x) ) i r(x) (його назива-
ють остачею вiд дiлення f(x) на g(x) ), якi задовольняють двi умови

• f(x) = g(x) · q(x) + r(x);

• deg r(x) < deg g(x).

Визначення дiлення з остачею в кiльцi полiномiв коректне, тобто справдi
полiноми над полем можна дiлити з остачею i до того ж єдиним чином.
Точнiше, правильною є наступна теорема.

Теорема 1.6 (про дiлення з остачею) . Якщо g(x) — ненульовий полi-
ном, то для будь-якого полiнома f(x) iснують два полiноми q(x) i r(x),
для яких виконуються двi умови

f(x) = g(x)q(x) + r(x) (4)

deg r(x) < deg g(x). (5)

Полiноми q(x) i r(x),що визначаються умовами (4), (5), єдинi, тобто
коли для деяких полiномiв q1(x) i r1(x) також

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x), deg r1(x) < deg g(x), (6)

тодi q(x) = q1(x), r(x) = r1(x).

Доведення.
Спочатку доводимо iснування полiномiв q(x) i r(x), якi задовольняють

умову (4). Доводимо конструктивно, тобто вказуємо їх — q(x) = 0, r(x) =
f(x).
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Далi серед многочленiв q(x) i r(x), якi задовольняють умову (4), вибира-
ємо таку пару, в якiй степiнь deg r(x) найменший. Така пара iснує, тому що
степенi це натуральнi числа, нуль або −∞. Якщо iснує нульовий многочлен
r(x) (його степiнь за домовленiстю дорiвнює −∞), то вибираємо саме цей
полiном, якщо ж нульового многочлена немає, то степенi є непорожньою
пiдмножиною розширеного натурального ряду (натуральнi числа з нулем),
а така непорожня множина має найменший елемент (за принципом най-
меншого числа).

Таким чином ми обгрунтували, що можливо вибрати пару полiномiв q(x)
i r(x), у яких степiнь многочлена r(x) найменша (серед тих що задоволь-
няють умову (4)). От ми таку пару i вибрали.

Далi методом вiд протилежного доводимо, що так вибрана пара q(x) i
r(x) також задовольняє умову (5). Припускаємо, що умова (5) порушена,
тобто deg r(x) = m ≥ n = deg g(x), i ми можемо записати

g(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0, r(x) = bmx
m + am−1x

m−! + . . .+ b0,

an ̸= 0, bm ̸= 0,m ≥ n.

Тодi, з одного боку, многочлен

r1 = r(x)− g(x) · bm
an

· xm−n

має степiнь, менший, нiж r(x), а з другої — вiн iз многочленом q1(x) =
q(x) + bm

an
· xm−n задовольняє умову f(x) = g(x)q1(x) + r1(x). Ми одержали

суперечнiсть iз умовою вибору: r(x) — цей многочлен повинен був мати
найменший степiнь, а ми знайшли многочлен з меншим степенем.

Ми закiнчили доведення того, то многочлени q(x) i r(x), якi задоволь-
няють умови (4), (5), iснують.

Переходимо до доведення того, що такi полiноми єдинi. Доводимо мето-
дом вiд протилежного. Отже припускаємо, що є двi пари полiномiв q, q1, r, r1,
якi задовольняють умови (4), (5), (6). З цих умов одержуємо рiвняння

g(x) · (q(x)− q1(x)) = r1(x)− r(x). (7)

Оскiльки ми дiлимо виключно на ненульовi многочлени i, вiдповiдно, g(x) ̸=
0, то будь-яка iз нерiвностей q ̸= q1, r ̸= r1 призводить до того, що степiнь
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лiвої частини рiвняння (7) строго бiльше степеня правої частини рiвняння.
Ми використали теореми про степiнь добутку та степiнь суми двох полiно-
мiв.

Приклад 1.10 Нехай, для прикладу, потрiбно роздiлити многочлен f(x) =
x3 + 3x2 − 1 на многочлен g(x) = 3x2 + 6x. Дiлимо страший член мно-
гочлена f(x) на старший член g(x) — одержуємо 1

3x. Рiзниця f1(x) =
f(x)− 1

3x · g(x) = x2 − 1 має степiнь 2 — менший, нiж deg f(x). Далi дi-
лимо страший член многочлена f1(x) на старший член g(x) — одержуємо
1
3. Рiзниця f2(x) = f1(x)− 1

3 ·g(x) = −2x−1 має степiнь 1 — менший, нiж
deg f(x). Оскiльки deg f2 < deg g, процес дiлення припиняємо i переходимо
до оформлення результату:

f−1

3
x·g = f2 ⇒ f =

1

3
xg+f2; f2 =

1

3
g+(−2x−1) ⇒ f = g·

(
1

3
x+

1

3

)
+(−2x−1).

Отже вiдповiддю буде: часткою вiд дiлення f на g буде 1
3x+

1
3 , а остачею

буде −2x− 1.

Процес дiлення часто записують у виглядi таблицi, що подiбна до таблицi
“дiлення натуральних чисел у стовпчик“. Запишемо “у стовпчик“ проведене
дiлення f на g:

x3 + 3x2 + 0x − 1 3x2 + 6x

x3 + 2x2
1

3
x+

1

3
x2 + 0x
x2 + 2x

− 2x − 1

В пакетi символьних обчислень Maple є команди, що дозволяють знайти
частку i остачу вiд дiлення одного многочлена на другий. Команда

> rem(f,g,‘q‘);

виводить на екран остачу вiд дiлення многочлена f на многочлен g i
зберiгає пiд iменем q частку вiд дiлення f на g.

13



Команда

> quo(f,g,‘r‘);

виводить на екран частку вiд дiлення многочлена f на многочлен g i
зберiгає пiд iменем r остачу вiд дiлення f на g.

Визначення 1.6 Коли остача дорiвнює нулю, тодi кажуть, що много-
член f дiлиться на многочлен g, або многочлен g є дiльником многочлена
f .

Визначення 1.7 Якщо многочлен неможливо розкласти у добуток двох
многочленiв так, щоб обидва множники не були константами, тодi та-
кий многочлен називають нерозкладним (незвiдним).

Схема Горнера. При дiленнi многочлена f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . +
an, a0 ̸= 0 степеня n на x− c одержуємо частку q(x) = b0x

n−1 + b1x
n−2 +

. . . + bn−1 степеня n − 1 i остачу r = bn. Дiлення в стовпчик показує, що
коефiцiєнти bi, i = 0, 1, 2, . . . , n обчислюються регулярним чином (згiдно
одного правила):

b0 = a0, bi+1 = ai + bi · c, i = 0, 1, 2, . . . n− 1. (8)

Якщо дiлення многочлена f(x) на x− c вiдбувається з використанням та-
блички

a0 a1 . . . an−1 an
c b0 b1 . . . bn−1 bn = r

,

в якiй числа bi, 0 ≤ i ≤ n обчислюються за допомогою формул (8), то
кажуть, що дiлення вiдбулося за схемою Горнера.

Покажемо на прикладi, як вiдбувається дiлення за схемою Горнера. Не-
хaй потрiбно роздiлити многочлен f(x) = 5x6−11x5+2x4+3x3−6x2+x+2
на x− 2. Заповнюємо таблицю

5 −11 2 3 −6 1 2

2 5 −1 0 3 0 1 4

За табличкою складаємо вiдповiдь:

f = (x− 2)(5x5 − x4 + 3x2 + 1) + 4
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або
q = 5x5 − x4 + 3x2 + 1, r = 4.

Для самоперевiрки можна використати вправи, в яких потрiбно роздi-
лити f на x− c:

1. f = −2 x5 − 10x4 − 8x3 + 9 x2 + 46 x + 47, c = −4. Вiдповiдь: q =
−2x4 − 2x3 + 9x+ 10, r = 7.

2. f = −2x5 − 12x4 − 10x3 + 9x2 + 55 x + 57, c = −5. Вiдповiдь q =
−2x4 − 2x3 + 9x+ 10, r = 7.

3. f = −2x5−x4−3 ix4+11 ix−2 ix3+2 x3+ix5+9 x2+3x−2 ix2−3+13 i,
c = 1− i. Вiдповiдь q = (−2 + i)x4 − 2x3 + (9− 2i)x+ 10, r = 7 + 3i.

4. f = 3x5 − 5x4 + 2 x3 + 9x2 + x − 7, c = 1.. Вiдповiдь q = 3x4 − 2x3 +
9x+ 10, r = 3.

5. f = 3 x6 − 9 x5 − 2x4 + 6 x3 − 9 x2 + 37x − 29, c = 3. Вiдповiдь q =
3x5 − 2x3 − 9x+ 10, r = 1.

Розкладення за степенями (x− c).
Нехай задано многочлен f i двочлен x−c. Роздiлимо f на x−c i одержимо

частку f1 i остачу r0. Далi роздiлимо f1 на x − c i одержимо частку f2
i остачу r1. Знову роздiлимо f2 на x − c i одержимо частку f3 i остачу
r2. Продовжимо цей процес, наскiльки вiн можливий. Таким чином маємо
записи

f = f0 = (x− c)f1 + r0, f1 = (x− c)f2 + r1, f2 = (x− c)f3 + r2, . . .

Пiдставивши значення fi+1 в fi i = 0, 1, 2, . . . одержимо запис

f = r0 + r1(x− c) + r2(x− c)2 + r3(x− c)3 + . . . (9)

Представлення многочлена у виглядi (9) називають розкладенням f за сте-
пенями x− c.

Звичайно у практичному використаннi дiлення на x − c здiйснюється
за допомогою схеми Горнера i кiлька схем об’єднуються для зручностi в
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одну таблицю. Пояснимо сказане прикладом. Нехай потрiбно розкласти
многочлен

f(x) = 3 x4 − 28x3 + 96x2 − 133x+ 66

за степенями (x− 2)
Заповнюємо вiдповiдну таблицю

3 −28 96 −133 66

2 3 −22 52 −29 8 = r0
2 3 −16 20 11 = r1
2 3 −10 0 = r2
2 3 −4 = r3
2 3 = r4

За таблицею пишемо вiдповiдь

f(x) = 3(x− 2)4 − 4(x− 2)3 + 11(x− 2) + 8.

Подiбне розкладення зручне, коли розглядається дрiб, знаменником яко-
го є степiнь двочлена.

Для самоперевiрки можна використати вправи, в яких потрiбно розкла-
сти f за степенями x− c:

1. f = −2x4 − 20x3 − 72x2 − 101x − 34, c = −2. Вiдповiдь f = −2(x +
2)4 − 4(x+ 2)3 + 11(x+ 2) + 8.

2. f = −2x4 − 8 ix3 + 12x2 + 8 ix+ 6 + 15 i− 4x3 − 12 ix2 + 23 x, c = −i.
Вiдповiдь f = −2(x+ i)4 − 4(x+ i)3 + 11(x+ i) + 8.

3. f = 4 x3−ix3−21x2+18 ix2+35 x−58 ix−10+59 i, c = 2−i. Вiдповiдь
(4− i)(x+ i− 2)3 + (11− i)(x+ i− 2) + 8.

4. f = x3 + 12x2 + 49x+ 76, c = −4. Вiдповiдь (x+ 4)3 + (x+ 4) + 8

5. f = x5+5 x4+10x3+10 x2+6x+10, c = −1. Вiдповiдь (x+1)5+(x+1)+8.

1.5 Полiномiальнi функцiї, коренi многочлена

Уникнемо точного визначення, що таке функцiя — це невдячна робота. Бу-
демо користуватися iнтуїтивним розумiнням функцiї. Але двi властивостi
функцiй ми вiдзначимо:
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• Функцiя ставить у вiдповiднiсть числу x чиcло y. При цьому число x
називають аргументом, а y значенням функцiї на x;

• Якщо є двi функцiї, якi кожному аргументу ставлять у вiдповiднiсть
одне й те ж число, то цi двi функцiї збiгаються - це одна i та ж функцiя.

Якихось ускладнень в зв’язку з вiдсутнiстю точного визначення функцiї
у нас не виникне у зв’язку з тим, що ми будемо використовувати досить
простi функцiї в досить простих ситуацiях, для яких iнтуїтивного розумiня,
вiдпрацьованого в школi, досить.

Визначення 1.8 Нехай R — комутативне кiльце з одиницею. Функцiю
f : R → R назвемо полiномiальною, якщо iснує полiном

∑n
i=0 aix

i над R
такий, що значення f(c) для кожного c ∈ R обчислюється за допомогою
формули

f(c) =
n∑

i=0

aic
i,

тобто пiдставляючи значення c ∈ R в многочлен.

Таким чином, кожний полiном задає полiномiальну функцiю. Якщо роз-
глядаються полiноми над нескiнченним полем, то полiномiальна функцiя
задається єдиним полiномом. I в такому випадку мiж полiномами i полiно-
мiальними функцiями iснує природна, всiм зрозумiла (як кажуть, канонi-
чна) взаємно однозначна вiдповiднiсть. Ця канонiчна взаємно однозначна
вiдповiднiсть дозволяє не звертати увагу на те, з чим ми маємо справу в
якомусь конкретному випадку — з полiномом чи з полiномiальною фун-
кцєю.

Якщо ж поле скiнченне, то рiзнi полiноми можуть задавати одну i ту ж
полiномiальну функцiю. Так над полем Z2 многочлени 1+x+x2 i 1+x2+
x4 задать одну i ту ж функцiю, що при всiх значеннях змiнної приймає
значення 1.

В практичнiй роботi звичайно не переймаються гризотою щодо точно-
го визначення полiномiв i полiномiальних функцiй. Полiном i задану ним
функцiю позначають одним i тим же символом. При цьому здоровий глузд
i мовне оточення точно вказують, про що власне йдеться в даному конкре-
тному випадку i непорозумiнь не виникає.
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Цим шляхом пiдемо i ми.
Формальнi степеневi ряди також задають функцiї, коли iснує домовле-

нiсть про те, як розумiти значення

f(c) =
∞∑
i=0

aic
i.

Так в будь-якому кiльцi R вважається, що

f(0) =
∞∑
i=0

ai0
i = a0.

Над полем дiйсних чисел

f(c) =
∞∑
i=0

aic
i = lim

n→∞

n∑
i=0

aic
i.

Пiдставляти в ряд якесь ненульове значення змiнної потрiбно вкрай обе-
режно. Прикладом неприємностей, якi можуть виникнути пiд час пiдстав-
ляння, є наступний

Приклад 1.11 Для рядiв

f(x) = 1 + x+ x2 + . . . , g(x) = 1− x, h(x) = 1

виконується рiвнiсть f(x) ·g(x) = h(x). А пiдставляючи замiсть x число
2 маємо g(2) = −1, h(2) = 1, f(2) не iснує.

Теорема 1.7 (Теорема Безу) При дiленнi многочлена f(x) на двочлен
x− c остачею буде f(c).

Кожен многочлен задає полiномiальну функцiю, тому є зрозумiлим за-
пис f(c) — це значення вiдповiдної полiномiальної функцiї в точцi c.

Доведення. Оскiльки deg(x−c) = 1, степенем остачi є 0 або −∞, тобто
остача є числом. Отже маємо

f(x) = (x− c) · q(x) + r, r = const, f(c) = (c− c)q(c) + r, r = f(c).

Теорема доведена.
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Коренi многочленiв

Визначення 1.9 Число x0 ∈ R (iз кiльця, звiдки беруться коефiцiєнти)
полiнома f(x) називається коренем полiнома, якщо f(x0) = 0.

Для прикладу, число 3 є коренем многочлена x3 − 27, а число 2 не є
коренем цього многочлена.

Теорема 1.8 (умова подiльностi многочлена на x− c) Многочлен має
число c коренем тодi i тiльки тодi, коли цей многочлен дiлиться на x−c.

Доведення. Теорема (1.8) є прямим наслiдком теореми Безу.

Визначення 1.10 Число c ∈ R є коренем кратностi k, k ∈ {0, 1, 2, . . .} ,
якщо многочлен дiлиться на (x− c)k i не дiлиться на (x− c)k+1.

З теореми (1.8) випливає, що число c ∈ R є коренем кратностi k мно-
гочлена f(x) тодi i тiльки тодi, коли для деякого многочлена f1(x) можна
записати

f(x) = f1(x) · (x− c)k, f1(c) ̸= 0.

Наслiдком теореми (1.8) є наступна тоерема.

Теорема 1.9 (про кiлькiсть коренiв многочлена) Многочлен n−го сте-
пеня (n > 0,) над кiльцем без дiльникiв нуля має n або менше коренiв iз
врахуваням кратностi, тобто якщо x1, x2, . . . , xp — всi рiзнi коренi, i, вiд-
повiдно, k1, k2, . . . , kp їх кратностi, то k1 + k2 + . . .+ kp ≤ n.

Доведення. Теорему можна довести методом повної математичної iн-
дукцiї.

База iндукцiї: Розглянемо многочлен першого степеня ax + b, a ̸= 0.
Цей многочлен не може мати два рiзнi коренi x1 ̸= x2 тому що

ax1 + b = ax2 + b = 0 ⇒ a(x1 − x2) = 0.

А в нашому кiльцi добуток двох ненульових елементiв a, x1−x2 (за домов-
ленiстю кiльце не має дiльникiв нуля) не може дорiвнювати нулю. Також
не може мати корiнь бiльшої кратностi нiж 1, тому що многочлен першого
степеня не може дiлитися на многочлен бiльш високого степеня.
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Iндуктивне припущення: Припустимо, нам вiдомо, що многочлен n−1-го
степеня n ≥ 2 має не бiльше нiж n− 1 корiнь.

Iндуктивний перехiд. Розглянемо многочлен f(x) степеня n, n ≥ 2
Якщо многочлен f(x) не має коренiв, то для нього теорема виконується
— 0 < n.. У випадку, коли многочлен f(x) має корiнь c, цей многочлен
дiлиться на x− c (згiдно теореми 1.8)

f(x) = (x− c)g(x), deg g(x) = n− 1.

В кiльцi, над яким ми розглядаємо многочлени, дiльникiв нуля немає, тобто
добуток двох ненульових чисел знову є ненульовим числом. Тому кожен
корiнь многочлена f(x) дорiвнює c або є коренем многочлена g(x). Тому
кiлькiсть коренiв многочлена f(x) на одиницю бiльша вiд кiлькостi коренiв
многочлена g(x). Згiдно теореми 1.9 кiлькiсть коренiв многочлена g(x) не
перевищує n− 1. Тому кiлькiсть коренiв многочлена f(x) не перевищує n.

Приклад 1.12 В кльцi Z6 є дiльники нуля — в цьому кiльцi 2 ·3 = 0. Для
многочлена f(x) = x2 + 3x+ 2 другого степеня над цим кiльцем теорема
не виконується. Цей многочлен має чотири коренi 1,2,4,5, оскiльки x2 +
3x+ 2 = (x+ 1)(x+ 2) = (x+ 4)(x+ 5).

Наслiдком теореми 1.9 є

Теорема 1.10 (умова того, що многочлен є нульовим) Якщо вiдомо,
що многочлен f(x) = a0x

n+a1x
n−1+ . . .+an, n ≥ 0 над кiльцем без дiль-

никiв нуля приймає значення нуль при n + 1 рiзних значеннях змiнної,
то це нульовий многочлен — всi його коефiцiєнти дорiвнюють нулю.

Доведення. Дiйсно, нехай f(x) ̸= 0, 0 ≤ deg f ≤ n. Якщо deg f =
0, f = a0 ̸= 0, то маємо суперечнiть з тим, що цей многочлен має корiнь.
Якщо ж deg f > 0, то за теоремою 1.9 цей многочлен має k коренiв

0 ≤ k ≤ deg f ≤ n < n+ 1,

що суперечить умовi.
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Теорема 1.11 (про канонiчний iзоморфiзм) Якщо два многочлени

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, g(x) = b0 + b1x+ . . .+ bnx

n, (n ≥ 0)

над нескiнченним кiльцeм без дiльникiв нуля приймають одне i те ж
значення при всiх значеннях змiнної (тобто задають одну i ту ж полi-
номiальну функцiю) то ai = bi при всiх i = 0, 1, 2, . . . n.

Доведення. Для доведення досить розглянути рiзницю f−g i застосувати
теорему 1.9.

Слово “канонiчний“ означає природний, єдиний, всiм зрозумiлий. Сло-
во “iзоморфiзм“ означає взаємно однозначну вiдповiднiсть iз узгодженням
операцiй i вiдношень. Таким чином, теорема 1.11 показує, що природне за-
дання многочленом функцiї встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть
мiж полiномами i полiномiальними функцiями у випадку, коли кiльце ко-
ефiцiєнтiв нескiнченне i не має дiльникiв нуля. Поля не мають дiльникiв
нуля. Тому мiж полiномами i полiномiальними функцiями над нескiнчен-
ними полями є канонiний iзоморфiзм, який дозволяє мало звертати увагу
на те, що наразi розглядається — полiном чи полiномiальна функцiя.

В полi, в якому сума двох, трьох i бiльшої кiлькостi одиниць не дорiвнює
нулю, правильна наступна теорема.

Теорема 1.12 (про зменшення похiдною кратностi кореня) Якщо c
є коренем многочлена f(x) кратностi k > 0, то c є коренем многочлена
f ′(x) (похiдної вiд многочлена) кратностi k − 1.

Доведення. Нехайf(x) = f1(x) · (x− c)k, f1(c) ̸= 0, k > 0. Тодi

f ′(x) = f ′
1(x)(x− c)k + f1(x)k(x− c)k−1 = (f ′

1(x)(x− c) + kf1(x)) ,

тобто

f ′(x) = (x−c)k−1 ·f2(x), f2(x) = f ′
1(x)(x−c)+kf1(x), f2(c) = k ·f1(c) ̸= 0.

Останнi записи означають, що c є коренем многочлена f ′(x) кратностi k−1.

До полiномiв над кiльцем Z6 теорему застосовувати не можна. Напри-
клад, в цьому кiльцi похiдна вiд полiнома x6 − 1 є нульовим многочленом.
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Теорема 1.13 (Теорема Вiєта) Нехай многочлен f(x) = xn + a1x
n−1 +

a2x
n−2 + . . . + an має коренi x1, x2, . . . , xn (кожен корiнь перерахований

стiльки разiв, яка його кратнiсть), тобто

f(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . .+ an = (x− x1)(x− x2) · . . . · (x− xn).

Тодi

x1 + x2 + . . .+ xn =
∑
1≤i≤n

xi = −a1,

x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn =
∑

1≤i<j≤n

xixj = a2

. . .∑
1≤i1<i2<i3<...<ik≤n

xi1xi2 . . . xik = (−1)kak

. . .

x1x2 . . . xn = (−1)nan

Доведення.Теорема доводиться простим розкриванням дужок.

Для легшої уяви про розкривання дужок можна здiйснити це в конкре-
тному випадку — коли n = 3. Нехай

f(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3).

Тодi

(x2−(x1+x2)x+x1x2)(x−x3) = x3−(x1+x2+x3)x
2+(x1x2+x1x3+x2x3)x−x1x2x3 =

= x3 + a1x
2 + a2x+ a3.

Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти одержуємо рiвностi

a1 = −(x1 + x2 + x3), a2 = x1x2 + x1x3 + x2x3, a3 = −x1x2x3.

Теорема Вiєта дозволяє сказати, що сума коренiв многочлена x4 − 17x3 −
18x2 + 19x+ 2 дорiвнює 17, добуток усiх коренiв дорiвнює 2.

В розумiннi теореми Вiєта є певнi тонкощi. По-перше, коренi многочлена
(якщо вони взагалi iснують!) можуть не належати кiльцю коефiцiєнтiв. По-
друге, можуть виникнути проблеми iз старшим коефiцiєнтом — в умовi
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теореми Вiєта вiн дорiвнює одиницi, а в загальному випадку невiдомо, чи
є у нього обернений. Звичайний випадок, коли використовуєтсья теорема
Вiєта, — многочлени розглядаються над полем комплексних чисел. Там всi
ненульовi числа мають оберненi. Тому на старший коефiцiєнт многочлен
можна подiлити. I до того ж, в цьому полi всi многочлени ненульового
степеня мають коренi.

Таки чином для многочлена f(x) = 3x2 − x + 8 будуємо многочлен
g(x) = 1

3f(x) = x2− 1
3x+

8
3 , який має тi ж коренi i з тiєю ж кратнiстю, що i

многочлен g, i вже до многочлена g над полем комплексних чисел застосо-
вуємо теорему Вiєта: сума коренiв дорiвнює 1

3 , добуток коренiв дорiвнює 8
3 .

Ми обчислили i суму коренiв i добуток коренiв многочлена, хоч вони i не
iснуюють в полi дiйсних чисел. Коренi у цього многочлена лежать в полi
комплексних чисел.

Розглянемо многочлен 2x2+x+1 = f(x) над полем Z3. В полi Z3 число 2
має обернене - воно само до себе обернене. Тому можемо роздiлити много-
член f на 2 i одержати новий многочлен g = x2+2x+2 з тими ж коренями.
I далi застосовуємо теорему Вiєта уже до многочлена g — сума коренiв до-
рiвнює -2=1, а добуток дорiвнює 2. Ми знову обчислили суму i добуток
коренiв, але в полi коефiцiєнтiв цих коренiв немає — вони знаходяться в
певному розширеннi поля коефiцiєнтiв.

Розглянемо многочлен 2x2+x+1 = f(x) над кiльцем Z6. В цьому кiльцi
2 · 3 = 0, тому число 2 не має оберненого. Отже до заданого многочлена
взагалi неможливо застосувати теорему Вiєта.

Теорема 1.14 (Основна теорема вищої алгебри) Кожен многочлен не-
нульового степеня над полем комплексних чисел має корiнь.

Теорему даємо без доведення.

2 Подiльнiсть

В цому розiлi кiльце, над яким розглядаються многочлени, є полем.
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2.1 Найбiльший спiльний дiльник

Ненульовi полiноми f(x), g(x) над полем мають найбiльший спiльний дiль-
ник НСД(f, g) i найменше спiльне кратне НСК(f, g). За визначенням, НСД(f, g)
це такий дiльник полiномiв f, g, який дiлиться на всi iншi. Потрiбно вмiти
доводити iснування i єдинiсть (з точнiстю до сталого множника) НСД(f, g).

Теорема 2.1 (про iснування найбiльшого спiльного дiльника) . Будь-
якi два ненульовi многочлени над полем мають найбiльший спiльний дiль-
ник.

Оскiльки дiлення многочленiв з остачею розглядається лише для много-
членiв над полями, то i найбiльший спiльний дiльник шукають лише для
многочленiв, чиї коефiцiєнти лежать в полi.

Доведення. Нехай є два ненульовi многочлени f(x) i g(x). Розглядаємо
множину ненульових многочленiв d(x), якi можна записати у виглядi

d = f ·M + g ·N, (10)

Ця множина не порожня — в нiй є ненульовий многолчен f(x), оскiльки
його можна записати у виглядi f(x) = f(x) · 1 + g(x) · 0. В цiй множи-
нi вибираємо многочлен найменшого степеня — вiн iснує, оскiльки степенi
є натуральними числами чи нулем, а в будь-якiй непорожнiй пiдмножинi
натуральних чисел з нулем є найменше число (принцип найменшого чи-
сла). От оцей многолчен d(x) i буде найбiльшим спiльним дiльником. Для
закiнчення доведення нам потрiбно довести двi речi:

• d(x) є дiльником i f i g ;

• d(x) дiлиться на будь-який iнший дiльник d′ многочленiв f та g.

Перше твердження доводимо методом вiд протилежного. Припустимо,
що d(x) не є спiльним дiльником f i g. Для визначеностi будемо вважати,
що d не є дiльником f , тобто при дiленнi f на d з остачею

f = dq + r, deg r < deg d

остача r не дорiвнює нулю. В такому випадку

f = (fM + gN)q + r ⇒ r = f − fMq − gNq = f(1−Mq) + g(−Nq),
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тобто r має запис у виглядi (10) i має степiнь менший, нiж d. А це супере-
чить припущенню, що d має найменш можливий степiнь серед ненульових
многочленiв, якi можуть бути записанi у виглядi (10). Таким чином перше
твердження доведене.

Переходимо до другого твердження. Нехай d′ який-небудь iнший спiль-
ний дiльник многочленiв f i g. Тодi для деякий многочленiв f1, g1 можна
записати f = f1d

′, g = g1d
′. Тодi

d = d′f1M + d′g1N = d′(f1M + g1N),

i d′ є дiльником многочлена d.
Iснування найбiльшого спiльного дiльника двох многочленiв доведене.

Теорема 2.2 (про єдинiсть найбiльшого спiльниго дiльника) . Не-
хай є два найбiльшi спiльнi дiльники d1, d2 многочленiв f, g. Тодi кожен
iз них одержується iз другого множенням на число.

Доведення. Оскiльки найбiльший спiльний дiльник дiлиться на всi дiль-
ники, то d2 дiлиться на d1 i d1 дiлиться на d2, тобто для деяких многочленiв
h1, h2

d1 = d2h1, d2 = d1h2, deg d1 = deg d2+deg h1, deg d2 = deg d1+deg h2.

Нерiвностi deg d1 ≤ deg d2, deg d2 ≤ deg d1 можуть виконуватися лише у
випадку deg d1 = deg d2, deg h1 = deg h2 = 0, коли кожен iз найбiльших
спiльних дiльникiв одержується iз другого множенням на число.

В такiй ситуацiї кажуть, що “найбiльший спiльний дiльник двох много-
членiв єдиний з точнiстю до сталого множника.“

Якщо не сказане iнше (за недомовленiстю), то найбiльший спiльний дiль-
ник двох многочленiв старшим коефiцiєнтом має одиницю.

Визначення 2.1 Два ненульовi многочлени називають взаємно прости-
ми, якщо їх найбiльший спiльний дiльник є сталою (має нульовий сте-
пiнь).

Далi часто будемо користуватися наступною теоремою:
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Теорема 2.3 (про представлення НСД). Найбiльший спiльний дiльник d
многочленiв f, g можна записати у виглядi (10), де многочлени M,N за-
довольняють умову

degM < deg g, degN < deg f. (11)

Доведення. Те, що для найбiльшого спiльного дiльника d iснують мно-
гочлени M,N , якi задовольняють умову (10), нам уже вiдомо iз доведення
теореми про iснування найбiльшого спiльного дiльника.

Доведемо, що iснують такi многочлени M,N , якi задовольняють умо-
ву (11). Беремо будь-якi многочлени M,N , якi задовольняють умову (10).
Далi дiлимо M на g i N f з остачею:

M = gq1 +M1, degM1 < deg g, N = fq2 +N1, degN1 < deg f.

Тепер ми можемо записати

d = f(gq1 +M1) + g(fq2 +N2)

i
d− (fM1 + gN1) = fg(q1 + q2).

Якщо d− (fM1 + gN1) ̸= 0, то ми маємо суперечнiсть:

deg(d− (fM1 + gN1)) < deg f +deg g, deg(fg(q1 + q2)) ≥ deg f +deg g.

Отже

d−(fM1+gN1) = 0, d = fM1+gN1, degM1 < deg g, degN1 < deg f.

Доведення теореми закiнчене.

Теорема про представлення НСД дозволяє переформулювати визначен-
ня взаємної простоти двох многочленiв:

Визначення 2.2 Два ненульовi многочлени f, g взаємно простi тодi i
тiльки тодi, коли для деяких многочленiв M,N можна записати рiв-
нiсть

fM + gN = 1. (12)
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Теорема 2.4 (про дiлення добутку) Якщо добуток двох многочленiв
дiлиться на третiй i один множник взаємно простий з третiм мно-
гочленом, то другий множник дiлиться на цей третiй многочлен.

Теорема про дiлення добутку в символьному виглядi записується так:
Нехай f1, f2 — два многочлени, g = f1f2 i многочлен g дiлиться на мно-

гочлен h, тобто для деякого многочлена q1 можна записати g = hq1. У
випадку, коли НСД(f1, h) = 1, многочлен f2 дiлиться на h, тобто для де-
якого многочлена q2 можна написати f2 = hq2.

Доведення. Нехай маємо многочлени f1, f2, g, h, q1, для яких виконую-
ться рiвностi

g = f1f2, g = hq1, НСД(f1, h) = 1.

Використовуючи (12) можна для деяких многочленiв M,N записати рiв-
нiсть:

f1M + hN = 1. (13)

Домножимо (13) на f2. Одержимо

f1f2M + hf2N = f2.

Звiдси

gM + hf2N = f2, hq1M + hf2N = f2, h(q1M + f2N) = f2,

тобто f2 = hq2, де q2 = q1M + f2N. Цим закiнчується доведення того, що
f2 дiлиться на h.

Теорема доведена.

Теорема 2.5 (про єдинiсть представлення НСД) Якщо многочлчени
f, g взаємно простi, тодi многочлени M,N , якi задовольняють умову
(11), єдинi.

Доведення. Нехай

1 = fM+gN = fM1+gN1, degM, degM1 < deg g, degN, degN1 < deg f.

Тодi f(M−M1) = g(N1−N), i потрiбно довести, що M−M1 = N1−N = 0.
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Дiйсно, оскiльки g(N1−N) дiлиться на f , i НСД(f, g)=1, то за теоремою
про подiльнiсть добутку многочлен N1 − N повинен дiлитися на f . А це
неможливо, оскiльки deg(N1 −N) < deg f.

Теорема про єдинiсть представлення НСД доведена.

Метод невизначених коефiцiєнтiв
Теорема про єдинiсть представлення НСД дозволяє для заданих мно-

гочленiв f, g шукати многочлени M,N, що задовольняють умовi (12), так
званим "методом невизначених коефiцiєнтiв". Цей метод полягає в насту-
пному. Для заданих многочленiв

f = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an, , a0 ̸= 0, g = b0x
m+b1x

m−1+. . .+bm, b0 ̸= 0,

многочлени M,N записують з невiдомими коефiцiєнтами

M = α0x
m−1 + α1x

m−2 + . . .+ αm−1, N = β0x
n−1 + β1x

n−2 + . . .+ βn−1.

Пiдставляємо f, g,M.N в (12). Одержуємо

(a0α0+b0β0)x
n+m−1+(a0α1+a1α0+b0β1+b1β0)x

n+m−)+. . .+(an−1α0+anαm−2+bm−1βn−1+bmβn−2)x+

+ (anαm−1 + bmβn−1) = 0 · xm+n−1 + 0 · xm+n−2 + . . .+ 0 · x+ 1. (14)

Два многочлени збiгаються тодi i тiльки тодi, коли у них однаковi кое-
фiцiєнти при однакових степенях змiнної. Тому рiвняння (14) рiвносильне
системi

a0α0 + b0β0 = 0,

a0α1 + a1α0 + b0β1 + b1β0 = 0,

. . .

an−1α0 + anαm−2 + bm−1βn−1 + bmβn−2 = 0,

anαm−1 + bmβn−1 = 1.

Визначник виписаної лiнiйної системи рiвнянь з невiдомими

α0, α1, . . . , αm−1, β0, β1, . . . βn−1
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називають результантом многочленiв f, g i позначають Res(f, g). Резуль-
танту присвячується окрема лекцiя.

Покажемо, який вигляд все сказане має в конкретному, числовому ви-
глядi.

Нехай f = x3 − 7x+ 2, g = x2 + 5x− 3. Шукаємо невiдомi многочлени
M = α0x + α1, N = β0x

2 + β1x + β2, для яких виконується рiвнiсть
fM + gN = 1. Для цього пишемо рiвняння

(x3 − 7x+ 2)(α0x+ α1) + (x2 + 5x− 3)(β0x
2 + β1x+ β2)− 1 = 0,

(α0 + β0)x
4 + (α1 + 5β0 + β1)x

3 + (−7α0 − 3β0 + 5β1 + β2)x
2+

+(−7α1 + 2α0 + 5β2 − 3β1)x+ (2α1 − 3β2 − 1) = 0,

i систему рiвнянь

α0 + β0 = 0,

α1 + 5β0 + β1 = 0,

−7α0 − 3β0 + 5β1 + β2 = 0,

−7α1 + 2α0 + 5β2 − 3β1 = 0,

2α1 − 3β2 = 1.

Матрицею системи є

A =



1 0 1 0 0

0 1 5 1 0

−7 0 −3 5 1

2 −7 0 −3 5

0 2 0 0 −3


Визначник матрицi A

Res(f, g) = det(A) = 211 ̸= 0.

Оскiльки визначник системи не нульовий, то система має i до того ж
єдиний розв’язок. Звiдси випливає, що многочлени взаємно простi.
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Ррозв’язуємо систему тим чи iншим способом. Одержуємо

α0 = − 21

211
, α1 = −118

211
, β0 =

21

211
, β1 =

13

211
, β2 = −149

211
.

Задача розв’язана. Вiдповiддю є

M(x) = − 21

211
x− 118

211
, N(x) =

21

211
x2 +

13

211
x− 149

211
.

Робимо перевiрку:(
x3 − 7 x+ 2

)(
− 21

211
x− 118

211

)
+
(
x2 + 5 x− 3

)( 21

211
x2 +

13

211
x− 149

211

)
= 1.

2.2 Знищення iррацiональностi в знаменнику. Алгебраїчне та трансценден-
тне розширення поля.

Нехай f(x), deg f > 1 — незвiдний многочлен над полем F . I нехай α —
його корiнь в якомусь бiльшому полi F1, F1 ⊃ F , нiж поле коефiцiєнтiв
F (наприклад, коефiцiєнти многочлена рацiональнi числа, а корiнь не ра-
цiональний). Таким чином, f(α) = 0. Стверджуємо, що для будь-якого
ненульового многочлена g(x), deg f > deg g над F можна пiдiбрати мно-
гочлен h(x) над F такий, що виконується рiвнiсть

1

g(α)
= h(α). (15)

Побудову многочлена h(x) за заданими многочленами f(x), g(x), який за-
довольняє рiвностi (15), називають “знищенням iррацiональностi в знамен-
нику“.

Стандартний прийом знищення iррацiональностi в знаменнику такий.
Оскiльки многогчлен f(x) незвiдний, а многочлен g(x) має степень менший
нiж f(x), то многочлени f, g взаємно простi. Тому для них можна пiдiбрати
многочлени M,N , для який виконується рiвнiсть f(x)M(x)+g(x)N(x) = 1.
Пiдставивши α замiсть x i згадавши, що f(α) = 0, маємо рiвнiсть

g(α) ·N(α) = 1.

Одержуємо вiдповiдь — h(x) = N(x).
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Покажемо, як це робиться на прикладi.
Нехай α — якийсь корiнь многочлена

f(x) = x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2,

тобто f(α) = 0. Потрiбно дрiб 29/(α + 1) записати у виглядi многочлена
вiд α, тобто знайти многочлен N(α) такий, що

29

α+ 1
= N(α), N(α)(α + 1) = 29 (16)

Нехай g(x) = x+1. На першому кроцi записуємо два многочлени M(x), N(x),
degM(x) < deg g(x) = 1, degN(x) < deg f(x) = 4 з невiдомими коефiцiєн-
тами:

N(x) = ax3 + bx2 + cx+ d, M(x) = e.

На другому кроцi записуємо рiвнiсть f ·M + g ·N = 29:

(x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2)e+ (x+ 1)(ax3 + bx2 + cx+ d) = 29.

Розкриваємо дужки i прирiвнюємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях x
в лiвiй i в правiй частинах записаної рiвностi. Одержуємо систему рiвнянь

e+ a = 0,

−8e+ b+ a = 0,

12e+ c+ b = 0, (17)
−6e+ d+ c = 0,

2e+ d = 29.

Третiм кроком розв’язуємо одержану систему рiвнянь

a = −1, b = 9, c = −21, d = 27, e = 1.

Четвертим кроком завершуємо вправу: в тотожнiсть f(x) ·M(x) + g(x) ·
N(x) = 29 iдставляємо замiсть x число α, при цьому пам’ятаємо, що f(α) =
0. Одержуємо тотожностi

(−α3 + 9α2 − 21α + 27)(α + 1) = 29,
29

α + 1
= −α3 + 9α2 − 21α+ 27.
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Якщо при розв’язуваннi системи (17) з’сується, що ця система несумiсна,
то це означає, що даний многочлен f(x) не є незвiдним, вiн розкладається
в добуток, скажемо, f = f1 · f2, deg f1 > 0, deg f2 > 0. i число α є коренем
одного iз множникiв, скажемо, f1. В такому випадку знищення iррацiональ-
ностi можна продовжити, замiнивши f на f1. Тому при виконаннi вправи
ми не перевiряли незвiднiсть многочлена f , яка гарантує сумiснiсть систе-
ми (17).

Для виконання самостiйних вправ запропонуємо знищити iррацiональнсть
в знаменнику в наступних виразах (знову число α — якийсь корiнь много-
члена f(x) = x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2.)

1.
132α+ 213

a2 − 7α + 3
. Вiдповiдь

142α + 213

a2 − 7α+ 3
= 41α3 − 326α2 + 367α− 119.

2.
7α− 1

α3 − 2
. Вiдповiдь

7α− 1

α3 − 2
= −180α3 +

2427

2
α2 − 1267

2
α+ 286.

3.
7361

5α+ 3
Вiдповiдь

7361

5α + 3
= −125x3 + 1075x2 − 2145x+ 2037.

4.
3α+ 4

α2
. Вiдповiдь

3α + 4

α2
= −15/2α3 + 58α2 − 74α+ 21.

Ми розглянули випадок, коли в знаменнику дробу стоїть многочлен вiд
кореня вiдомого нам многочлена. Далi розглянемо випадок, коли цей мно-
гочлен не вiдомий.

В простих випадках, наприклад в дробах

2
√
2− 7

3
√
2 + 9

,
3
√
4

1 + 3
√
2
,

зрозумiло, коренем якого многочлена є iррацiональне число: число
√
2 є

коренем многочлена x2 − 2, а число 3
√
2 є коренем многочлена x3 − 2.

Покажемо, як в деяких випадках можна знайти многочлен, коренем яко-
го є дане число.

Нехай нам дане число x = 3
√
2 +

√
5. Шукаємо степенi цього числа i

пробуємо пiдiбрати коефiцiєнти так, щоб сума степенiв числа з цими кое-
фiцiєнтами (фактично, многочлен вiд цього числа) дорiвнювала нулю. Об-
числюємо:
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x2 =
3
√
4 + 2

3
√
2
√
5 + 5, x3 = 2 + 3

3
√
4
√
5 + 15

3
√
2 + 5

√
5,

x4 = 2
3
√
2 + 8

√
5 + 30

3
√
4 + 20

3
√
2
√
5 + 25,

x5 = 2
3
√
4 + 10

3
√
2
√
5 + 100 + 50

3
√
4
√
5 + 125

3
√
2 + 25

√
5,

x6 = 129 + 12
3
√
4
√
5 + 150

3
√
2 + 200

√
5 + 375

3
√
4 + 150

3
√
2
√
5.

Записуємо рiвнiсть

x6 + y1x
5 + y2x

4 + y3x
3 + y4x

2 + y5x+ y6 = 0, (18)

i намагаємося пiдiбрати коефiцiєнти y1, y2, y3, y4, y5, y6 так, щоб вона стала
тотожнiстю. Для цього в рiвностi (18) пiдставляємо потрiбнi нам значення.
Одержуємо нову рiвнiсть

129 + 12 22/3
√
5 + 150

3
√
2 + 200

√
5 + 375 22/3 + 150

3
√
2
√
5+

+y1
(
2 22/3 + 10

3
√
2
√
5 + 100 + 50 22/3

√
5 + 125

3
√
2 + 25

√
5
)
+

+y2
(
2

3
√
2 + 8

√
5 + 30 22/3 + 20

3
√
2
√
5 + 25

)
+y3

(
2 + 3 22/3

√
5 + 15

3
√
2 + 5

√
5
)
+

+y4
(
22/3 + 2

3
√
2
√
5 + 5

)
+ y5

(
3
√
2 +

√
5
)
+ y6 = 0.

Розкриваємо дужки i групуємо доданки:

(129 + y1100 + y225 + y32 + y45 + y6) + (150 + y1125 + y22 + y315 + y5)
3
√
2+

+(150 + y1125 + y22 + y315 + y5)
3
√
4+

+(200 + 25y1 + 8y2 + 5y3 + y5)
√
5 + (150 + 10y1 + 20y2 + 2y4)

3
√
2
√
5+

+(12 + 50y1 + 3y3)
3
√
4
√
5.

Прирiвнюємо вирази в дужках до нуля i одержуємо систему лiнiйних
рiвнянь

129 + y1100 + y225 + y32 + y45 + y6 = 0,

150 + y1125 + y22 + y315 + y5 = 0,

+150 + y1125 + y22 + y315 + y5 = 0,

200 + 25y1 + 8y2 + 5y3 + y5 = 0,

150 + 10y1 + 20y2 + 2y4 = 0,

12 + 50y1 + 3y3 = 0.
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Розв’зуємо створену систему рiвнянь, одержуємо

y1 = 0, y2 = −15, y3 = −4, y4 = 75, y5 = −60, y6 = −121.

Таким чином, задане число є коренем многочлена

x6 − 15x4 − 4x3 + 75x2 − 60x− 121.

Ми розглянули два випадки — коли число є коренем вiдомого многочле-
на, i коли число є коренем многочлена, але ми не знаємо, якого саме. В
обох випдках мається на увазi„ що ми знаємо, що таке число.

Але є щей й третiй випадок, коли ми вводимо новий символ, називає-
мо цей символ числом, i вимагаємо (знову ж таки за визначенням), щоб
цей символ був коренем незвiдного многочлена. Так чинять при побудовi
поля комплексних чисел — ввводиться символ i, який за визначенням є
коренем многочлена x2 + 1. Поле комплексних чисел мiстить у собi поле
дiйсних чисел, тому його можна назвати розширенням поля дiйсних чисел.
За цiєю схемою за допомогою будь-якого незвiдного над заданим полем
многочлена f(x), deg f(x) ≥ 2 можна побудувати розширення поля. Для
побудови нового поля вводимо новий символ i, який за визначенням є ко-
ренем многочлена f(x) тобто f(i) = 0. Елементами нового поля є многочле-
ни g(i), deg g < deg f. додаються такi многочлени звичайним чином. При
множеннi многочленiв враховується, що f(i) = 0. Тому будь-який много-
член вiд i дорiвнює зилишку вiд дiлення цього многочлена на f(i). Частка
вiд дiлення многочлена на многочлен знаходиться методом знищення iрра-
цiональностi в знаменнику. Так побудовене поле називають алгебраїчним
розширенням поля, або розширенням за допомогою незвiдного многочлена.

В розширеному за допомогою многочлена полi цей многочлен має корiнь.
Тому будь-який многочлен в певному розширеннi поля коефiцiєнтiв має
корiнь.

Розширення полiв має, крiм теоретичного, також практичне значення —
воно використовується в каналах зв’язку, при кодуваннi та шифруваннi.

Крiм алгебраїчного розширення поля, можна будувати i трансцендентне
розширення. Зупинимося на цьому питаннi.

Ми маємо основне поле F , кiльце F [[x]] формальних степеневих рядiв
над полем F i кiльце F [x] многочленiв над полем F .
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Утворюємо формальнi дроби
f(x)

g(x)
, f(x), g(x) ∈ F [x] , g(x) ̸= 0.

Вони формальнi в тому розумiннi, що це не функцiї, а просто позбавленi
змiсту вирази.

На множинi формальних дробiв визначаємо вiдношення еквiвалентностi
= наступним чином:

f

g
=

p

q
⇔ fq = pg.

Оскiльки добуток многочленiв ми вмiємо пiдраховувати, i знаємо, коли
два многочлени рiвнi, то ми знаємо, коли два добутки fq та pg збiгаються.

Нагадаємо, що вiдношення еквiвалентностi це рефлексивне, транзитивне
i симетричне вiдношення. Всi цi властивостi потрiбно перевiряти. Для при-
кладу, перевiрка рефлексивностi вiдношення еквiвалентностi на множинi
формальних дробiв проводиться так

fg = fg ⇒ f

g
=

f

g
.

Cиметричнiсть i транзитивнiсть перевiряються так же просто.
На множинi формальних дробiв вводимо операцiї додавання та множе-

ння наступним чином

f

g
+

p

q
=

fq + pg

gq
,

f

g
· p
q
=

fp

gq
.

Теорема 2.6 (про коректнiсть визначення операцiй з дробами) . Вве-
денi операцiї додавання та множення дробiв узгодженi iз визначенням
рiвностi дробiв у тому розумiннi, що

f

g
=

f1
g1
,

p

q
=

p1
q1

⇒ f

g
+

p

q
=

f1
g1

+
p1
q1
,

f

g
· p
q
=

f1
g1

· p1
q1
.

Доведення.. Нехай
f

g
=

f1
g1
,

p

q
=

p1
q1
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тобто
fg1 = f1g, pq1 = p1q.

Потрiбно довести, що виконуються рiвностi

f

g
+

p

q
=

f1
g1

+
p1
q1
,

f

g
· p
q
=

f1
g1

· p1
q1
.

Обчислюємо, за визначенням додавання дробiв, суми

f

g
+

p

q
,

f1
g1

+
p1
q1

f

g
+

p

q
=

fq + pg

gq
,

f1
g1

+
p1
q1

=
f1q1 + p1g1

g1q1
.

Щоб довести рiвнiсть
fq + pg

gq
=

f1q1 + p1g1
g1q1

,

потрiбно перевiрити рiвнiсть

(fq + pg)(g1q1) = (f1q1 + p1g1)(gq),

тобто
fqg1q1 + pgg1q1 = f1q1gq + p1g1gq

А остання рiвнiсть випливає iз вiдомих нам рiвностей

fg1 = f1g, pq1 = p1q.

Iз цих рiвностей випливає також рiвнiсть

fpg1q1 = f1p1gq,

яка доводить рiвнiсть
f

g
· p
q
=

f1
g1

· p1
q1
.

Утворюємо нову множину F (x), елементами якої є класи рiвних дробiв.
На цiй множинi визначаються операцiї додавання та множення класiв - щоб
додати два класи чи перемножити їх потрiбно взяти представника класу
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(один дрiб iз класу рiвних) в кожному класi, виконати вiдповiдну операцiю
над цими представниками, а потiм взяти той клас, куди попав результат
дiї. Оцей новий клас i є результатом виконання дiї. Наприклад, вiзьмемо
два класи, один мiстить 1

x , а другий мiстить 1+x
x2 . Результатом додавання

цих класiв буде клас, який мiстить дрiб

x(1 + x) + x2

x3
.

Множина класiв iз введеними операцiями додавання та множення утво-
рює поле, яке також позначаємо F (x). Є канонiчне вкладення поля F в
поле F (x):

a ∈ F 7→ a+ 0x+ 0x2 + . . .

1 + 0x+ 0x2 + . . .
∈ F (x).

Наявнiсть згаданого канонiчного вкладення дозволяє назвати F (x) розши-
ренням поля F . Поле F (x) є найменшим полем, що мiстить в собi i поле F
i елемент x /∈ F , який не є коренем нiякого многочлена iз коефiцiєнтами
iз поля F . Такi елементи називають трансцендентними. Тому побудоване
поле F (x) називають трансцентентним розширенням поля F .

2.3 Алгоритм Евклiда

Алгоритм Евклiда це алгоритм знаходження найбiльшого спiльного дiль-
ника двох многочленiв за допомогою дiлення з остачею.

Нехай є два ненульовi многочлени f, g. Будуємо послiдовнiсть

f, g, r1, r1, r3, . . . , rn (19)

так, що кожен наступний член, починаючи з третього, є остачею вiд дiлення
двох попереднiх, тобто

f = gq1 + r1, g = r1q2 + r2, r1 = r2q3 + r3, . . . , rn−2 = rn−1qn + rn.

Останнiй ненульовий елемент d послiдовностi (19) є найбiльший спiльний
дiльник многочленiв f, g.

Доведення того, що d є дiльником, грунтується на тому, що коли дiлене
i дiльник дiляться, скажемо, на h(x), тодi i остача дiлиться на h(x).
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А доведення того, що d(x), дiлиться на будь-який iнший дiльник много-
членiв f, g грунтується на тому, що коли остача i дiльник дiляться, скаже-
мо, на h(x), тодi i дiлене дiлиться на h(x).

Приклад. Нехай потрiбно знайти НСД многочленiв

f = 6x7 − x6 − 66x5 − 11x4 + 111 x3 − 309x2 + 284x+ 84,

g = 2 x6 − x5 − 21x4 + x3 + 36 x2 − 109x+ 118.

Виконуємо послiдовне дiлення:

f = gq1 + r1, q1 = 3x+ 1, r1 = −2x5 + 7 x4 + 2 x3 − 18x2 + 39 x− 34

g = r1q2 + r2, q2 = −x− 3, r2 = 2 x4 − 11x3 + 21 x2 − 26x+ 16,

r1 = r2q3 + r3, q3 = −x− 2, r3 = x3 − 2 x2 + 3 x− 2,

r2 = r3q4 + r4, q4 = 2x− 7, r4 = x2 − x+ 2,

r3 = r4q5, q5 = x− 1.

Алгоритм Евклiда закiнчується, коли вiдбулося дiлення без остачi. У нас
без остачi роздiлився многочлен r3 на многочлен r4. Остання ненульова
остача в алгоритмi Евклiда є найбiльшим спiльним дiльником. У нас оста-
ння ненульова остача — r4. Отже

d = НСД(f, g) = r4 = x2 − x+ 2.

Алгоритм Евклiда дозволяє знайти многочлени M,N, якi задовольняють
умову (10). Покажемо, як це робиться на проведених обчисленнях.

Спочатку виражаємо наступнi остачi через попереднi:

d = r4 = r2 − r3q4, d = r2 − r3(2x− 7);

r3 = r1 − r2q3, r3 = r1 − r2(−x− 2);

r2 = g − r1q2, r2 = (g − r1(−x− 3));

r1 = f − gq1, r1 = (f − g(3x+ 1)).

Тепер можна написати

d = r2−(r1−r2(−x−2))(2x−7) = (g−r1(−x−3))−(r1−(g−r1(−x−3))(−x−2))(2x−7) =

(g−(f−g(3x+1))(−x−3))−((f−g(3x+1))−(g−(f−g(3x+1))(−x−3))(−x−2))(2x−7).
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Далi розкриваємо дужки i iз частини доданкiв виносимо за дужки f а iз
частини виносимо g. Таким чином одержуємо

d = f(22x+ 52− 2x3 − 3x2) + g(−37− 65x2 − 175x+ 6 x4 + 11x3).

Насамкiнець, записуємо вiдповiдь:

M = 22 x+ 52− 2x3 − 3x2, N = −37− 65x2 − 175x+ 6 x4 + 11 x3.

Для вправ можна використати завдання — знайти НСД многочленiв f i
g:

1. f = 2 x6 − 23x4 + 21 x2 − 5, g = 2 x5 − 23x3 + 11x+ 6 x2 − 3.
Вiдповiдь d = 2x2 − 1..

2. f = x5 − 2 x3 − 11x4 + 27x2 − 10, g = x5 − 3x3 + 2 x+ 3 x2 − 6.
Вiдповiдь d = x2 − 2..

3. f = x3 − 11x2 + 5, g = x3 − x+ 3.
Вiдповiдь d = 1.

4. f = x4 − 4 x3 − 77x2 + 5 x+ 35, g = x4 − 9 x3 − 22x2 + 5 x+ 10.
Вiдповiдь x3 − 11x2 + 5.

5. f = (x− 1)3(x2 + x+ 2)(x+ 3)4, g = (x− 1)(x2 + x+ 2)6(x+ 3)2.
Вiдповiдь d = (x− 1)(x2 + x+ 2)(x+ 3)2.

В Maple є команда gcd — скорочення вiд greatest common divisor. Ця ко-
манда знаходить найбiльший спiльний дiльник двох многочленiв.

I найбiльший спiльний дiльник, i алгоритм Евклiда iснують також в кiль-
цi цiлих чисел. Про узагальнення алгоритму Евклiда можна прочитати в

К.А.Родосский “Алгоритм Евклида“, М: Наука, 1988.

2.4 Вiддiлення кратних коренiв.

Нехай є многочлен f(x). Потрiбно побудувати многочлен g(x) такий, що

1. кожен корiнь многочлена f є коренем многочлена g,

2. кожен корiнь многочлена g є коренем многочлена f ,
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3. всi коренi многочлена g мають кратнiсть 1.

Процес знаходження такого многочлена g називають “вiддiленням кра-
тних коренiв“.

Теорема 2.7 (про вiддiлення кратних коренiв) Многочленом g, який
би задовольняв умови 1-3 для заданого многочлена f можна взяти насту-
пний:

g(x) =
f

НСД(f,f ’)
.

Доведення.Теорема 2.7 є наслiдком теореми 1.12.

2.5 Незвiднiсть.Незвiднi многочлени над полем дiйсних i над полем ком-
плексних чисел.

В цьому роздiлi маємо справу з многочленами над довiльним полем.

Визначення 2.3 Многочлен f(x) називають розкладним, якщо його мо-
жна представити у виглядi добутку (розкласти в добуток) f(x) = g(x) ·
h(x) так, щоб обидва множники мали додатнiй степiнь: deg g, deg h > 0.
Якщо ж таке розкладення неможливе, то цей многочлен f називають
нерозкладним, або незвiдним.

Отже ненульовий многочлен f(x) є незвiдним, якщо в будь-якому роз-
кладеннi f(x) = g(x) · h(x) один iз множникiв є сталою.

Розкладнiсть i незвiднiсть многочлена залежить вiд того, над яким по-
лем цей многочлен роглядається.

Приклад 2.1 Многочлен x3+1 є розкладним, тому що можна записати
x3 + 1 = (x2 − x+ 1)(x+ 1).

Многочлен x2 + 1 є розкладним над полем комплексних чисел: x2 + 1 =
(x+ i)(x− i), але цей многочлен є незвiдним над полем дiйсних чисел.

Для доведення незвiдностi многочлена f(x) = x2 + 1 над полем ком-
плексних чисел спочатку звернемо увагу, що натуральне число 2 єдиним
чином можна подати у виглядi суми двох натуральних чисел — 2= 1+1.
Тому в розкладеннi x2 + 1 = g(x) · h(x), де deg g(x), deg h(x) > 0 буде
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deg g(x) = 1, g(x) = a(x − a0), deg h(x) = 1, h(x) = b(x − b0). А це немо-
жливо, оскiльки g(a0) = 0 a f(a0) ≥ 1, f(a0) ̸= 0.

Теорема 2.8 (про факторiальнiсть кiльця многочленiв над полем)
Будь-який многочлен f(x), deg f > 0 можна записати i до того ж єдиним
чином у виглядi добутку

f(x) = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k , k > 1,

де pi(x)(i = 1, 2, . . . , k) — незвiднi полiноми додатнього степеня, НОД(pi, pj) =
1(1 ≤ i < j ≤ k.) Єдинiсть розумiємо так: якщо є два такi розкладення

f(x) = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k , f(x) = qm1
1 · qm2

2 · . . . · qmr

k , (20)

то m = r i множники можна розташувати так, що pi = αi · qi, degαi =
0, ni = mi для всiх i = 1, 2, . . . , k.

Доведення. В доведеннi будемо користуватися наступною лемою.

Лема 2.1 (про НСД двох многочленiв, один iз яких є незвiдним)
Нехай d — НСД двох многочленiв f, g, один iз яких (скажемо, f) є не-
звiдним. Тодi або d є сталою (d = 1), або для деякої сталої α можна
написати

d = α · f.

Доведення. Правильнiсть леми випливає з того, що d є дiльником i f i
g (за визначенням найбiльшого спiльного дiльника), а многочлен f не має
дiльникiв h таких, що

deg f > deg h > 0

(за визначенням незвiдностi).

Далi теорему будемо доводити за допомогою математичної iндукцiї за
степенем многочлена f , записаного у виглядi (20).

База iндукцiї — deg f = 1.. Якщо deg f = 1, то в розкладеннi f у добуток
один множник має нульовий степiнь, а другий має степiнь 1. Це випливає
з того, що при множеннi многочленiв степенi додаються, а число 1 множна
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представити у виглядi суми невiд’ємних цiлих чисел єдиним чином — 1=
1+0. Отже, коли deg f = 1, тодi

f = α · p1 = β · p2.

Таким чином у випадку deg f = 1 теорема справджується.
Iндуктивне припущення. Припускаємо, що deg f = n > 1 i теорема

справджується для всiх многочленiв, що мають степiнь менший нiж n.
Iндуктивний перехiд. Маємо

f(x) = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k , f(x) = qm1
1 · qm2

2 · . . . · qmr

k .

Оскiльки f дiлиться на p1 i, вiдповiдно, добуток

q1 ·
(
qm1−1
1 · qm2

2 · . . . · qmr

k

)
дiлиться на p1, то iз незвiдностi p1 за теоремою про подiльнiсть добутку
буде або q1,або qm1−1

1 · qm2

2 · . . . · qmr

k дiлиться на p1
В першому випадку (коли q1 дiлиться на p1) за доведеною лемою q1

вiдрiзняється вiд p1 сталим множинком: q1 = α1 · p1. Тому

pn1−1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k = α1 · qm1−1
1 · qm2

2 · . . . · qmr

k .

Останнє рiвняня дозволяє скористатися iндуктивним припущенням. I тео-
рема в цьому випадку доведена.

Якщо ж q1 не дiлиться на p1, то користуємося iндуктивним припущенням
стосовно многочлена

qm1−1
1 · qm2

2 · . . . · qmr

k ,

згiдно якого один iз множникiв q2, q3, · · · , qk дiлиться на p1 i теорема зводи-
ться до першого випадку. Отже, i в цьому випадку теорема справджується.

Незвiдними многочленами над полем комплексних чисел є виключно
многочлени першого степеня - лiнiйнi многочлени. Це випливає iз основної
теореми вищої алгебри (кожен многочлен ненульового степеня має бодай
один корiнь) i теореми Безу.

Незвiдними многочленами над полем дiйсних чисел, крiм лiнiйних, є та-
кож многочлени другого степеня iз вiд’ємним дискримiнантом. Це впливає
з того, що
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1. коли многочлен iз дiйсними коефiцiєнтами має комплексний корiнь, то
спряжене число до кореня також є коренем;

2. квадратний тричлен (x − c)(x − c) = x2 − (c + c)x + cc має дiйснi
коефiцiєнти, — отже коли дiйсний многочлен f має комплексний корiнь
c, тодi вiн дiлиться на дiйсний тричлен x2 − (c+ c)x+ cc.

3 Рацiональнi, дiйснi i комплекснi коренi

В цьому роздiлi полем, над яким розклядаються многочлени, є поле дiйсних
чисел.

В пропонованому роздiлi пiд числами розумiємо дiйснi числа. Будемо
шукати тi властивостi коефiцiєнтiв многочлена, якi дозволяють щось ска-
зати про кiлькiсть дiйсних коренiв у многочлена з дiйсними коефiцiєнтами
чи то на всiй дiйснiй осi, чи на певному iнтервалi.

Визначення 3.1 Нехай задана послiдовнiсть a = {a1, a2, . . . , an}, (n > 1)
ненульових дiйсних чисел. Будемо казати, що при переходi вiд i-го еле-
мента послiдовностi до i + 1-го (1 ≤ i < n) вiдбувається змiна знака
(маємо знакозмiну), коли ai · ai+1 < 0. Вважаємо, що кiлькiсть змiн зна-
ка (знакозмiн) в одноелементнiй послiдовностi дорiвнює нулю.

Для прикладу, послiдовнiсть 2,-3, -4, 1 має двi змiни знака — при переходi
вiд першого до другого i при переходi вiд третього до четвертого елементiв
послiдовностi. При пiдраховуваннi кiлькостi знакозмiн можна виписувати
не самi елементи послiдовностi, а тiльки знаки. Так замiсть послiдовностi
2,-3, -4, 1 можна писати +−−+.

Вкажемо досить очевиднi властивостi кiлькостi знакозмiн в послiдовно-
стi

1. Якщо змiнити всi знаки елементiв послiдовностi на протилежнi, то
кiлькiсть знакозмiн не змiниться.

2. Якщо перед першим елементом послiдовностi дописати одне ненульове
число, то кiлькiсть знакозмiн або лишиться попередньою, або збiльши-
ться на одну.
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3. Якщо мiж двома елементами послiдовностi вписати число, то в новiй
послiдовностi кiлькiсть знакозмiн буде або такою ж, як i в початковiй,
або збiльшиться на 2.

4. Якщо змiнити знак першого елемента послiдовностi, то кiлькiть знако-
змiн або зiльшиться на 1 або зменшиться на 1.

5. Якщо перший елемент послiдовностi має той же знак, що i останнiй,
то кiлькiсть знакозмiн у цiй послiдовностi парна.

Нехай f(x) = a0x
n + an−1x

n−1 + . . .+ an, a0, an ̸= 0, — многочлен. Тодi
кiлькiсть змiн знака в послiдовностi його ненульових коефiцiєнтiв познача-
ємо чрез L(f). Для визначеностi можна вважати, що коефiцiєнти пишуться
починаючи iз старшого члена. Так, якщо f(x) = 11x5−3x−2, то маємо по-
слiдовнiсть 11,−3,−2 його ненульових коефiцiєнтiв, послiдовнiсть знакiв
+,−,−. В цiй послiдовностi є одна знакозмiна. Тому L(f) = 1.

Теорема 3.1 (правило знакiв Декарта) Кiлькiсть додатнiх коренiв мно-
гочлена f(x), (f(0) ̸= 0) дорiвнює L(f), або менше L(f) на парне число.

Вище ми вiдмiтили, що L(f) = 1 для многочлена f(x) = 11x5 − 3x− 2,
Тому за правилом знакiв Декарта кiлькiсть додатнiх коренiв цього много-
члена дорiвнює 1 — многочлен має єдиний додатнiй корiнь.

Доведення. Теорема доводиться з використанням наступної леми.

Лема 3.1 Нехай f(x) — многочлен , f(0) ̸= 0 i c > 0. Тодi

L((x− c) · f(x)) = L(f(x)) + 2s+ 1

для деякого цiлого невiд’ємного s.

Доведення. Доведення проводимо iндукцiєю за степенем многочлена f(x).
База iндукцiї. Нехай deg f = 0, f(x) = a ̸= 0. Тодi

L(f) = 0, (x− c) · f(x) = ax− ca, L((x− c)f(x)) = 1.

Перевiрка бази iндукцiї закiнчена.
Iндуктивне припущення. Нехай вiдомо, що лема правильна для всiх мно-

гочленiв f(x) таких, що deg f(x) < n при деякому n ≥ 1.
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Iндуктивний прехiд. Доведемо, що лема iстинна для всiх многочленiв
f(x) таких, що deg f(x) = n.

Вiзьмемо многочлен f(x), deg f(x) = n, f(0) ̸= 0,

f(x) = anx
n + . . .+ a0, a0 ̸= 0,

i c > 0. Оскiльки L(f) = L(−f), (див. властивiсть 1 кiлькостi знакозмiн),
то можна вважати an > 0.

Представимо многочлен f(x) у виглядi

f(x) = anx
n + g(x), deg g(x) = k < n, k ≥ 0, g(x) = akx

k + . . .+ a0.

За iндуктивним припущенням, для деякого невiд’ємного цiлого s

L((x− c)g(x)) = L(g(x)) + 2s+ 1.

В прийнятих позначеннях

(x− c)f(x) = anx
n+1 − canx

n + (x− c)g(x). (21)

Лишилося розглянути рiзнi можливостi для старших коефiцiєнтiв много-
члена (x− c)f(x).

Перший випадок: k < n − 1. Нехай ak > 0. Тодi L(f) = L(g) i рiвнiсть
(21) показує, що

L((x−c)f(x)) = 2+L((x−c)g(x)) = 2+2s+1+L(g(x)) = L(f(x)+2(s+1)+1,

i лема правильна. Нехай ak < 0. Тодi L(f) = L(g)+1 i рiвнiсть (21) показує,
що

L((x− c)f(x)) = 1+L((x− c)g(x)) = 1+2s+1+L(g(x)) = L(f(x)+2s+1,

i лема правильна.
Другий випадок: k = n− 1,

(x− c)f(x) = anx
n+1 + (an−1 − anc)x

n + h(x), 0 ≤ deg(h(x)) ≤ n− 1.

Припустимо, що an−1 − anc > 0. Тодi обов’язково an−1 > 0,

L(f) = L(g), L((x− c)f) = L((x− c)g) = L(g) + 2s+ 1 = L(f) + 2s+ 1,
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i лема доведена.
Припустимо, що an−1−anc = 0. Тодi знову обов’язково an−1 > 0 i можна

записати

(x− c)f = anx
n+1 + h(x), (x− c)g = an−1x

n + h(x),

L(f) = L(g), L((x− c)f) = L((x− c)g)L(g) + 2s+ 1 = L(f) + 2s+ 1,

i лема доведена.
Насамкiнець, припустимо, що an−1 − anc < 0. Знову позначимо

(x− c)f(x) = anx
n+1 + (an−1 − anc)x

n + h(x), 0 ≤ deg(h(x)) ≤ n− 1,

i, вiдповiдно,
(x− c)g(x) = an−1x

n + h(x).

Старший коефiцiєнт многочлена h(x) позначимо через b. Складемо табли-
чку можливих вiдношень мiж кiлькостями знакозмiн при рiзних можливих
знаках an−1 та b

an−1 b L((x− c)f) L((x− c)g) L((x− c)f)

+ + L(h) + 2 L(h) L(h) + 2 = L((x− c)g) + 2 = L(g) + 2s+ 1 + 2 = L(f) + 2s+ 3
+ − L(h) + 1 L(h) + 1 L(h) + 1 = L((x− c)g) = L(g) + 2s+ 1
− + L(h) + 2 L(h) + 1 L(h) + 2 = L((x− c)g) + 1 = L(g) + 2s+ 1 + 1 = L(f) + 2s+ 1
− − L(h) + 1 L(h) L(h) + 1 = L((x− c)g) + 1 = L(g) + 2s+ 1 + 1 = L(f) + 2s+ 1

Останнiй стовпчик таблицi показує, що L((x − c)f) − L(f) — непарне
натуральне число. Тому у всiх розглянених випадках лема iстинна.

Доведення леми закiнчене.

Переходимо, власне, до доведення теореми для заданого многочлена f(x), f(0) ̸=
0. Нехай c − 1, c − 2, . . . ck, k ≥ 0 < всi додатнi коренi многочлена f(x),
тобто,

f(x) = (x− c1)(x− c2) · . . . · (x− ck)g(x),

i многочлен g(x) не має додатнiх коренiв. Сташий коефiцiєнт i вiльний
член многочлена g(x) мають однаковi знаки — в протилежному випадку
iз мiркувань неперервностi випливало б, що цей многочлен має додатнiй
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корiнь. Iз того, що сташий коефiцiєнт i вiльний член многочлена g(x) мають
однаковi знаки, випливає, що L(g) є парним числом.

Далi розглядаємо послiдовнiсть многочленiв

f0(x) = g(x), f1(x) = (x− c1)f0(x), f2(x) = (x− c2)f1(x), . . . ,

fk(x) = (x− ck)fk−1(x) = f(x).

У вiдповiдностi з лемою, кiлькiсть знакозмiн у кожному наступному мно-
гочленi на непарну кiлькiсть бiльша, нiж у попередньому. Тому кiлькiсть
знакозмiн у многочлена f(x) або дорiвнює кiлькостi коренiв, або на парну
кiлькiсть бiльша вiд кiлькостi коренiв.

Теорема доведена.

Правило знакiв Декарта дозволяє оцiнити i кiлькiсть вiд’ємних коренiв
многочлена f(x) — просто потрiбно розглянути многочлен g(x) = f(−x)
оскiльки додатнi коренi многочлена g(x) є вiд’ємними коренями многочле-
на f(x). Для прикладу, коли f(x) = −3x7+2x6−x5+1, тодi g(x) = f(−x) =
3x7 + 2x6 + x5 + 1 L(g) = 0 i многочлен f(x) не має вiд’ємних коренiв.

Вправи — оцiнити кiлькiсть додатнiх коренiв многочлена.

1. f(x) = −7x13+x10+x9−5x5+x4+x3−15. Вiдповiдь: додатнiх коренiв
4,2, або 0.

2. f(x) = −6x13 + x9 − 5x5 − x4 − x3 − 15. Вiдповiдь: додатнiх коренiв 2
або 0.

3. f(x) = −7x13+x10+x9−5x5+x4+x3+15. Вiдповiдь: додатнiх коренiв
3 або 1.

3.1 Рацiональнi коренi

В цьому роздiлi маємо справу з многочленами над полем рацiональних
чисел.

Теорема 3.2 (про рацiональнi коренi) Припустимо, що нескоротне ра-
цiональне число

x0 =
p

q
, p ̸= 0, , q > 0
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є коренем многочлена

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an,

який задовольняє наступнi умови

ai ∈ Z, i = 0, 1, . . . n, a0, an ̸= 0, НСД(a0, a1, . . . , an) = 1.

Тодi p є дiльником an, а q є дiльником a0.

Доведення. Припустимо, що x0 = p
q є коренем многочлена f(x). Дрiб p

q

вважається нескоротним, тобто НСД(p, q)=1.
Таким чином

f(x0) = 0,
a0p

n

qn
+

a1p
n−1

qn−1
+ . . .+

an−1p

q
+ an = 0

i
a0p

n + a1p
n−1q + a2p

n−2 + . . .+ an−1pq
n−1 + anq

n = 0. (22)

Почнемо з доведення того, що q є дiльником a0.

В рiвняннi (22) лишимо злiва лише перший доданок, а решту перенесемо
направо, i винесемо справа за дужки множник q. Одержимо рiвняння

a0p
n = −q

(
a1p

n−1 + a2p
n−2q + . . .+ an−1pq

n−2 + anq
n−1
)
. (23)

Рiвняння (23) показує, що добуток a0p
n дiлиться на q. Будемо користувати-

ся, як вiдомим, тим фактом, що коли добуток x ·y двох натуральних чисел
x, y дiлиться на третє натуральне число z, i один iз множникiв (скажемо y)
взаємно простий iз цим третiм числом z (тобто НСД(y, z)=1), тодi другий
множник (в нашому випадку x) дiлиться на z. З цього факту, а також iз
того, що НСД(p, q)=НСД(pn, q)=1, одержуємо потрiбне — a0 дiлиться на q.

Для доведення того, що an дiлиться на p, в рiвняннi (22) останнiй дода-
нок злiва перенесемо направо, i злiва виносимо за дужки p. Таким чином
доводиться, що добуток anq

n дiлиться на p. Тепер iз взаємної простоти
чисел p, q випливає, що an дiлиться на p.

Безпосереднiм наслiдком iз теореми 3.2 є
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Наслiдок 3.1 Якщо старший коефiцiєнт многочлена з цiлими коефiцi-
єнтами дорiвнює 1, то всi рацiональнi коренi цього многочлена є цiлими.

Наведе приклади застосування теореми про рацiональнi коренi.

Приклад 3.1 Припустимо, що нам потрiбно знайти рацiональнi коренi
рiвняння

x7 − 8x5 − 8x3 + 6 x6 − 8x4 − 8x2 − 9x− 14 = 0. (24)

За наслiдом iз теореми 3.2 всi рацiональнi коренi цього рiвняння є цiли-
ми числами. До того ж вони є цiлими дiльниками числа 14. Дiльниками
числа 14 є ±1,±2,±7,±14. По черзi пiдставляємо у многочлен (24) вiдмi-
ченi числа i одержуємо, що коренями цього многочлена будуть -1, 2 та
-7.

Приклад 3.2 Нехай нам потрiбно довести, що многочлен x4+5x3+x2+
2x+ 1 не має рацiональних коренiв. Доведення мпроводимо з використа-
нням теореми 3.2: якби цей многочлен мав рацiональнi коренi, то вони
належали б множинi {−1, 1} . Пiдставляючи в наш многочлен послiдов-
но 1 i -1 переконуємося, що цi числа не є його коренями. Тому многочлен
взагалi не має рацiональних коренiв.

Вправа 3.1 Знайти рацiональнi коренi многочленiв

1. 6x7 + 71x6 + 202 x5 − 6 x4 + 9 x3 + 9 x2 − 37x− 14;

2. 9x7 + 90x6 + 233 x5 + 53x4 + 73x3 + 38x2 − 11x− 5;

3. 4x7 + 3 x5 + 17x4 + 27x3 + 12x6 + 7 x2 − 7x− 3;

4. x4 + 6 x3 − 4 x2 − 54x− 45;

5. x4 + 8 x3 + 14 x2 − 8 x− 15.

6. 1
2 x

5 + 23
6 x4 + 41

6 x3 + 11
6 x2 + 2 x− 15.
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3.2 Многочлени малих степенiв

В цьому розiлi розглядаємо многочлени першого , другого, третього та
четвертого степенiв (так званi многочлени малих степенiв) над полем ком-
плексних чисел.

Оскiльки многочлени першого степеня ax+ b i многочлени другого сте-
пеня ax2 + bx + c розглядаються в школi, то зосередимо увагу лише на
многочленах третього та четвертого степенiв. Коренi таких многолченiв
множна представити у виглядi виразiв, що використовують лише знаки
додавання, вiднiмання, множення, дiлення та добування коренiв. Кажуть,
що цi многочлени можна розв’язати “ в радикалах“. Можна довести, що
для загального многочлена 5-го степеня таких виразiв не iснує.

Формула Кардано.
Нехай потрiбно розв’язати кубiчне рiвняння

x3 + ax2 + cx+ d = 0. (25)

Замiна x = y − a
3

(y − a

3
)3 + a(y − a

3
)2 + c(y − a

3
) + d =

= y3 +

(
a2

3
− 2a2

3
+ c

)
y +

(
−a3

27
+

a3

9
− c

a

3
+ d

)
= 0,

приводить до кубiчного рiвняння, в якому коефiцiєнт при квадратi змiнної
дорiвнюює 0. Тому формулу для коренiв кубiчного рiвняння можна шукати
лише у випадку, коли коефiцiєнт при квадратi змiнної дорiвнює 0. Отже,
маємо рiвняння

x3 + px+ q = 0. (26)

Розв’язок шукаємо у виглядi суму

x = α + β. (27)

Пiдставляємо цю суму у рiвняння (26) i одержуємо результат:

(α+β)3+p(α+β)+q = 0, α3+3α2β+3αβ2+β3+pα+pβ+q = 0. (28)

Групуємо доданки:
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α3 + 3αβ(α + β) + β3 + p(αβ) + q = 0,

α3 + β3 + (3αβ + p)(α + β) + q = 0. (29)

Рiвняння (29) при умовi 3αβ + p = 0 має вигляд

α3 + β3 + q = 0.

Таким чином, рiвняння (26) зводиться до системи рiвнянь

α3 + β3 = −q, 3αβ = −p (30)

Пiднесемо лiву i праву частини рiвняння 3αβ = −p до третього степеня
(при цьому можуть з’явитися зайвi коренi), позначимо

z1 = α3, z2 = β3,

z1 + z2 = −q, z1z2 = −p3

27
. (31)

Числа z1, z2 шукаємо як коренi рiвняння

z2 + qz − p3

27
= 0.

Маємо

z1 =
−q +

√
q2 + 4p3

27

2
= −q

2
+

1

2

√
q2

4
+

p3

27

z2 =
−q −

√
q2 + 4p3

27

2
= −q

2
− 1

2

√
q2

4
+

p3

27
Тепер для α, β маємо вирази:

α =
3

√
−q

2
+

1

2

√
q2

4
+

p3

27
, β =

3

√
−q

2
− 1

2

√
q2

4
+

p3

27
.

i

x = α+ β =
3

√
−q

2
+

1

2

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√
−q

2
− 1

2

√
q2

4
+

p3

27
. (32)
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Формула (32) i є формулою Кардано для коренiв кубiчного рiвняння (26).
Пiд коренем квадратним у формулi Кардано розумiється одне, довiльно
вибране значення квадратного кореня (в полi комплексних чисел їх два). А
значення кубiчних коренiв (в полi комплексних чисел їх три) узгоджується
iз умовою

αβ = −p

3
.

Для прикладу застосування формули Кардано розглянемо рiвняння

x2 − 12x− 8 = 0.

Тут

p = −12, q = −8,
q

2
= −4,

q2

4
= 16,

p3

27
= −64,

i вiдповiдно,

x =
3

√
4 +

√
−48 +

3

√
4 +

√
−48.

Для кореня квадратного вибираэмо значення
√
−48 = 4i

√
3. Комплекснi

числа 4± 4i
√
3 ереводимо у тригонометричну форму

4 + 4i
√
3 = 8

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
, 4− 4i

√
3 = 8

(
cos

−π

3
+ i sin

−π

3

)
.

Обчислюємо можливi значення кубiчних коренiв

α ∈
{
2
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)
, 2

(
cos

7π

9
+ i sin

7π

9

)
, 2

(
cos

13π

9
+ i sin

13π

9

)}
,

β ∈
{
2

(
cos

−π

9
+ i sin

−π

9

)
, 2

(
cos

5π

9
+ i sin

5π

9

)
, 2

(
cos

11π

9
+ i sin

11π

9

)}
,

Оскiльки
2
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)
2

(
cos

−π

9
+ i sin

−π

9

)
=

2

(
cos

7π

9
+ i sin

7π

9

)
2

(
cos

11π

9
+ i sin

11π

9

)
=

2

(
cos

13π

9
+ i sin

13π

9

)
2

(
cos

5π

9
+ i sin

5π

9

)
= 4,
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то

x1 = 2
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)
+ 2

(
cos

−π

9
+ i sin

−π

9

)
= 4 cos

π

9
,

x2 = 2

(
cos

7π

9
+ i sin

7π

9

)
+ 2

(
cos

11π

9
+ i sin

11π

9

)
= 4 cos

7π

9
,

x3 = 2

(
cos

13π

9
+ i sin

13π

9

)
+ 2

(
cos

5π

9
+ i sin

5π

9

)
= 4 cos

13π

9
.

Метод Ферарi.
Пропонується один метод розв’язування рiвнянь четвертого степеня над

полем комплексних чисел. Розповiдаючи про цей метод, поряд iз загальним
многочленом будемо, для прикладу, брати конкретний многочлен.

Отже, нехай маємо рiвняння 4-го степеня:

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0, x4 − 3x3 + 4x2 + x− 15 = 0. (33)

План розв’язування такий: вводимо в рiвняння новий параметр так, щоб
лiва частина рiвняння (многочлен 4-го степеня) записався як рiзниця ква-
дратiв. Рiзницю квадратiв розкладаємо в добуток, а далi кожен множник
(а це квадратнi тричлени) прирiвнюємо до нуля i розв’язуємо квадратнi
рiвнняння як це робилося в школi.

1 крок в методi Ферарi полягає в тому, що вводимо новий параметр y

наступним чином

x4 + ax3 = (x2 +
a

2
x+ y)2 − 2x2y − a2

4
− y2 − ay,

x4 − 3x3 = (x2 − 3

2
x+ y)2 − 2x2y − 9

4
x2 − y2 + 3xy.

Тепер переписуємо рiвняння (33) iз введеним параметром:

(x2 +
a

2
x+ y)2 − 2x2y − a2

4
x2 − y2 − ayx+ bx2 + cx+ d = 0,
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(x2 − 3

2
x+ y)2 − 2x2y − 9

4
x2 − y2 + 3xy + 4x2 + x− 15 = 0.

Останнi рiвняння записуємо у виглядi

(x2 +
a

2
x+ y)2 − f1 = 0, (x2 − 3

2
x+ y)2 − f1 = 0, (34)

де f1 — квадратний тричлен:

f1 = (2y−b+
a2

4
)x2+(ay−c)x+(y2−d), f1 = (2y−7

4
)x2+(−1−3y)x+(y2+15).

Перший крок — штучне введення параметра y, зроблений.
Другий крок — пiдбiр параметра y, при якому квадратний тричлен f1 є

квадратом двочлена. Тричлен f1 є квадратом двочлена тодi i тiльки тодi,
коли вiн має два однаковi коренi, тобто коли його дискримiнант дорiвнює
нулю. З цiєї умови — рiвнiсть нулю дискримiнанта, i шукаємо y.

Обчилюємо дискримiнант f1:

D(f1) = (ay − c)2 − 4

(
2y − b+

a2

4

)
(y2 − d) =

− 8 y3 + 4 by2 + (−2 ac+ 8 d) y + (c2 − 4 bd+ a2d),

D(f1) = (1 + 3 y)2 + 4
(
y2 + 15

)
(7/4− 2 y) = 106− 114 y + 16 y2 − 8 y3.

Шукаємо корiнь y = y0 рiвняння D(f1) = 0.
В цьому мiсцi потрiбно зробити два зауваження.
Перше зауваження. Корiнь шукається лише один, який-небудь, будь-

яким способом. Корiнь можна пiдбирати, вгадувати чи користуватися яко-
юсь формулою.

Друге зауваження. Рiвняння для знаходження кореня y = y0 є рiвнян-
ням третього степеня, для розв’язкiв якого є формули Кардано. Отже y0
можна записати у виглядi виразу, в якому використанi лише знаки дода-
вання, вiднiмання, множення, дiлення, та добування кореня. Коротше про
цей факт кажуть словами “рiвняння розв’язується в радикалах“

Для нашого конкретного випадку корiнь y0 = 1 рiвняння

106− 114 y + 16 y2 − 8 y3 = 0
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просто вгадали.
Третiй крок в методi Ферарi — робимо замiну введеного параметра y

на знайдене значення y0 i переписуємо задане рiвняння у виглядi рiзницi
квадратiв.

f1 = (αx+ β)2, f1 =
1

4
x2 − 4x+ 16 = (

1

2
x− 4)2;

(x2 +
a

2
x+ y0)

2 − (αx+ β)2 = 0, (x2 − 3

2
x+ 1)2 − (

1

2
x− 4)2 = 0.

I останнiй, четвертий крок в методi Ферарi є остаточним розв’язуваням:
рiзницю квадратiв розкладаємо у добуток, множники (вони є квадратними
тричленами) прирiвнюємо до нуля, i розв’язуємо два квадратнi тричлени,
якi над полем комплексних чисел дадуть чотири коренi початкового рiвня-
ння. Виконаєм цю роботу.

(
(x2 +

a

2
x+ y0)− (αx+ β)

)(
(x2 +

a

2
x+ y0) + (αx+ β)

)
= 0,(

(x2 +
a

2
x+ y0)− (αx+ β)

)
= 0,

(
(x2 +

a

2
x+ y0) + (αx+ β)

)
= 0,

x2 + (
a

2
− α)x+ (y0 − β) = 0, x2 + (

a

2
+ α)x+ (y0 + β) = 0.

Одержанi квадратнi рiвняння в загальному виглядi не розв’язують i фор-
мулу для коренiв рiвняння четвертого степеня не виписують. Тому немає
формул Ферарi, а є тiльки метод Ферарi.

В нашому конкретному прикладi розв’зування доведемо до кiнця i коренi
знайдемо явно.(

(x2 − 3

2
x+ 1)− (

1

2
x− 4)

)(
(x2 − 3

2
x+ 1) + (

1

2
x− 4)

)
= 0,

x2 − 3

2
x+ 1− 1

2
x+ 4 = 0 x2 − 3

2
x+ 1 +

1

2
x− 4 = 0,

x2 − 2x+ 5 = 0 x2 − x− 3 = 0.
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Перше рiвняння дає два комплекснi коренi 1 + 2i, 1 − 2i, а друге дає два
дiйснi коренi1/2 − 1/2 · 13(1/2), 1/2 + 1/2 · 13(1/2). Таким чином, задане
початкове рiвння розв’язане, його коренями є числа

1 + 2i, 1− 2i,
1

2
−

√
13

2
,

1

2
+

√
13

2
.

3.3 Кiлькiсть дiйсних коренiв на iнтервалi

В цьому роздiлi дослiджуються многочлени Додатнього степеня з дiйсними
коефiцiєнтами, якi не мають кратних коренiв — кратнiсть кожного кореня
дорiвнює 1 (якщо коренi є). Для таких многочленiв доведемо теорему —
теорему Штурма, яка дозволяє обчислити кiлькiсть коренiв могочлена на
заданому iнтервалi.

Визначення 3.2 Послiдовнiстю Штурма для заданого многочлена f(x)
deg f > 0 без кратних коренiв називають послiдовнiсть многочленiв

f0, f1, . . . , fn

що побудована наступним чином:
f0(x) = f(x);
f1(x) = f ′(x) — похiдна вiд многочлена f(x);
для i = 2, 3, . . . n многочлен fi є остачею з протилежним знаком вiд

дiлення fi−2(x) на fi−1(x), тобто

fi−2(x) = fi−1(x)q(x)− fi(x), deg fi < deg fi−1. (35)

Многочлени в послiдовностi Штурма вiдрiзняються вiд послiдовностi
остач в алгоритмi Евклiда, що застосований до многочлена та його по-
хiдної, лише знаками, - це видно iз рiвностi (35). Ми знаємо, що кратнiсть
кореня многочлена на одиницю бiльша вiд кратностi кореня похiдної. I коли
кратних коренiв у многочлена немає, то вiн взаємно простий з похiдною —
найбiльший спiльний дiльник многочлена i похiдної дорiвнює сталiй. Звiдси
випливає
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Перша властивiсть послiдовностi Штурма: останнiй многочлен в послi-
довностi Штурма є сталою.

Якби два сусiднi многочлени в послiдовностi Штурма мали спiльний ко-
рiнь, то цi два многочлени мали б найбiльший спiльний дiльник ненульово-
го степеня i останнiй многочлен у цiй послiдовностi не був би сталою. Тому
маємо ще одну властивiсть послiдовностi Штурма.

Друга властивiсть послiдовностi Штурма. Якщо число є коренем одного
многочлена в послiдовностi Штурма, то це число не є коренем сусiднiх
многочленiв.

Iз рiвностi (35) випливає ще одна властивiсть послiдовностi Штурма.
Третя властивiсть послiдовнсотii Штурма. Якщо число a є коренем мно-

гочлена fi(x) в послiдовностi Штурма при деякому i = 1, 2, . . . , n−1, то су-
сiднi многочлени в цiй точцi приймають рiзнi знаки, тобто fi−1(a)·fi+1(a) <
0.

Ще одним визначенням, потрiбним для формулювання теореми, є поня-
ття кiлькостi знакозмiн у послiдовностi Штурма в заданiй точцi.

Визначення 3.3 Нехай f(x) — многочлен додатнього степеня без кра-
тник коренiв i f0(x), f1(x), . . . , fn(x) — його послiдовнiсть Штурма. Ска-
жемо, що два сусiднi многочлени fi, fi+1, 0 ≤ i ≤ n − 1 утворюють зна-
козмiну в точцi a, якщо fi(a) · fi+1(a) < 0. Кiлькiсть усiх знакозмiн в
послiдовностi Штурма в точцi a позначимо через L(a).

Теорема 3.3 (Штурм) Нехай f(x) — дiйсний многочлен додатнього сте-
пеня без кратних коренiв, a < b — два дiйснi числа, f(a), f(b) ̸= 0. Кiль-
кiсть коренiв k многочлена f(x) на iнтервалi (a, b) дорiвнює кiлькостi
втрат знакозмiн в послiдовностi Штурма при переходi вiд a до b, тобто

k = L(a)− L(b).

Приклад 3.3 Нехай f(x) = x − 4. Тодi послiдовнiсть Штурма складає-
ться iз двох многочленiв f0(x) = x− 4 i f1(x) = 1. в точцi 0 i в точцi 3
маємо однi знакозмiну, а в точцi 5 маємо 0 закозмiн. Тому на iнтервалi
(0,3) многочлен коренiв не має, а на iнтервалi (3,5) многочлен має один
корiнь.
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Розглянемо складнiший приклад. Нехай

f(x) = −2 + 4 x+ 31x2 − 80x3 − 12x5 + x6 + 50x4,

i вiдповiдно, f0 = f .
Тодi

f ′(x) = 4 + 62 x− 240x2 − 60x4 + 6 x5 + 200 x3,

i, вiдповiдно, f1 = f ′.
Оскiльки

f = f ′ ·
(
x

6
− 1

3

)
− 2/3 + 24x− 178

3
x2 +

80

3
x3 − 10/3 x4

, то

f2 = −(−2/3+24x−178

3
x2+

80

3
x3−10/3 x4) =

2

3
−24x+

178

3
x2−80

3
x3+10/3x4.

Оскiльки

f1 = f2 · (9/5x− 18

5
) +

32

5
− 128

5
x+

84

5
x2 − 14

5
x3

то

f3 = −
(
32

5
− 128

5
x+

84

5
x2 − 14

5
x3
)

= −32

5
+

128

5
x− 84

5
x2 +

14

5
x3.

Оскiльки

f2 = f3 ·
(
25

21
x− 50

21

)
+

(
−102

7
+

312

7
x− 78

7
x2
)
,

то
f4 = −

(
−102

7
+

312

7
x− 78

7
x2
)

=
102

7
− 312

7
x+

78

7
x2.

Оскiльки
f3 = f4 ·

(
49

195
x− 98

195

)
+

(
12

13
− 6

13
x

)
,

то
f5 = −

(
12

13
− 6

13
x

)
= −12

13
+

6

13
x.
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Оскiльки
f4 = f5 ·

(
169

7
x− 338

7

)
− 30,

то f6 = 30.
Побудова послiдовностi Штурма, тобто многочленiв f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6

закiнчена.
Тепер обчислимо значення одержаних многочленiв при вибраних значе-

ннях змiнної (з точнiстю до 2 знакiв пiсля коми) i пiдрахуємо кiлькiсть
знакозмiн L в цих точках. Результати роботи зведемо в таблицю

a f0(a) f1(a) f2(a) f3(a) f4(a) f5(a) f6(a) L(a)

−1 168 −564 114
−258

5

492

7
−18

13
30 6

0 −2 4
2

3
−32

5

102

7
−12

13
30 5

4.5 17.26 115.93 31.04 23.75 39.64 1.15 30 0

Побудована таблиця показує, що L(−1) − L(0) = 1, (кажемо, що при
переходi вiд -1 до 0 втрачається одна знакозмiна). Отже многочлен за
теоремою Штурма на iнтервалi (−1, 0) має рiвно один корiнь. Рiзниця
L(0)−L(4.5) = 5 показує, що многочлен має 5 коренiв на iнтервалi (0, 4.5).

Доведення.
Уявляємо, що точка a, в якiй обчислюється кiлькiсть знакозмiн у послi-

довностi Штурма, рухається вiд лiвого кiнця iнтервала до правого. Якщо
протягом руху жоден многочлен не мав a коренем, то всi многочлени збе-
регли свiй знак i кiлькiсть знакозмiн лишилася незмiнною. Останнiй мно-
гочлен в послiдовностi Штурма є сталою, коренiв не має, точка не похо-
дить через корiнь останнього многочлена. Якщо точка проходить корiнь
сренього многочлена (не першого i не останнього), то кiлькiсть закозмiн
лишиться попередньою, оскiльки сусiднi многочлени в околi кореня мають
рiзнi знаки.

Для доведення теореми лишилося переконатися, що при переходi через
корiнь першого (заданого) многочлена послiдовнiсть Штурма втрачає одну
знакозмiну. Дiйсно, коли многочлен зростав в точцi a, що є його коренем,
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то вiн був вiд’ємним до кореня i додатнiм пiсля кореня, а похiдна весь час
була додатньою. Отже в такому випадку при переходi через a послiдов-
нiсть Штурма втратила одну знакозмiну. Якщо ж многочлен мав в точцi
a вiд’ємну похiдну, то перед коренем вiн був додатнiм, а пiсля кореня —
вiд’ємним. Отже знову втратилася одна знакозмiна. Оскiльки многочлен
не має кратних коренiв, то многочлен i його похiдна не можуть в однiй i
тiй же точцi дорiвнювати 0.

Теорема доведена.

4 Iнтерполяцiйнi многочлени

Припустимо, що ми маємо многочлен. Для прикладу, маємо

P (x) = 2x5 − 7x4 − x3 + 12x+ 5.

Ми можемо обчислити значення цього многочлена в 6 точках. Для при-
кладу, обчислимо значення P (x) в точках x = −2, x = 0, x = 1, x =
2, x = 3, x = 4: P (−2) = −187, P (0) = 5, P (1) = 11, P (2) = −27, P (3) =
−67, P (4) = 245. Результати обчислень можна звести в таблицю, де значе-
ння аргумента розташованi в порядку зростання:

x −2 0 1 2 3 4

P (x) −187 5 11 −27 −67 245
(36)

Тут ми маємо пряму задачу - є функцiя, потрiбно побудувати таблицю її
значень в певних точких. Задача, якiй присвячений роздiл, зворотна — по
заданiй таблицi 36 побудувати многочлен найменшого степеня, для якого
ця таблиця є таблицею значень.

Отже, в загальному виглядi розв’язується наступна задача: за таблицею
значень

x0 x1 . . . xn
y0 y1 . . . yn

(37)

з умовою i > j ⇒ xi > xj побудувати многочлен найменшого степеня
P (x) такий, що P (xi) = yi при i = 0, 1, . . . n Такий многочлен називається
iнтерполяцiйним.
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4.1 Iнтерполяцiйний многочлен у формi Лагранжа i у формi Ньютона

Теорема 4.1 Для (37) iснує i єдиний многочлен P (x) =
∑n

0 aix
i, що за-

довольняє умовi P (xi) = yi.

Звернемо увагу, що степiнь iнтерполяцiйного многочлена строго менше
кiлькостi точок, в яких проводяться обчислення цього могочлена — так
званих вузлiв iнтерполяцiї.

Доведення. Iснування i єдинiсть многочлена P (x) випливає з того, що
вiдповiдна система рiвнянь для коефiцiєнтiв має своєю матрицею матрицю
Вандермонда i, вiдповiдно, має єдиний розв’зок. Тут ми посилаємося на
знання вiдповiдного матерiалу iз систем лiнiйних рiвнянь.

Повернемося до нашого прикладу. По таблицi (36) записуємо невiдомий
многочлен

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5.

Коефiцiєнти a0, a1, a2, a3, a4, a5 шукаємо як розв’язок системи рiвнянь

a0 + a1(−2) + a2(−2)2 + a3(−2)3 + a4(−2)4 + a5(−2)5 = −187
a0 = 5

a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 11
a0 + a12 + a22

2 + a32
3 + a42

4 + a52
5 = −27

a0 + a13 + a23
2 + a33

3 + a43
4 + a53

5 = −67
a0 + a14 + a24

2 + a34
3 + a44

4 + a54
5 = 245

Виписуємо матрицю одержаної системи рiвнянь i бачимо, що це матриця
Вандермонда.

Пошук iнтерполяцiйного многочлена у загальному виглядi за допомогою
системи рiвнянь зручний для доведення iснування та єдиностi такого мно-
гочлена, проте для практики такий шлях, як показує досвiд, незручний.
Розглянемо два бiльш практичнi способи пошуку iнтерполяцiйного много-
члена. Звичайно, всi способи дають один i той же результат.

Iнтерполяцiйний многочлен у формi Лагранжа це L = y0L0+ . . .+ ynLn,
де

L0 =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)
,
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Lk =
(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk+1 . . . (x− xn)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
, k = 1, 2, . . . , n− 1,

Ln =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

Це дiйсно iнтерполяцiйний многочлен, оскiльки

Li(xj) =

{
1 якщо i = j,

0 якщо i ̸= j.

Перевага iнтерполяцiйного многочлена у формi Лагранжа y тому, що вiн
дає кiнцевий результат, не потрiбно розв’язувати додатково якiсь рiвняння.
Особливо зручно шукати iнтерполяцiйний многочлен у формi Лагранжа
тодi, коли приходиться шукати багато разiв такi iнтерполяцiйнi многочлени
при одних i тих же значеннях аргумента.

Розглянемо наш приклад. Спочатку виписуємо многочлени

L0 =
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

−2(−2− 1)(−2− 2)(−2− 3)(−2− 4)
=

−x (x− 1) (x− 2) (x− 3)

720
(x− 4) = − 1

720
x5 +

1

72
x4 − 7

144
x3 +

5

72
x2 − 1

30
x

L1 =
(x+ 2)(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

2(−1)(−2)(−3)(−4)
=

(x+ 2) (x− 1) (x− 2) (x− 3) (x− 4)

48
=

1

48
x5−1

6
x4+

5

16
x3+

5

12
x2−19

12
x+1.

L2 =
(x+ 2)x(x− 2)(x− 3)(x− 4)

(1 + 2)1(1− 2)(1− 3)(1− 4)
=

−1/18 (x+ 2)x (x− 2) (x− 3) (x− 4) = −1/18x5+
7

18
x4−4/9 x3−14

9
x2+8/3 x

L3 =
(x+ 2)x(x− 1)(x− 3)(x− 4)

(2 + 2)2(2− 1)(2− 3)(2− 4)
=

1/16 (x+ 2)x (x− 1) (x− 3) (x− 4) = 1/16x5−3/8 x4+3/16x3+
13

8
x2−3/2 x
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L4 =
(x+ 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(3 + 2)3(3− 1)(3− 2)(3− 4)
=

−1/30 (x+ 2)x (x− 1) (x− 2) (x− 4) = −1/30x5 + 1/6x4 − 2/3 x2 +
8

15
x

L5 =
(x+ 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(4 + 2)4(4− 1)(4− 2)(4− 3)
=

−1/30 (x+ 2)x (x− 1) (x− 2) (x− 4) = −1/30x5 + 1/6x4 − 2/3 x2 +
8

15
x

Тепер ми маємо кiнцевий, потрiбний нам iнтерполяцiйний многочлен

L(x) = −187L0+5L1+11L2−27L3−67L4+245L5 = 2x5−7x4−x3+12x+5.

Iнтерполяцiйний многочлен у формi Ньютона:

P (t) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+. . .+an(x−x0)(x−x1) . . . (x−xn−1).

В формi Ньютона iнтерполяцiйний многочлен потрiбно шукати. Але пошук
досить простий. Повернемося до нашого прикладу, i покажемо як прово-
дяться необхiднi обчислення.

Маємо

P (x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + a3(x− x0)(x− x1)(x− x2)+

+a4(x−x0)(x−x1)(x−x2)(x−x3)+a5(x−x0)(x−x1)(x−x2)(x−x3)(x−x4) =

= a0 + a1(x+ 2) + a2(x+ 2)x+ a3(x+ 2)x(x− 1)+

+ a4(x+ 2)x(x− 1)(x− 2) + a5(x+ 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 3).

Коефiцiєнти a0, a1, a2, a3, a4 шукаємо пiдставляючи замiсть змiнної значен-
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ня x0, x1, x2, x3, x4, x5:

a0 = −187,
a0 + 2a1 = 5,

a0 + 3a1 + 3a2 = 11,
a0 + 4a1 + 8a2 + 8a3 = −27,

a0 + 5a1 + 15a2 + 30a3 + 30a4 = −67,
a0 + 6a1 + 24a2 + 72a3 + 144a4 + 144a5 = 245

4.2 Просторовi полiномiальнi кривi

Крива локально є неперервним образом iнтервала (0,1) або прямої.
У просторi довiльної вимiрностi полiномiальна крива задається вектор-

функцiєю

P (t) =
n∑
0

ait
i, t ∈ (0, 1), ai ∈ Rl, P (t) = (x1, . . . , xl) ∈ Rl

Загальна задача полiномiальної iнтерполяцiї у l−вимiрному просторi —
побудувати полiномiальну криву, що проходитья через заданi точки, зводи-
ться до двовимiрної задачi. Для прикладу, побудова полiномiальної кривої
на площинi по таблицi

t0 t1 . . . tn
x0 x1 . . . xn
y0 y1 . . . yn

(38)

зводиться до двох двовимiрних, щоб забезпечити умову зростання параме-
тра.

4.3 Кривi Безьє

Визначення 4.1 Крива, що задана виразом вигляду

r(t) =
n∑

i=0

BiC
i
nt

i(1− t)n−i
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називається кривою Без’є степеня n. Тут Bi — радiус-вектори простору,
C i

n — бiномнi коефiцiєнти, дiйсний параметр t змiнюється мiж нулем та
одиницею.

Властивостi

• Крива проходить через першу та останню точку.

• Похiднi в початковiй та кiнцевiй точках напрямленi по векторах вiд
першої до другої та вiд передостаннньої до останньої точок

• Крива знаходиться всерединi опуклого багатокутника, що утворений
заданими точками

Визначення 4.2 Функцiї Jn,i − C i
nt

i(1 − t)n−i називають базисом Без’є,
або базисом Бернштейна, або апроксимуючими функцiями.

Властивостi базису Бернштейна

• Кожна функцiя має порядoк n;

• t → 1 − t перетворює функцiї в себе (пiдстановка функцiй. В цьому
розумiннi вони симетричнi.

• максимум i−ої функцiї досягається в точцi i
n

Jn,i(
i

n
) = C i

n

ii(n− i)n−i

nn

6

-t

t

t

6

-t

t

t

6

-t

t

t
LATEX 2εнамалював кривi Без’є наступними командами

\begin{picture}(150,100)\put(10,0){\vector(0,1){100}} \put(0,10){\vector(1,0){100}}
\qbezier{(10,10),(22,100),(100,10)} \put(10,10){\circle*{5}} \put(22,100){\circle*{5}}
\put(100,10){\circle*{5}}\end{picture}\begin{picture}(150,100)
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\put(10,0){\vector(0,1){100}} \put(0,10){\vector(1,0){100}}
\qbezier{(10,10),(90,90),(100,10)} \put(10,10){\circle*{5}}\put(90,90){\circle*{5}}
\put(100,10){\circle*{5}}\end{picture}

\begin{picture}(100,100)\put(10,0){\vector(0,1){100}} \put(0,10){\vector(1,0){100}}
\qbezier{(10,10),(100,100),(100,10)} \put(10,10){\circle*{5}}\put(100,100){\circle*{5}}
\put(100,10){\circle*{5}}\end{picture}

5 Многочлени вiд кiлькох змiнних

5.1 Многочлени вiд кiлькох змiнних

Визначення 5.1 Визначення многочлена вiд кiлькох змiнних iндуктив-
не:

• База iндуктивного визначення. Визначення многочлена вiд однiєї змi-
ної над комутативним кiльцем з одиницею кiльцем — воно уже вi-
доме.

• Iндуктивне припущення. Припускаємо, що визначення кiльця полiно-
мiв вiд n− 1-ї змiнної уже вiдоме.

• Iндуктивний перехiд. Кiльцем многочленiв вiд n змiнних називаємо
кiльце многочленiв вiд однiєї (n−ї змiнної) над кiльцем многочленiв
вiд n− 1-ї змiнної.

Звчайно, якщо коефiцiєнти є многочленами вiд змiнної x, то змiнну мно-
гочлена потрiбно позначати iншою буквою — це пiдказує здоровий глузд.
Здорового глузду в цiй царинi достатньо. При рiзних позначеннях для змiн-
них ми одержуємо рiзнi, але "канонiчно iзоморфнi"кiльця.

Отже полiном вiд двох змiнних x, y це формальний степеневий ряд
∞∑
i=0

ai(x)y
i = a0(x) + a1(x)y + a2(x)y

2 + . . .

в якому ai(x), i = 0, 1, . . . — многочлени вiд однiєї змiнної x, i серед цих
многочленiв лише скiнченна кiлькiсть ненульових. Вiдповiдно, многочле-
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нами вiд n+ 1-Ї змiнної є формальнi степеневi ряди
∞∑
i=0

ai(x1, x2, . . . , xn)x
i
n+1 =

a0(x1, x2, . . . , xn) + a1(x1, x2, . . . , xn)xn+1 + a2(x1, x2, . . . , xn)x
2
n+1 + . . .

в якому ai(x1, x2, . . . , xn), i = 0, 1, . . . — многочлени вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn,
i серед цих многочленiв лише скiнченна кiлькiсть ненульових. Розкривши
дужки в (??) ми можемо записати цей же многочлен у виглядi∑

(i1i2i3...in+1)

ai1i2i3...in+1
xi11 x

i2
2 . . . x

in+1

n+1.

У виписанiй сумi додавання вiдбувається за всiма можливими наборами
(i1i2i3 . . . in+1), але лише скiнченна кiлькiсть чисел (елементiв основного
кiльця) ai1i2i3...in+1

не дорiвнюють нулю. Доданки в сумi називають одночле-
нами або мономами. На множинi мономiв можна ввести лiнiйний порядок
i використовувати його при записi суми. Порядок називають лексикогра-
фiчним. Отже для будь-яких двох доданкiв можна сказати, який з них є
лексикографiчно старшим.

Визначення 5.2 Нехай є два мономи A = ai1i2i3...inx
i1
1 x

i2
2 . . . xinn i B =

bj1j2i3...jnx
j1
1 x

j2
2 . . . xjnn . Шукаємо найменше натуральне число k таке, що

ik ̸= jk. Моном A вважається лексикографiчно старшим вiд B коли
ik > jk. Порiвнюються лише ненульовi мономи.

Приклади. x2y лексикографiчно старший вiд xy100, тому що i1 = 2 >

j1 = 1.
Оскiльки доданкiв у многочлена скiнченна кiлькiсть, то серед мономiв є

найстарший, його називають лексикографiчно старшим членом.

Теорема 5.1 (Про лексикографiчно старший член добутку) . Лекси-
кографiчно старший член добутку двох многочленiв дорiвнює добутку ле-
ксикографiчно старших членiв множникiв.

Доведення.

67



Беремо добуток h = fg многочленiв f та g iз сташими членами

A = ai1i2i3...inx
i1
1 x

i2
2 . . . xinn , B = bj1j2i3...jnx

j1
1 x

j2
2 . . . xjnn

вiдповiдно. Позначимо

C = ap1p2p3...pnx
p1
1 x

p2
2 . . . xpnn , D = bq1j2q3...qn)x

q1
1 x

q2
2 . . . xqnn

— вiдповiдно довiльнi доданки многочленiв f, g. Тодi довiльний доданок
добутку i добуток лексикографiчно старших членiв вiдповiдно мають ви-
гляд

U = αxp1+q1
1 xp2+q2

2 . . . xpn+qn
n , V = βxi1+j1

1 xi2+j2
2 . . . xin+jn

n , β ̸= 0.

В цих позначеннях нам потрiбно довести, що V лексикографiчно старший
член добутку, тобто V лексикографiчно старше U .

Шукаємо найменше k для якого ik ̸= pk або jk ̸= qk. Для цього k будуть
виконуватися нерiвностi ik ≥ pk, jk ≥ qk. Тому ik + jk > pk + qk i V є
лексикографiчно старшим вiж U

На сторiнцi 86 виписаний многочлен вiд 4 змiнних. Пропонується само-
стiйно знайти в ньому лексикографiчно старший член.

Визначення 5.3 Cтепенем монома A = axi11 x
i2
2 . . . xi4n називають degA =

i1 + i2 + . . .+ in.

Отже степенем одночлена 2x2zt3 є 6.

Визначення 5.4 Многочлен f(x1, x2, . . . xn) називають однорiдним (одно-
рiдним степеня k), якщо для деякого k = 0, 1, 2, . . . вiн задовольняє умову

f(tx1, tx2, . . . txn) = tkf(x1, x2, . . . xn).

Досить очевидно, що многочлен буде однорiдним тодi i тiльки тодi, коли
всi його доданки маєть один i той же степiнь

Многочлен x+y−7z однорiдний першого степеня. Многочлен x2+y2−7xy
є однорiдним степеня 2.
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5.2 Результант

Визначення 5.5 Матрицею Сильвестра двох многочленiв

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . .+ an =

n∑
i=0

aix
n−i, n ≥ 1;

i

g(x) = b0x
m + b1x

m−1 + b2x
m−2 + . . .+ bm =

m∑
i=0

aix
m−i, m ≥ 1

називається матриця

Sylv(f, g) =



a0 a1 a2 a3 . . . 0 0
0 a0 a1 a2 . . . 0 0
0 0 a0 a1 . . . 0 0
. . .

0 0 0 0 . . . an−1 an
b0 b1 b2 b3 . . . 0 0
0 b0 b1 b2 . . . 0 0
0 0 b0 b1 . . . 0 0
. . .
0 0 0 0 . . . bm−1 bm


Скажемо точнiше, як виписуються елементи rij матрицi Сильвестра.
По-перше, матриця має n+m рядкiв i n+m стовпчикiв. Першi m ряд-

кiв заповнюються за допомогою нулiв та елементiв першого многочлена f .
Останнi n рядкiв заповнюються за допомогою нулiв та коефiцiєнтiв другого
многочлена g.

Для першого рядка матрицi Сильвестра можна написати

r1j =

{
aj−1, якщо 1 ≤ j ≤ n+ 1,
0, якщо n+ 2 ≤ j ≤ n+m.

Для другого рядка матрицi можна написати

r21 = 0, r2j =

{
aj−2, якщо 2 ≤ j ≤ n+ 2,
0, якщо n+ 3 ≤ j ≤ n+m.
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Для третього рядка матрицi можна написати

r31 = 0, r32 = 0, r3j =

{
aj−3, якщо 3 ≤ j ≤ n+ 3,
0, якщо n+ 3 ≤ j ≤ n+m.

Для довiльного k-го рядка, 1 ≤ k ≤ m, матрицi Сильвестра можна
написати

rkj =


0, якщо 1 ≤ j ≤ k − 1,

aj−k, якщо k ≤ j ≤ n+ k,
0, якщо n+ k + 1 ≤ j ≤ n+m.

Ми записали, яким чином заповнюються першi m рядкiв матрицi Силь-
вестра. Останнi n рядкiв заповнюються подiбним чином.

Для m+ 1-го рядка матрицi можна написати

rm+1,j =

{
bj−1, якщо 1 ≤ j ≤ m+ 1,
0, якщо m+ 2 ≤ j ≤ n+m.

Для m+ 2-го рядка матрицi можна написати

rm+2,1 = 0, rm+2,j =

{
bj−2, якщо 2 ≤ j ≤ m+ 2,
0, якщо m+ 3 ≤ j ≤ n+m.

Для m+ 3-го рядка матрицi можна написати

rm+3,1 = 0, rm+3,2 = 0, rm+3,j =

{
bj−3, якщо m+ 3 ≤ j ≤ m+ 3,
0, якщо m+ 3 ≤ j ≤ n+m.

Для довiльного m + k-го рядка, 1 ≤ k ≤ n, матрицi Сильвестра можна
написати

rm+k,j =


0, якщо 1 ≤ j ≤ k − 1,

bj−k, якщо k ≤ j ≤ m+ k,
0, якщо m+ k + 1 ≤ j ≤ n+m.

Визначення 5.6 Результантом двох многочленiв називається визначник
матрицi Сильвестра цих многочленiв:

Res(f, g) = det(Sylv(f, g)).
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Таким чином, для многочленiв f = a0x + a1, g = b0x + b1 результантом
буде

Res(f, g) =
∣∣∣∣ a0 a1
b0 b1

∣∣∣∣
Для многочленiв f = a0x

2 + a1x+ a2, g = b0x+ b1 результантом буде

Res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2
b0 b1 0
0 b0 b1

∣∣∣∣∣∣
Для многочленiв f(x) = a0x

2 + a1x+ a2 та g(x) = b0x
3 + b1x

2 + b2x+ b3
результантом буде

Res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 0 0
0 a0 a1 a2 0
0 0 a0 a1 a2
b0 b1 b2 b3 0
0 b0 b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Якщо один iз многочленiв є сталою величиною, то результант цих мно-

гочленiв не визначений, його не обчислюють.
Iз визначення видно, що результант двох многочленiв можна пiдрахову-

вати у випадку, коли коефiцiєнти належать комутативному кiльцю з одини-
цею, — зокрема, у випадках, коли коефiцiєнти є цiлими числами,або много-
членами. Проте наша увага буде зосереджена на випадку, коли коефiцiєнти
належать певному полю.

Теорема 5.2 Результант двох многочленiв

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . .+ an =

n∑
i=0

aix
n−i, n ≥ 1

i

g(x) = b0x
m + b1x

m−1 + b2x
m−2 + . . .+ bm =

m∑
i=0

aix
m−i, m ≥ 1

над полем дорiвнює нулю у двох випадках
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1) многочлени не взаємно простi:
2) a0 = b0 = 0.
В iнших випадках результант не дорiвнює нулю.

Коли a0 = b0 = 0, результант дорiвнює нулю, оскiльки перший стовпчик
матрицi Сильвестра дорiвнює нулю.

Нехай тепер хоч один iз коефiцiєнтiв a0, b0 не дорiвнює нулю i много-
члени f та g не взаємно простi, тобто вони мають спiльний множник h(x)
ненульовго степеня:

f(x) = f1(x) · h(x), g(x) = g1(x) · h(x), deg h(x) > 0.

Тодi
deg f1 < deg f, deg g1 < deg g, (39)

i
f · g1 − g · f1 = f1g1h− f1g1h = 0. (40)

Нерiвностi (39) дозволяють сказати, що при деяких c0, c1, . . . , cm−1, d0, d1, . . . , dn−1

iз поля коефiцiєнтiв можна записати

f1 = c0x
n−1 + c1x

n−2 + . . .+ cn−1, g1 = d0x
m−1 + d1x

m−2 = . . .+ dm−1.

Оскiльки f · g1 − g · f1 є нульовим многочленом, то всi його коефiцiєн-
ти при x0, x1, . . . , xm+n−1 дорiвнюють нулю. Випишемо всi цi коефiцiєнти i
запишемо, що вони дорiвнюють нулю:∑

i+j=k

aidj −
∑
i+j=k

bicj = 0, k = 0, 1, 2, . . . ,m+ n− 1. (41)

Маємо систему m+ n лiнiйних однорiдних рiвнянь з m+ n невiдомими.
Ця система має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виизначник
її матрицi дорiвнює нулю.

Виконаємо згаданi дiї в конкретному випадку - коли n = 2 i m = 3,
тобто для многочленiв f(x) = a0x

2 + a1x+ a2 та g(x) = b0x
3 + b1x

2 + b2x+
b3, i, вiдповiдно, f1(x) = c0x + c1, i g1 = d0x

2 + d1x + d2. 5 коефiцiєнтiв
c0, c1, d0, d1, d2 є невiдомими. Рiвнiсть f · g1 − g · f1 = 0 має вигляд

(a0x
2 + a1x+ a2) · (d0x2 + d1x+ d2)− (b0x

3 + b1x
2 + b2x+ b3) · (c0x+ c1) = 0.
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Розкриємо дужки i зберемо коефiцiєнти при однакових степенях змiнної:

(a0d0−b0c0)x
4+(a0d1+a1d0−b0c1−b1c0)x

3+(a0d2+a1d1+a2d0−b1c1−b2c2)x
2+

(a1d2 + a2d1 − b2c1 − b3c0)x+ (a2d2 − b3c1) = 0.

Многочлен дорiвнює нулю, коли всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю. Тому
прирiвнюємо всi коефiцiєнти нулю i одержуємо систему лiнiйних однорi-
дних рiвнянь 

a0x1 + 0x2 + 0x3 − b0x4 + 0x5 = 0,
a1x1 + a0x2 + 0x3 − b1x4 − b0x5 = 0,
a2x1 + a1x2 + a0x3 − b2x4 − b1x5 = 0,
0x1 + a2x2 + a1x3 − b3x4 − b2x5 = 0,
0x1 + 0x2 + a2x3 + 0x4 − b3x5 = 0

з невiдомими

x1 = d0, x2 = d1, x3 = d2, x4 = c0, x5 = c1.

Система має ненульовий розв’язок в тому i тiльки тому випадку, коли
визначник її матрицi дорiвнює нулю, тобто коли

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 0 0 −b0 0
a1 a0 0 −b1 −b0
a2 a1 a0 −b2 −b1
0 a2 a1 −b3 −b2
0 0 a2 0 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 0 0
0 a0 a1 a2 0
0 0 a0 a1 a2
b0 b1 b2 b3 0
0 b0 b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Res(f, g) = 0.

Повернемося до загального випадку — до системи рiвнянь (41). Позначимо
невiдомi зручнiше

x1 = d0, x2 = d1, . . . , xm = dm−1, xm+1 = −c0, xm+2 = −c1, . . . , xm+n = cn−1.

I далi ретельним (i громiздким) виписуванням елементiв матрицi системи
переконуємося, що визначник системи є результантом заданих многочленiв.

Отже, система (41) має ненульовий розв’язок (i вiдповiдно, iснують не-
нульовi многочлени f1, g1, що задовольняють умову (40)), тодi i тiльки тодi,

73



коли Res(f, g) = 0. Таким чином, закiнчене доведення того, що коли два
многочлени мають спiльний множник ненульового степеня, то результант
цих многочленiв дорiвнює нулю.

Далi вважаємо, що

• або a0 ̸= 0, або b0 ̸= 0,

• iснують ненульовi многочлени f1, g1, що задовольняють умову f · g1 =
g · f1 = 0 (див. (40)).

i, вiдповiдповiдно, Res(f, g) = 0. . Переконаємося, що в такому випадку
многочлени f i g мають спiльний множник ненульового степеня. Зробимо
це методом вiд протилежного.

Припустимо, що многочлени f i g взаємно простi,

f · g1 − g · f1 = 0,

i або deg f1 < deg f, або deg g1 < deg g. (Стверджувати, що виконуються
обидвi нерiвностi ми не можемо, оскiльки один iз старших коефiцiєнтiв
многочленiв f, g може дорiвнювати нулю). Для визначеностi припустимо
deg f1 < deg f . В такому випадку умови

f · g1 = g · f1, НСД(f, g) = 1

показують, що многочлен f1 дiлиться на многочлен f (див. теорему 2.4), а
це неможливо iз-за нерiвностi deg f1 < deg f . Одержана суперечнiсть дово-
дить, що многочлени f i g мають спiльний множник ненульового степеня.

Теорема доведена повнiстю.

Визначення 5.7 Дискримiнантом многочлена

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an = a0(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

називають число
D(f) = Πi<j(xi − xj)

2.

Вiдомо (приймемо цей факт на вiру, без доведення), що

D(f) = (−1)

n(n− 1)

2
1

a0
Res(f, f ′). (42)
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Пакети символьних обчислень мають команди для обчислення резуль-
танта i дискримiнанта многочлена. Так в пакетах Maple для породження
матрицi Сильвестра використовується команда sylvester; для обчислення
результанта використовуэться команда resultant; а для обчислення дискри-
мiнанта за формулою (42) використовується команда discrim.

Для практичних потреб часто використовують спрощене визначення дис-
кримiнанта — дискримiнантом многочлена називають результант много-
члена та його похiдної. Спрощене визначення враховує випадок, коли стар-
ший коефiцiєнт дорiвнює нулю. Спрощене визначення вiдрiзняється вiд
правильного (ортодоксального) множником

(−1)

n(n− 1)

2
1

a0
.

Iз доведеної теореми випливає, що дискримiнант (i у правильному ви-
значеннi i у cпрощеному) многочлена з ненульовим старшим коефiцiєнтом
дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли многочлен має кратнi коренi. За
спрощеним визначенням дискримiнант многочлена iз нульовим старшим
коефiцiєнтом дорiвнює нулю. Правильне визначення для такого многочле-
на вiдсутнє. Для многочлена першого степеня i для сталого многочлена
дискримiнант не визначається.

Дскримiнантом квадратного тричлена ax2 + bx + c буде (за спрощеним
визначенням)∣∣∣∣∣∣

a b c
2a b 0
0 2a b

∣∣∣∣∣∣ = ab2 − 2ab2 + c4a2 = −a(b2 − 4ac).

А за правильним визначенням вiн дорiвнює b2 − 4ac.
Розв’язування системи двох алгебраїчних рiвнянь з двома не-

вiдомими.
Алгебраїчними називають рiвняння, в яких знаком рiвностi з’єднують

два многочлени.
Отже маємо систему iз двох рiвняннь{

a0(y)x
n + a1(y)x

n−1 + . . .+ an(y) = 0,
b0(y)x

m + b1(y)x
m−1 + . . .+ bm(y) = 0.
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Спочатку шукаємо всi тi значення змiнної y = y0, для яких у многочленiв{
a0(y0)x

n + a1(y0)x
n−1 + . . .+ an(y0) = 0,

b0(y)x
m + b1(y)x

m−1 + . . .+ bm(y0) = 0.

є спiльний дiльник додатнього степеня. Для цього обчислюється результант
цих многочленiв, як многочленiв вiд однiєї змiнної x над кiльцем многочле-
нiв вiд змiнної y. Результант буде многочленом вiд y. Коренi результанта
i є потрiбнi значення y0. Пiдставляємо знайденi значення y = y0 у заданi
многочлени, шукаємо найбiльший спiльний дiльник (наприклад, методом
Евклiда) цих многочленiв. Насамкiнець шукаємо коренi знайденого най-
бiльшого спiльного дiльника — x = x0. Пари (x0, y0) i є коренями заданої
системи рiвнянь.

Збiрник задач з алгебри пiд редакцiєю А.I.Кострикiна (Сборник задач
по алгебре. - Под ред. А.И.Кострикина. - М.: Наука, 1987) пропонує чотири
вправи на тему "Результант i дискримiнант"(стор. 88,89)

7.4.1 Знайти всi значення параметра λ, при яких многочлени f, g мають
спiльний корiнь:

1) f(x) = x3−λx+2, g(x) = x2+λx+2. (Вiдповiдь — λ = 3, λ = −1.)
2) f(x) = x3 + λx2 − 9, g(x) = x3 + λx − 3. (Вiдповiдь — λ =

±i
√
2, λ = ±2i

√
3)

7.4.2 Виключити x iз системи рiвнянь f(x, y) = 0, g(x, y) = 0.
1) f(x, y) = x2 − xy + y2 − 3 = 0, g(x, y) = x2y + y2x− 6 = 0.
Вiдповiдь y6 − 4y4 + 3y2 − 12y + 12 = 0.
2) x3 − xy − y3 + y = 0, x2 + x− y2 − 1 = 0.
Вiдповiдь 5y5 − 7y4 + 6y3 − 2y2 − y − 1 = 0.

7.4.3 Обчислити дискримiнант многочленiв (використати спрощене ви-
значення дискримiнанта)

1) f(x) = ax2 + bx+ c; Вiдповiдь −a(b2 − 4ac).
2) f(x) = x3 + px+ q. Вiдповiдь 4p3 + 27q2

7.4.4 Знайти всi значення λ, при яких многочлен f(x) має кратнi коренi.
1) x3 − 3x+ λ. Вiдповiдь ±2.

2) x4 − 4x+ λ. Вiдповiдь
{
3, 3

(
−1

2 ± i
√
3
2

)}
.
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Приклад. Нехай потрiбно знайти всi цiлi розв’зки системи рiвнянь

(y − 2)x2 +
(
y2 − 3

)
x+ 3 y + 3 = 0,

(2 y − 1)x2 +
(
3 y2 + y − 1

)
x− y − 1 = 0.

Розв’язування. Складаємо матрицю Сiльвестра

A =


y − 2 y2 − 3 3 y + 3 0

0 y − 2 y2 − 3 3 y + 3

2 y − 1 3 y2 + y − 1 −y − 1 0

0 2 y − 1 3 y2 + y − 1 −y − 1


Далi обчислюємо визначник цiєї матрицi — результант многочленiв, що
входяь до рiвняння:

det(A) = 10 y6 − 27 y5 + 24 y4 + 63 y3 − 64 y2 − 35 y + 31

Можливими цiлими коренями рiвняння det(A) = 0 є дiльники числа 31
— тобто ±1,±31. Перевiрка цих чисел показує, що -1 дiйсно є розв’язком
рiвняння det(A) = 0 .

Пiдставляємо знайдене значення для y в задану систему i одержуємо
систему f(x) = 0, g(x) = 0, де f(x) = −3x2 − 2x, g(x) = −3x2 + x,
для знаходження x. Найбiльший спiльний дiльник для многочленiв f, g
дорiвнює x. Отже єдиним цiлим розв’язком системи є (0,−1).

5.3 Симетричнi многочлени

Визначення 5.8 Многочлен∑
(i1i2i3...in+1)

ai1i2i3...in+1
xi11 x

i2
2 . . . x

in+1

n+1

називається симетричним, коли для будь-якої пiдстановки

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
виконується рiвнiсть
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∑
(i1i2i3...in+1)

ai1i2i3...in+1
xi11 x

i2
2 . . . x

in+1

n+1 =
∑

(i1i2i3...in+1)

ai1i2i3...in+1
xi1σ(1)x

i2
σ(2) . . . x

in+1

σ(n+1).

Наприклад, многочлен x+ 2xy не симетричний, тому що пiсля замiни x

на y i y на x ми одержимо многочлен y+2yx, який не дорiвнює початковому,
заданому многочлену x + 2xy. А многочлен xy + x2y2 симетричний, тому
що

xy + x2y2 = yx+ y2x2.

Визначення 5.9 Симетричний многочлен називається однопородженим
(або моногенним), якщо всi його доданки одержуються iз одного пере-
ставлянням iндексiв.

Многочлен x21x2+x22x1 є однопородженим, оскiльки другий доданок одер-
жується iз першого замiною iндексiв 1 на 2 i 2 на 1.

Многочлен x31+ x32+ x21x2+ x22x1 не є однопородженим, оскiльки перший
та останнiй доданки не можуть бути одержанi iз одного доданка замiною
iндексiв.

Однопороджений многочлен можна задавати лише одним доданком, ко-
ли кiлькiсть змiнних зрозумiла iз мовного оточення, або ця кiлькiсть не
має значення. В однопородженому многочленi виписують звичайно лише
лексикографiчно старший доданок. Так запис x31+ . . . означає x21+ x32+ x33,
якщо контекст стосується многочленiв вiд трьох змiнних, i означає

∑n
i=1,

коли кiлькiсть змiнних є невiдомим параметром n.
Многочлен f = x71x

7
2x

6
3x4x5x6 + . . . вiд десяти змiнних має

C2
10 · 8 · C3

7 =
10 · 9
1 · 2

· 8 · 7 · 6 · 5
1 · 2 · 3

= 12600

доданкiв. Вiдповiдно, f(1, 1, . . . , 1) = 12600. Пiдрахуємо значення много-
члена f(x1, . . . , x10) у випадку, коли x1 = 2, x3 = x4 = . . . = x10 = 1. Для
цього перепишемо заданий многочлен в зручному виглядi

f(x1, . . . , x10) = x71(x
7
2x

6
3x4x5x6+. . .)+x61(x

7
2x

7
3x4x5x6+. . .)+x1(x

7
2x

7
3x

6
4x5x6+ldots)+(x72x

7
3x

6
4x5x6x7+. . .).
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Позначимо многочлени, що стоять в дужках, вiдповiдно через g1(x2, . . . , x10), g2(x2, . . . , x10), g3(x2, . . . , x10), g4(x2, . . . , x10).
В прийнятих позначеннях многочлен f запишеться у виглядi

f = x71g1 + x61g2 + x1g3 + g4.

Многочлени g1, g2, g3, g4 — симетричнi однопородженi многочлени вiд 9 змiн-
них. Знайдемо кiлькiсть доданкiв в цих многочленах. Многочлен g1 має
9 · 8 · C3

7 = 2520 доданкiв, многочлен g2 має C2
9 · C3

7 = 1260 доданкiв, мно-
гочлен g3 має 2

9 · 7 ·C2
6 = 3780 доданкiв, многочлен g4 має C2

9 · 7 ·C3
6 = 5040

доданкiв. Тому

f(2, 1, 1, · · · , 1) = 27 · 2520 + 26 · 1260 + 2 · 3780 + 5040 = 415800.

Серед симетричних многочленiв вiд n змiнних видiляють елементарнi
симетричнi многочлени

σ1(x1, . . . , xn) = x1 + x2 + . . .+ xn =
n∑

i=1

xi,

σ2(x1, . . . , xn) = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn =
∑

1≤i<j≤n

xixj,

σ3(x1, . . . , xn) = x1x2x3 + x1x2x4 + . . .+ xn− 2xn−1xn =
∑

1≤i<j<k≤n

xixjxk,

. . .

σk(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

xi1xi2 . . . xik,

. . .
σn(x1, . . . , xn) = x1x2 . . . xn.

та степеневi суми

sk(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xki .

I елементарнi симетричнi многочлени i степеневi суми є однорiдними
многочленами.

Формули Ньютона - зв’зок мiж степеневими сумами та елемен-
тарними симетричними многочленами.
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За формулою Вiєта

(x− x1) · (x− x2) · . . . · (x− xn) = xn − σ1x
n−1 + σ2x

n−2 + . . .+ (−1)nσn.

Пiставивши сюди xi замiсть x одержимо рiвнiсть

xni − σ1x
n−1
i + · · ·+ (−1)nσn = 0 i = 1, 2, . . . , n. (43)

Сумою одержаних рiвностей по всiх i = 1, 2, . . . , n буде

sn(x1, . . . , xn)− sn−1(x1, . . . , xn)σ1 + sn−2(x1, . . . ,

xn)σ2 + . . .+ (−1)n−1s1(x1, . . . , xn)σn−1 + (−1)nσn = 0. (44)

Використовуючи рiвнiсть (44) доведемо теорему 5.3.

Теорема 5.3 (формули Ньютона, коли змiнних велика) При всiх n ≥
k виконується рiвнiсть

sk(x1, . . . , xn)− sk−1(x1, . . . , xn)σ1 + . . .

+ (−1)n−1s1(x1, . . . , xn)σk−1 + (−1)kσk = 0. (45)

Спочку доведемо лему 5.1.

Лема 5.1 Якщо однорiдний симетричний многочлен f(x1, x2, . . . , xn) має
степiнь k менший нiж n, i при кожному i = 1, 2, . . . , n при пiдстановцi
xi = 0 при всiх i = 1, 2, . . . n, стає степеневою сумою, то цей многочлен
є степеневою сумою.

Доведення. Симетричний многочлен, який одержується пiсля пiдстав-
ляня xi = 0 в многочлен f(x1, x2, . . . , xn) позначимо через gi. Многочлен
f(x1, x2, . . . , xn) має степiнь менший нiж кiлькiсть змiнних, тому додан-
ку, який би мiстив добуток усiх змiнних, вiн не має - в кожному доданку
немає хоч однiєї змiнної. Звiдси випливає, що кожен доданок многочле-
на f(x1, x2, . . . , xn) збiгається з певним доданком якогось многочлена gi.
Оскiльки всi многочлени gi мiстять лише степенi змiнних, то i f є сумою
степенiв змiнних. Разом з однорiднiстю це переконує нас в тому, що f є
степеневою сумою.
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Переходимо власне до доведення теореми. Доводити будемо iндукцiєю
по рiзницi n− k.

База iндукцiї: При n = k правильнiсть формули забезпечується доведе-
ною формулою (44).

Iндуктивне припущення: Нехай при деяких n ≥ k формула (45) правиль-
на.

Iндуктивний перехiд. Будемо доводити формулу

sk(x1, . . . , xn, xn+1)−sk−1(x1, . . . , xn+1)σ1+. . .+(−1)n−1s1(x1, . . . , xn+1)σk−1+(−1)nσk = 0.
(46)

Права частина рiвностi (46) є однорiдним многочленом степеня k. За
iндуктивним припущенням права частина є степеневою сумою, якщо взяти
xi = 0, при будь-якому i = 1, 2, . . . , n + 1. Лема 5.1 забезпечує нам, що
права частина буде сумою k−степенiв змiнних.

Теорема 5.3 доведена.

Теорема 5.4 (формули Ньютона, коли кiлькiсть змiнних мала) Якщо
1 ≤ n < k, то

sk(x1, . . . , xn)− sk−1(x1, . . . , xn)σ1 + . . .

+ (−1)n−1sk−n+1(x1, . . . , xn)σn−1 + (−1)ksk−nσn = 0. (47)

Для доведення теореми 5.4 достатньо домножити кожну рiвнiсть (43) на
xk−n
i i потiм результати скласти.
Теореми 5.3 5.4 дозволяють виразити степеневi суми через елементарнi

симетричнi многочлени. Наведемо приклади. Зауважимо, що завжди s1 =
σ1. Припустимо, що змiнних 4. Тодi за теоремою 5.3:

s2 − s1σ1 + 2σ2 = 0, s2 = σ2
1 − 2σ2;

s3 − s2σ1 + s1σ2 − 3σ3, s3 = (σ2
1 − 2σ2) · σ1 − σ1σ2 + 3σ3 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3;
s4 − s3σ1 + s2σ2 − s1σ3 + 4σ4, s4 = (σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3)σ1 − (σ2
1 − 2σ2)σ2 + σ1σ3 − 4σ4.

Отже
s4 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 4σ1σ3 + 2σ2

2 − 4σ4.
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Оскiльки змiнних 4, то для обчислення sk при k ≥ 5 потрiбно користува-
тися теоремою 2. Виразимо s5 через елементарнi симетричнi многочлени.

Теорема 5.4 дає нам рiвнiсть

s5 = (σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 4σ1σ3 + 2σ2
2 − 4σ4)σ1 − s3σ2 + s2σ3 − s1σ4.

Ми уже виразили s1, s2, s3, s4 через елементарнi симетричнi многочлени.
Тому можемо записати

s5 = (σ4
1−4σ2

1σ2+4σ1σ3+2σ2
2−4σ4)σ1−(σ3

1−3σ1σ2+3σ3)σ2+(σ2
1−2σ2)σ3−σ1σ4.

Далi можна виразити s6, оскiльки уже вiдомi s1, s2, s3, s4, s5.
Основна теорема теорiї симетричних мнгочленiв.

Теорема 5.5 (основна теорем теорiї симетричних многочленiв) Будь-
який симетричний многочлен можна виразити, до того ж є єдиним чи-
ном, через елементарнi симетричнi многочлени. Точнiше, для будь-якого
симетричного полiнома f(x1x2 . . . xn) iснує, i до того ж єдиний, много-
член g(y1, y2, . . . , yn) такий, що

f(x1x2 . . . xn) = g(σ1, σ2, . . . , σn).

Лема 5.2 Якщо A = xi11 x
i2
2 x

i3
3 . . . xinn лексикографiчно странший член си-

метричного полiнома, то

i1 ≥ i2 ≥ i3 ≥ . . . ≥ in.

Доведення. Доведення методом вiд протилежного. Припустимо, що для
деякого 1 ≤ k < n виконується нерiвнiсть ik < ik+1. Оскiльки многочлен
симетричний, то вiн мiстить доданок B, який одержується iз A замiною
xk на xk+1 i xk+1 на xk. Доданок B лексикографiчно старший вiд A, А це
суперечить припущенню, що A лексикографiчно страший член заданого
многочлена.

Лема доведена.
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Лема 5.3 Якщо є послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел

i1 ≥ i2 ≥ i3 ≥ . . . ≥ in,

то лексикографiчно старшим членом добутку

f = σi1−i2
1 σi2−i3

2 σi3−i4
3 . . . σ

in−1−in
n−1 σin

n

буде A = xi11 x
i2
2 x

i3
3 . . . xinn

Ми уже знаємо, що лексикографiчно старший член добутку многочленiв
є добутком лексикографiчно старших членiв множникiв. Тому лексикогра-
фiчно страншим членом добутку f буде

xi1−i2
1 (x1x2)

i2−i3)(x1x2x3)
i3−i4 . . . (x1x2 . . . xn−1)

i−n−1−in(x1x2 . . . xn)
in = A.

Лема 5.3 доведена.
Доведення. Переходимо власне додоведення теореми 5.4.
Леми 5.2, 5.3 забезпечують нам iснування добутку елементарних симе-

тричних многочленiв, який має той же лексикографiчно старший член,
що i заданий симетричний многочлен. Послiдовно вiднiмаючи такi добу-
тки елементарних симетричних многочленiв i знищуючи вiдповiдно лекси-
кографiчнi страшi члени ми одержимо послiдовнiсть многочленiв, у яких
лексикографiчно старшi члени стоять у спадному порядку. Оскiльки сте-
пiнь многочлена при таких дiях (вiднiманнi добутку елементарних симе-
тричних многочленiв) не збiльшується, то побудована послiдовнiсть мно-
гочленiв обiрветься нулем. Позначимо послiдовнiсть побудованих добуткiв
елементарних симетричних многочленiв через g1, g2 < . . . , gk. Тодi

f − g1 − g2 − . . .− gk = 0. f = g1 + g2 + . . .+ gk.

Частина теореми 5.4, що стосується iснування, доведена.
Перейдемо до доведення єдиностi такого представлення. Знову скориста-

ємося методом вiд протилежного. Нехай є два многочлени a, b такi, що

f(x1, . . . xn) = a(σ1, . . . , σn) = b(σ1, . . . , σn).

Потрiбно довести, що

a(y1, y2, · · · , yn) = b(y1, y2, · · · , yn).
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Припустимо, що c = a− b ̸= 0. Доведемо, що це неможливо.
Наголосимо, що многочлен c = c(y1, y2, . . . , yn) ̸= 0 — це многочлен вiд

змiнних y1, y2, . . . , yn. Якщо ж замiсть змiнних yi, i = 1, 2, . . . , n пiдстави-
ти елементарнi симетричнi многочлени вiд xi, i = 1, 2, . . . , n, то одержимо
нульовий многочлен вiд xi, i = 1, 2, . . . , n.

Ненульовий многочлен c = c(y1, y2, . . . , yn) має ненульовi доданки вигля-
ду

A = yk11 yk22 . . . y
kn−1

n−1 y
kn
n

з певними коефiцiєнтами, якi нас зараз не цiкавлять. Якщо в моном A
замiсть y1, y2, . . . , yn пiдставити σ1, σ2, . . . , σn, то ми одержимо симетричний
многочлен з лексикографiчно старшим членом

xi11 x
i2
2 . . . xinn ,

де

i1 = k1 + k2 + . . .+ kn,

i2 = k2 + k3 + . . .+ kn,

. . .

in−1 = kn−1 + kn,

in = kn.

Знаючи i1, i2, . . . , in ми можемо знайти k1, k2, . . . , kn

k1 = i1 − i2,

k2 = i2 − i3,

. . .

kn−1 = in−1 − in,

kn = in.

Iз сказаного випливає, що рiзнi мономи A — доданки многочлена c(y1, y2, . . . , yn),
пiсля пiдставляння замiсть змiнних елементарних симетричних полiномiв
дають рiзнi лексикографiчно старшi члени. Iз цих лексикографiчно стрших
членiв вибираємо найстарший. Цей лексикографiчно найстарший член нi
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з яким доданком (пiсля пiдставляння замiсть змiнних елементарних симе-
тричних многочленiв i пiсля розкриття дужок) не скоториться. Тому пiсля
розкриття дужок ми одержимо ненульовий многочлен.

Пояснимо сказане прикладом. Нехай

c = 5y21y
1
2y

3
3 − 11y51y2y

2
3.

Пiдставляємо в многочлен c замiсть змiнних y1, y2, y3 елементарнi симетри-
чнi многочлени

σ1 = x1 + x2 + x3, σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3, σ3 = x1x2x3.

Доданок A1 = 5y21y
1
2y

3
3 пiсля пiдставляння замiсь змiнних елементарних

симетричних полiномiв дасть симетричний многочлен

B1 = 5x61x
4
2x

3
3 + . . .

а моногочлен A2 = −11y51y
1
2y

2
3 пiсля пiдставляння замiсь змiнних елемен-

тарних симетричних полiномiв дасть симетричний многочлен

B1 = −11x81x
3
2x

2
3 + . . .

Доданок 5x61x
4
2x

3
3 лексикографiчно менший вiд −11x81x

3
2x

2
3. Тому

c(σ1, σ2, σ3) = B1 +B2 = −11x81x
3
2x

2
3 + . . .

Тут крапками позначено лексикографiчно меншi доданки, якi нас не цi-
кавлять — для нас головним є виписати ненульовий доданок, от ми його й
виписали.

Ми прийшли до суперечностi — з однiєї сторони, ненульовий многочлен c
вiд змiнних y1, y2, . . . , yn пiсля пiдставляння замiсть змiнних елементарних
симетричних многочленiв перетворився в нульовий многочлен, а з другої
сторони, таке статися не може. Одержана суперечнiть доводить єдинiсть
представлення симетричного многочлена у виглядi многочлена вiд елемен-
тарних симетричних многочленiв.

Основна теорема теорiї сиетричних многочленiв доведена.

Хоч доведення цiєї теореми проводилося у припущеннi, що коефiцiєн-
ти належать певному полю (зазвичай - полю дiйсних чисел), але теорема
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лишається справделивою i у випадку, коли коефiцiєнти належать комута-
тивному кiльцю з одиницею (зокрема, кiльцю цiлих чисел).

Часто основна теорема теорiї симетричних многочленiв застосовується в
парi iз теоремою Вiєта для обчислення симетричного многочлена вiд коре-
нiв заданого многочлена вiд одiєї змiнної. Наприклад, нехає є многочлен
вiд однiєї змiнної

f(x) = x41 − 11x2 + 12x− 3

i потрiбно обчислити вираз

g = −5355x1
5x2

4x3 x4
3−5355x1

5x2 x3
4x4

3−21840x1
2x2

4x3
4x4

3−5355 x1
5x2

4x3
3x4−

5355 x1
5x2

3x3
4x4−7965x1

4x2
4x3

4x4−9385 x1
5x2

4x3
2x4

2−15076x1
5x2

3x3
3x4

2−
−21840x1

4x2
4x3

3x4
2−5355 x1

5x2 x4
4x3

3−21840x1
2x2

4x4
4x3

3−15076x1
5x2

3x4
3x3

2−
−21840x1

4x2
4x4

3x3
2−5355 x1

5x3 x4
4x2

3−21840x1
2x3

4x4
4x2

3−9385x1
5x3

4x4
2x2

2−
−21840x1

4x3
4x4

2x2
3−15076x1

5x3
3x4

3x2
2−34065x1

4x3
3x4

3x2
3−5355x1

4x2
5x3 x4

3−
−21840x1

4x2
2x3

4x4
3−5355 x1 x2

5x3
4x4

3−5355 x1
4x2

5x3
3x4−855x1

5x2
4x3

4−855x1
5x2

4x4
4−

− 855x1
5x3

4x4
4 − 855x1

4x2
5x3

4 − 855x1
4x2

5x4
4−

855x1
4x3

5x2
4 − 855x1

4x3
5x4

4 − 855x1
4x4

5x2
4−

− 855x1
4x4

5x3
4 − 855x2

5x3
4x4

4 − 855x2
4x3

5x4
4−

855x2
4x4

5x3
4 − 380x1

6x2
4x3

3 − 380x1
6x2

4x4
3 − 380x1

6x3
4x2

3−
− 380x1

6x3
4x4

3 − 380x1
6x4

4x2
3−

380x1
6x4

4x3
3 − 9385x1

2x3
5x4

4x2
2−

− 5355 x1
3x2

5x3
4x4 − 9385x1

4x2
5x3

2x4
2−

−15076x1
3x2

5x3
3x4

2−21840x1
4x2

2x4
4x3

3−5355x1 x2
5x4

4x3
3−15076x1

3x2
5x4

3x3
2−

5355 x1
4x3

5x2 x4
3 − 5355x1 x3

5x2
4x4

3 − 5355x1
4x3

5x2
3x4 − 5355 x1

3x3
5x2

4x4−
−21840x1

3x3
4x2

4x4
2−21840x1

4x3
2x4

4x2
3−5355x1 x3

5x4
4x2

3−9385x1
4x3

5x4
2x2

2−
−15076x1

3x3
5x4

2x2
3−34065x1

3x3
4x4

3x2
3−5355x1

4x4
5x2 x3

3−5355x1 x4
5x2

4x3
3−

− 34065x1
3x4

3x2
4x3

3 − 7965 x1
4x4

4x2
4x3 − 21840x1

3x4
4x2

4x3
2−
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−5355 x1
4x4

5x3 x2
3−5355 x1 x4

5x3
4x2

3−34065x1
3x4

4x3
3x2

3−5355x2
5x3 x4

4x1
3−

21840x2
2x3

4x4
4x1

3−9385 x2
5x3

4x4
2x1

2−15076x2
5x3

3x4
3x1

2−5355x2 x3
5x4

4x1
3−

−9385x2
4x3

5x4
2x1

2−5355x2
4x4

5x3 x1
3−5355x2 x4

5x3
4x1

3−2572x1
6x2 x3

3x4
3−

−1470 x1
6x2

4x3
2x4−2572 x1

6x2
3x3

3x4−1470x1
6x2

4x3 x4
2−4615 x1

6x2
3x3

2x4
2−

− 2572 x1
6x3 x2

3x4
3 − 1470x1

6x3
4x2

2x4 − 4615 x1
6x3

3x2
2x4

2−
−4615x1

6x4
3x2

2x3
2−9385x1

5x2
2x4

4x3
2−7965x1

4x3
4x4

4x2−9385x1
2x2

5x4
4x3

2−
−15076x1

3x3
5x2

2x4
3−15076x1

2x3
5x2

3x4
3−540 x1

5x2
5x3

3−540x1
5x2

5x4
3−540x1

5x3
5x2

3−
−540x1

5x3
5x4

3−540 x1
5x4

5x2
3−540x1

5x4
5x3

3−380x2
6x1

4x3
3−380x2

6x1
4x4

3−
− 380x2

6x3
4x1

3 − 380x2
6x3

4x4
3 − 380x2

6x4
4x1

3 − 380x2
6x4

4x3
3−

− 540x2
5x3

5x1
3 − 540x2

5x3
5x4

3−
540x2

5x4
5x1

3−540x2
5x4

5x3
3−380x3

6x1
4x2
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4x4
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6x2
4x1

3−
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6x2
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4x2 x3
2−
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3 − 1470x2
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4x3
2x4−
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3x3
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3x3
2x4
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6x3 x1
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3−
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6x3
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2x4 − 4615x2

6x3
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2x4
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6x4
3x1

2x3
2−

− 2060x2
5x3
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2x4 − 2572 x3
6x1
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6x2 x1
3x4
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− 1470 x3

6x2
4x1

2x4 − 4615x3
6x4
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6x4
2x1

2x2
3 − 2572x4

6x1 x2
3x3

3 − 2572 x4
6x2 x1

3x3
3−

− 2572 x4
6x3 x1

3x2
3 − 2060x1

5x3
5x2 x4

2−
− 2060x1

5x4
5x2

2x3 − 2060 x1
5x4

5x2 x3
2 − 1470 x2

6x3
4x1 x4

2−
− 1470x2

6x4
4x1

2x3 − 1470 x2
6x4

4x1 x3
2−

2060 x2
5x3

5x1 x4
2 − 2060x2

5x4
5x1

2x3 − 2060 x2
5x4

5x1 x3
2−

− 1470x3
6x1

4x2 x4
2 − 4615 x3

6x1
2x4

3x2
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1470 x3
6x2

4x1 x4
2 − 1470x3

6x4
4x1

2x2 − 1470x3
6x4

4x1 x2
2−

− 2060 x3
5x4

5x1
2x2 − 2060 x3

5x4
5x1 x2

2−
1470 x4

6x1
4x2

2x3 − 1470 x4
6x1

4x2 x3
2 − 4615x4

6x1
3x2

2x3
2−

− 4615 x4
6x1

2x2
3x3

2 − 4615x4
6x1

2x3
3x2

2−
1470 x4

6x2
4x1

2x3−1470 x4
6x2

4x1 x3
2−1470 x4

6x3
4x1

2x2−1470 x4
6x3

4x1 x2
2−11x1

8x2
3x3

2−
− 11x1

8x2
3x4

2−
11x1

8x3
3x2

2 − 22x1
8x2

3x3 x4 − 55x1
8x2

2x3
2x4−

− 495x1
7x2

3x3
2x4 − 22x1

8x3
3x2 x4 − 495x1

7x3
3x2

2x4−
−55x1

8x3 x2
2x4

2−55x1
8x4

2x2 x3
2−957x1

7x4
2x2

2x3
2−22x2

8x1
3x3 x4−495x2

7x1
3x3

2x4−
55x2

8x1
2x3

2x4−495 x2
7x3

3x1
2x4−22x2

8x3
3x1 x4−55x2

8x3 x1
2x4

2−957x2
7x4

2x1
2x3

2−
55x2

8x4
2x1 x3

2 − 495x3
7x1

3x2
2x4 − 22x3

8x1
3x2 x4 − 55x3

8x1
2x2

2x4−
− 495x3

7x2
3x1

2x4 − 22x3
8x2

3x1 x4−
957x3

7x4
2x1

2x2
2−55x3

8x4
2x1

2x2−55x3
8x4

2x1 x2
2−495 x4

7x1
3x2

2x3−495x4
7x1

3x2 x3
2−

957x4
7x1

2x2
2x3

2 − 495x4
7x2

3x1
2x3 − 495 x4

7x2
3x1 x3

2 − 495x4
7x3

3x1
2x2−

−495x4
7x3

3x1 x2
2−55x4

8x3 x1
2x2

2−−110x1
7x2

4x3 x4−11x1
8x4

3x2
2−11x2

8x1
3x3

2−
− 11x2

8x1
3x4

2 − 11x2
8x3

3x1
2 − 11x2

8x4
3x1

2 − 11x3
8x1

3x2
2 − 11x3

8x2
3x1

2−
− 11x4

8x1
3x2

2 − 11x4
8x2

3x1
2 − 55x1

7x2
4x3

2 − 55x1
7x2

4x4
2 − 55x1

7x3
4x2

2−
55x1

7x4
4x2

2− 110 x1
6x2

5x3
2− 110x1

6x2
5x4

2− 110 x1
6x3

5x2
2− 110x1

6x4
5x2

2−
−110x2

6x1
5x3

2−110x2
6x1

5x4
2−110x3

6x1
5x2

2−110x4
6x1

5x2
2−55x1

4x3
7x2

2−
55x1

4x4
7x2

2 − 55x1
4x2

7x3
2 − 55x1

4x2
7x4

2 − 55x2
7x3

4x1
2 − 55x2

7x4
4x1

2−
110x2

6x3
5x1

2− 110x2
6x4

5x1
2− 110x3

6x2
5x1

2− 110x4
6x2

5x1
2− 55x2

4x3
7x1

2−
55x2

4x4
7x1

2−121x1
7x2

3x3
3−121x1

7x2
3x4

3−121 x2
7x1

3x3
3−110x1

7x3
4x2 x4−

495x1
7x4

3x2
2x3−495x1

7x4
3x2 x3

2−220x1
6x2

5x3 x4−220 x1
6x3

5x2 x4−220x2
6x1

5x3 x4−
220x3

6x1
5x2 x4−110x1

4x3
7x2 x4−110x1

4x2
7x3 x4−110x2

7x3
4x1 x4−495 x2

7x4
3x1

2x3−
495x2

7x4
3x1 x3

2−220x2
6x3

5x1 x4−220x3
6x2

5x1 x4−110x2
4x3

7x1 x4−495 x3
7x4

3x1
2x2−

495x3
7x4

3x1 x2
2 − 495 x1

7x2
3x3 x4

2 − 495x1
7x3

3x4
2x2 − 495x2

7x1
3x3 x4

2−
− 11x1

8x3
3x4

2 − 11x1
8x4

3x3
2−

11x2
8x3

3x4
2 − 11x2

8x4
3x3

2 − 11x3
8x1

3x4
2 − 11x3

8x2
3x4

2 − 11x3
8x4

3x1
2−

− 11x3
8x4

3x2
2 − 11x4

8x1
3x3
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− 11x4
8x2

3x3
2− 11x4

8x3
3x1

2− 11x4
8x3

3x2
2− 55x1

7x3
4x4

2− 55x1
7x4

4x3
2−

− 110x1
6x3

5x4
2 − 110x1

6x4
5x3

2−
110x3

6x1
5x4

2 − 110 x4
6x1

5x3
2 − 55x1

4x3
7x4

2 − 55x1
4x4

7x3
2 − 55x2

7x3
4x4

2−
− 55x2

7x4
4x3

2 − 110 x2
6x3

5x4
2−

110x2
6x4

5x3
2 − 110x3

6x2
5x4

2 − 110x4
6x2

5x3
2 − 55x2

4x3
7x4

2 − 55x2
4x4

7x3
2−

− 55x3
7x4

4x1
2 − 55x3

7x4
4x2

2−
110x3

6x4
5x1

2− 110x3
6x4

5x2
2− 110x4

6x3
5x1

2− 110x4
6x3

5x2
2− 55x3

4x4
7x1

2−
− 55x3

4x4
7x2

2 − 121 x1
7x3

3x4
3−

22x1
8x4

3x2 x3 − 495x2
7x3

3x1 x4
2 − 22x2

8x4
3x1 x3−

− 495x3
7x1

3x2 x4
2 − 495x3

7x2
3x1 x4

2−
22x3

8x4
3x1 x2 − 22x4

8x1
3x2 x3 − 55x4

8x1
2x3

2x2 − 55x4
8x1 x2

2x3
2−

− 22x4
8x2

3x1 x3 − 22x4
8x3

3x1 x2−
110x1

7x4
4x2 x3 − 220x1

6x4
5x2 x3 − 220x4

6x1
5x2 x3 − 110x1

4x4
7x2 x3−

− 110x2
7x4

4x1 x3 − 220x2
6x4

5x1 x3−
220x4

6x2
5x1 x3 − 110x2

4x4
7x1 x3 − 110x3

7x4
4x1 x2 − 220x3

6x4
5x1 x2−

− 220x4
6x3

5x1 x2 − 110x3
4x4

7x1 x2−
121x2

7x1
3x4

3 − 121x3
7x1

3x2
3 − 121x4

7x1
3x2

3 − 121x2
7x3

3x4
3−

− 121x3
7x1

3x4
3 − 121x3

7x2
3x4

3 − 121x4
7x1

3x3
3 − 121 x4

7x2
3x3

3

вiд коренiв многочлена f .
Шукаємо лексикографiчно старший член - ним буде п’тий доданок в

передостанньому рядку на сторiнцi (86) — −11x1
8x2

3x3
2 Цей доданок бу-

де також лексикографiчно старшим членом в симетричному многочленi
−11σ5

1σ2σ
2
3. Многочлен g1 = g − (−11σ5

1σ2σ
2
3) має лексикографiчно стар-

шим членом 5x61x
4
2x

3
3, той же, що i у многочлена 5σ2

1σ2σ
3
3. Шукаємо g2 =

g1 − 5σ2
1σ2σ

3
3. скiльки g2 = 0, то

g = 5σ2
1σ2σ

3
3 − 11σ5

1σ2σ
2
3.

Оскiльки за теоремою Вiєта σ1 вiд коренiв многочлена f дорiвнює нулю,
то i весь вираз g вiд коренiв цього многочлена дорiвнює нулю.
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