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1 Основнi поняття дискретної ймовiрностi

1.1 Простiр подiй. Ймовiрнiсть подiї

Теорiя ймовiрностей має давню iсторiю, тому має свою
усталену термiнологiю, яка склалася до введення новi-
тнiх основ математики, задовго до введення нової тер-
мiнологiї. Викладання теорiї ймовiрностей ведеться у
тiй термiнологiї, яка склалася iсторично.

Теорiя ймовiрностей починається iз введення так зва-
ної генеральної сукупностi або простору подiйору — це
два синонiмiчнi поняття. Вiдповiдником термiну “про-
стiр подiй“ в iнших роздiлах математика є термiн “мно-
жина“. Простiр подiй звичайно позначається Ω.

Простiр подiй складається iз елементарних подiй. Еле-
ментарнi подiї називають також точками ймовiрнiсно-
го простору. В iнших роздiлах математики кажуть про
елемент множини. Елементарнi подiї звичайно познача-
ються ω, i, вiдповiдно, пишеться ω ∈ Ω. Замiсть слова
“пiдмножина“ в теорiї ймовiрностей використовується
термiн “подiя“.

Первiсним поштовхом для розвитку теорiї ймовiрно-
стей, як вважається, були азартнi iгри, в яких потрiбно
оцiнити ступiнь упевненостi у виграшi. В прикладах ви-
користовуємо чотири гри — “гра в карти“, “пiдкидання
кiстки“, “пiдкидання монети“ та домiно.

Гра в карти здiйснюється за допомогою “колоди карт“,
яка складається iз 52 карт — будемо брати так зва-

1Лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення ретельно розглядаються при вивченнi визначни-
кiв матриць i в комбiнаторицi. Тому наразi текст має характер нагадування
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ну брiджеву колоду. Кожна карта має свою “масть“ i
“зрiст“. Мастей 4 — вони мають позначення ♠,♣,♢,♡,

i мають назви

♠ — пiка або вино;
♣ — трефа (вiд французького le trèfle, що озна-
чає конюшину, трилисник) або жир (в карпат-
ському регiонi так називають букове насiння);
♢ — бубна;
♡ — чирва або черва.

Зрiст карт позначається 2,3,4,5,6,7,8,9,10,В,Д,К,Т, i
називається вiдповiдно двiйка, трiйка, четвiрка, п’ятiр-
ка, шiстка, сiмка, вiсiмка, дев’ятка, десятка, валет, да-
ма, король i туз. Таким чином ♢Д означає бубнову да-
му.

Вино та жир — це чорнi мастi, а бубна та чирва —
червонi мастi.

Приклад 1.1 Колода карт — це генеральна сукупнiсть,
Вибiр однiєї карти iз колоди — це елементарна подiя.
Вибiр карти певної мастi, чи певного зросту — це по-
дiя.

Кiстка для пiдкидання — це куб, на гранях якого
зображенi числа 1, 2, 3, 4, 5 та 6.

Приклад 1.2 При падiннi кубика одна грань iз зобра-
женням певного числа виявляється верхньою (випала
певна кiлькiсть очок), це i є елементарна подiя. Ви-
падiння парної кiлькостi очок — це подiя. Генеральна
сукупнiсть — це 1,2,3,4,5,6.

Монета має двi сторони — на однiй зображена вар-
тiсть (цифра), а на другiй — герб.
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Приклад 1.3 При пiдкидання монета падає однiєю сто-
роною вверх це i є елементана подiя. Отже елемен-
тарних подiй в цьому просторi подiй двi — Ц i Г.

При грi в домiно використовують комплект, що скла-
дається iз 28 кiсток, кожна з якої помiчена двома чи-
слами iз множини 0,1,2,3,4,5,6. Кiстка може бути помi-
чена двома однаковими числами —такi кiстки назива-
ють дублями. Кiстки симетричнi, тобто порядок чисел,
що зображенi на кiстцi, не має значення — кiстка з по-
значенням (5,6) i кiстка з позначенням (6,5) це одна i
та ж кiстка. При грi в домiно кiстки приставляються
одна до другої. Приставити одну кiстку до другої мо-
жна, коли в них є спiльне число в позначеннi. Так до
дубля (0,0) можна приставити кiстку (0,5) а пристави-
ти (1,3) неможливо.

Приклад 1.4 Комплект для гри в домiно це генераль-
на сукупнiсть. Вибiр однiєї кiстки iз комплекту — це
елементарна подiя. Вибiр дубля — це подiя.

В дискретнiй теорiї простiр подiй або скiнченний, або
злiченний, тобто елементарних подiй або скiнченнна
кiлькiсть, або їх можна розташувати у послiдовнiсть.
Отже можна вважати2, що

Ω = {ω0, ω1, ω2, . . . , ωn, . . .} (1)

i ця послiдовнiсть може бути скiнченною. Порожнiм
простiр подiй бути не може, це випливає iз обмежен-
ня (3)— сума порожньої множини доданкiв дорiвнює
нулю.

Буває зручно iндексувати елементи дискретного про-
стору подiй (елементарнi подiї) цiлими числами. I тодi

2При нумерацiї елементiв послiдовностi в математичному мовному оточеннi звичайно
перший елемент одержує номер 0. В програмуваннi перша комiрка пам’ятi має адресу
0. Такий пiдхiд дає певнi зручностi. В позаматематичному оточеннi, звичайно, перший
елемент (наприклад перший мiсце в ряду в театрi) має номер 1.
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можна можна записати

Ω = {. . . , ω−2, ω−1, ω0, ω1, ω2, . . . , ωn, . . .}.
Кожнiй елементарнiй подiї ω ∈ Ω ставиться у вiдпо-

вiднiсть дiйсне невiд’ємне число

0 ≤ pr(ω) ≤ 1, (2)

яке називають ймовiрнiстю елементарної подiї ω. Ймо-
вiрностi елементаних подiй пiдкоряються обмеженню:∑

ω∈Ω

Pr(ω) = 1. (3)

Ймовiрнiсть Pr(Ω1) подiї Ω1 ⊆ Ω визначається пра-
вилом

Pr(Ω1) =
∑
ω∈Ω1

Pr(ω).

Оскiльки простiр подiй i подiя може складатися iз не-
скiнченної кiлькостi елементарних подiй, то уточнимо,
як розумiти суму нескiнченної кiлькостi доданкiв.

У випадку, коли Ω1 складається iз нескiнченної
кiлькостi елементарних подiй, сума

∑
ω∈Ω1

Pr(ω)
розумiється як точна верхня межа (супремум)
скiнченних сум: беруться скiнченнi пiдмножи-
ни Ω2 ⊆ Ω1, шукаються скiнчннi суми

∑
ω∈Ω2

Pr(ω),
i верхня межа цих скiнченних сум за визначе-
нням дорiвнює

∑
ω∈Ω1

Pr(ω).

Сума елементiв нескiнченної послiдовностi

Pr(ω0),Pr(ω1),Pr(ω2), . . . ,Pr(ωn), . . .

розумiється як
∞∑
i=0

Pr(ωi) = lim
n→∞

n∑
i=0

Pr(ωi).
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Користуємося як вiдомим з курсу математичного ана-
лiзу тим, що коли елементи нескiнченної послiдовностi

x0, x1, . . . xn, . . . (4)

є дiйсними невiд’ємними числами, то три умови

• iснує сума a елементiв послiдовностi (4);

• iснує сума b елементiв послiдовностi (4), що запи-
санi в довiльному порядку;

• iснує точна верхня межа скiнченних сум елементiв
послiдовностi (4)

рiвносильнi, тобто коли iснує одне iз чисел a, b, c, то
iснують i решта два, причому a = b = c.

Визначення 1.1 Функцiю

Pr : Ω → R, (5)

яка ставить у вiдповiднiсть кожнiй елементарнiй по-
дiй ω ∈ Ω ймовiрнiсть Pr(ω), що пiдкоряється обме-
женням (2), (3), називається функцiєю розподiлу ймо-
вiрностi3 у просторi подiй. Кажуть також, що фун-
кцiя pr задає розподiл ймовiрностi, або є розподiлом
ймовiрностi. Значення функцiї розподiлу вiд заданої
елементарної подiї називають ймовiрнiстю елемен-
тарної подiї.

Протстiр подiй разом iз функцiєю розподiлу ймо-
вiрностi на цьому просторi називають ймовiрнiсним
простором4.

Порожньою подiя може бути — це неможлива подiя,
її ймовiрнiсть дорiвнює 0.

3Таке означення функцiї розподiлу ймовiрностi використовується в дискретнiй теорiї
ймовiрностей. В загальних сучасних роздiлах теорiї ймовiрностi використовують iнше
означення — див стор. ??

4В загальнiй теорiї ймовiрностi використовують iншi пiдходи — iнше означення ймо-
вiрнiсного простору.
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Поряд з позначенням Pr(ω) для ймовiрностi елемен-
тарної подiї i Pr(Ω1) для подiї з використанням змiнної
x для елементарної подiї “змiнна x дорiвнює ω“ та для
подiї “змiнна x належить Ω“ використовуються позна-
чення

Pr(ω) = Pr(x = ω), Pr(Ω1) = Pr(x ∈ Ω1).

Коли шукають ймовiрнiсть певної подiї Ω1 ⊆ Ω, то
звичайно всi елементарнi подiї iз Ω1 назиають сприя-
тливими.

Оскiльки подiї, це пiдмножини генеральної сукупно-
стi, то можна знаходити їх теоретико-множинний пере-
тин i об’єднання. Їх називають, вiдповiдно, добутком i
сумою подiй. Отже,

коли A,B ⊆ Ω — двi подiї в генеральнiй су-
купностi Ω, то добуток AB складається iз тих
елементарних подiй, якi в один i той же час на-
лежать i A i B, а сума A + B складається iз
тих елементарних подiй, якi належть хоч однiй
iз подiй A,B.

Якщо A — подiя, то подiя B = Ω \ A називає-
ться протилежню подiєю i позначається A.

Згiдно з введеними позначеннями, A \ B для подiй
A,B ⊆ Ω буде позначатися AB, а симетрична рiзниця
подiй A,B позначається AB +BA.

Замiсть того, щоб сказати, що двi подiї мають
порожнiй перетин, кажуть, що цi двi подiї не-
сумiснi. А замiсть того, щоб сказати, що об’єд-
нання подiй є всiєю генеральною сукупнiстю,
кажуть що цi подiї утворюють повну групу.
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Несумiснiсть подiй, якi утворюють повну групу, озна-
ченням не вимагається, але часто розглядаются саме
повнi групи несумiсних подiй.

Те, що в комбiнаторицi називають сполуками, спо-
луками з повтореннями, розмiщеннями та розмiщення-
ми з повтореннями, в теорiї ймовiрностей називають
вибiрками, вибiрками з поверненням, впорядкованими
вибiрками та впорядкованими вибiрками з повернення-
ми.

Теорема 1.1 (Теорема додавання ймовiрностей несумiсних подiй)
Нехай є двi несумiснi подiї A,B ⊆ Ω на ймовiрнiсному
просторi Ω. Тодi

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B).

Доведення. Оскiльки A ∩B = ∅, то

Pr(A+B) =
∑

ω∈A∪B

Pr(ω) =
∑
ω∈A

Pr(ω)+
∑
ω∈B

Pr(ω) = Pr(A)+Pr(B).

Наслiдок 1.1 Якщо є n > 2 взаємно несумiсних подiй
A1, A2, . . . , An, тобто

Ai ⊆ Ω, Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j, i, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n},
то

pr

(
n∑

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

Pr(Ai).

Наслiдок обгрунтовується теоремою додавання ймо-
вiрностей несумiсних подiй з використанням методу ма-
тематичної iндукцiї.

Теорема 1.2 (Теорема додавання ймовiрностей сумiсних подiй)
Для будь-яких двох (можливо, сумiсних) подiй A,B ⊆
Ω на ймовiрнiсному просторi Ω

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B)− Pr(AB). (6)
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A \B = AB B \A = BAAB

Рис. 1: Суму C = A+ B двох сумiсних подiй A та B можна розглядати як
суму трьох несумiсних подiй C = AB +AB +BA

Доведення. Запишемо подiю C = A + B у виглядi
суми несумiсних подiй (див. рис. 1.1)

A = AB+AB, B = BA+AB, C = AB+BA+AB.

Теорема додавання ймовiрностей дозволяє записати
рiвностi:

Pr(A) = Pr(AB)+Pr(AB), Pr(B) = Pr(BA)+Pr(AB),

Pr(C) = Pr(AB) + Pr(BA) + Pr(AB).

Iз виписаних рiвностей випливає, що

Pr(C) = Pr(AB)+Pr(AB)+Pr(BA)+Pr(AB)−Pr(AB) = Pr(A)+Pr(B)−Pr(AB).

Приклад 1.5 Припустимо що є деталi певних кольо-
рiв i пених форм, i ймовiрнiсть вибрати червону де-
таль дорiвнює 0,3, ймовiрнiсть вибрати квадратну
деталь дорiвнює 0.5, а ймовiрнiсть того, що вибрана
деталь буде червоною або квадратною, дорiвнює 0,6.
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Яка ймовiрнiсть того, що вибрана детаь виявиться
червоною i квадратною

Щоб знайти вiдповiдь на поставлене питання, позна-
чимо через A подiю — вибрана деталь є червоною, че-
рез B — вибрана деталь є квадратною, i скористаємося
формулою (6):

Pr(A+B) = 0, 6 = 0, 3 + 0, 5− Pr(AB).

Звiдси одержуємо вiдповiдь

Pr(AB) = 0, 2.

Якщо є множина M , то можна розглядати

• 2M — множину усiх пiдмножин множини M ;

• Mn — множину послiдовностей елементiв iз M .

Отже, елементарна подiя в одному просторi подiй мо-
же бути подiєю, або бути послiдовнiстю елементарних
подiй в iншому просторi подiй.

Приклад 1.6 Нехай є 5 деталей, iз яких 2 бракова-
нi. Вибiр однiєї деталi це елементана подiя. Надамо
кожнiй iз них ймовiрнiсть 1

5 . Вибiр бракованої дета-
лi, це подiя, не елементарна. Ймовiрнiсть цiєї подiї 2

5 .
Подiя “вибрали не браковану деталь“ має ймовiрнiсть
3
5 . Тепер ми можемо розглядати простiр елементар-
них подiй, який складається iз двох елементарних по-
дiй: a “вибрали не браковану деталь“ i b “вибрали бра-
ковану деталь“. Розподiл ймовiрностей на цьому про-
сторi елементарних подiй буде Pr(a) = 3

5 , Pr(b) = 2
5 .

Приклад 1.7 Один простiр подiй складається iз мо-
жливих видiв транспорту, якими рухався студент
— електричкою чи автобусом. Другий простiр може
складатися iз можливих оцiнок, якi одержує студент
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на iспитi — незадовiльно, задовiльно, добре та вiдмiн-
но. Можна створити новий простiр — декартовий
добуток двох створених просторiв, в якому елемен-
тарними подiями є пара “вид транспорту“ i “одержа-
на оцiнка“.

Є три основнi способи одержати ймовiрнiсть елемен-
тарної подiї

Перший спосiб. Елентарна подiя ω розглядається
як можливий результат певного дослiду. Можливi ре-
зультати дослiду — це всi елементи простору подiй Ω.
За одних i тих же обставин дослiд повторюється n ра-
зiв, де n є великим (в iнтуїтивному розумiннi) числом.
Кiлькiсть появи результату ω подiлена на n називає-
ться частотою появи подiї ω. Якщо результат ω тра-
пився k раз (обов’язково 0 ≤ k ≤ n), то частота по-
яви цього результату в серiї дослiдiв, що складається
iз n дослiдiв, дорiвнє k

n . Далi приписуємо подiї ω ймо-
вiрнiсть, що дорiвнює частотi: Pr(ω) = k

n . Наприклад,
пiдкидаємо кубик 100 разiв i одержуємо результат

1 випало 15 разiв,
2 випало 20 разiв,
3 випало 10 разiв,
4 випало 20 разiв,
5 випало 20 разiв,
6 випало 5 разiв.

На основi цiєї таблицi приписуємо елементарним по-
дiям ймовiрностi, що дорiвнюють вiдповiдним часто-
там:

Pr(1) = 0.15, Pr(2) = 0.2, Pr(3) = 0.1, Pr(4) = 0.2, Pr(5) = 0.2, Pr(6) = 0.05.

Ми можемо провести повторну серiю дослiдiв i одер-
жати iншi ймовiрностi. Але є випадки, коли повторну
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серiю дослiдiв зробити неможливо. Так коли потрiбно
знати ймовiрнiсть того, що українець доживе до 70 ро-
кiв, то ми вiзьмемо кiлькiсть n померлих останнього
року, кiлькiсть k померлих цього ж року у вiцi бiльше
70 рокiв, i одержимо шукану ймовiрнiсть

k

n
.

Звичайно, вибравши iнший перiод часу, ми одержимо
iншу ймовiрнiсть.

Другий спосiб полягає в тому, що ми в позамате-
матичний спосiб уявляємо собi багаторазовий дослiд,
який може закiнчитися ω0, ω1, . . . , ωn−1 результатами,
вважаєм цi результати елементарними подiями i при-
писуємо їм ту границю, до якої прямують частоти, з
якими з’являються вiдповiднi результати. Таким чи-
ном, ми можемо вважати кубик правильним, i грани-
цею, до якої прямують частоти, всi дорiвнюють 1

6 .
Стосовно другого способу потрiбно мати на увазi, що

наша уява про наявнiсть границi, до якої прямують ча-
стоти, може бути хибною. Так ми можемо уявити дов-
жину узбережжя Англiї як границю, до якої прямує
ї вимiрювання iз заданою точнiстю, коли ця точнiсть
прямує до нуля. Як показали дослiдження, ця границя
не iснує, — вимiряна довжина прямує до нескiнченно-
стi, коли точнiсть вимiрювання прямує до нуля.

Питання об’єктивної, незалежної нi вiд часу нi вiд до-
слiдника, ймовiрностi елементарної подiї вiднесемо до
фiлософiї.

Третiй спосiб використовується, коли елементарна
подiя є просто подiєю, але в iншому просторi. Тодi її
ймовiрнiсть можна пiдрахувати в цьому iншому ймо-
вiрнiсному просторi. Для прикладу, розглядаємо еле-
ментарнi подiї — випадання рiвно n, 0 ≤ n ≤ 10 гербiв
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в серiї iз 10 пiдкидань монети. Випадання 7 гербiв є
елементарною подiєю. Ця елементарна подiя є просто
подiєю у просторi, де елементарними подiями ω є серiї
10-разових пiдкидань монети з рiвномiрним розподiлом
— Pr(ω) = 2−10. Тут подiя “випало 7 гербiв“ має ймо-
вiрнiсть

Pr(7) =
C7

10

210
.

2 Розподiли

2.1 Випробування Бернулi. Розподiл Бернулi

Розглядається випадок, вiн називається випробування
Бернулi, коли елементарних подiй всього двi — їх мо-
жна назвати Успiх та Невдача i вiдповiдно позначити
У та Н, з розподiлом ймовiрностей

Pr(У) = p, Pr(Н) = q (7)

Розподiл ймовiрностей (7) на двоелементному
просторi подiй Ω = {У,Н} називають розподi-
лом Бернулi.

Приклад 2.1 Прикладами двоелементного простору
подiй з вiдповiдним розподiлом Бернулi є випадання
герба або цифри при пiдкиданi монети, попадання по-
стрiлу в мiшень чи промах, одержання прибутку чи
не одержання та подiбнi.

2.2 Рiвномiрний розподiл

Якщо всi елементарнi подiї мають одну i ту ж
ймовiрнiсть, то такий розподiл називається рiв-
номiрним, а елементарнi подiї називаються рiв-
ноймовiрними.
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Якщо генеральна сукупнiсть має n елементiв i роз-
подiл рiвномiрний, то кожна елементарна подiя (точка)
має ймовiрнiсть 1

n , а подiя, що складається iз m точок,
має ймовiрнiсть m

n .

Приклад 2.2 Пiдкидають три гральнi кiстки — ска-
жемо, жовту, зелену та червону. Яка ймовiрнiсть
того, що в сумi випаде 13 очок.

Оскiльки тут мається на увазi рiвномiрний розподiл, то
потрiбно знайти кiлькiсть n всiх елементарних подiй,
кiлькiсть сприятливих подiй m, i роздiлити кiлькiсть
сприятливих на кiлькiсть усiх елементарних подiй.

Ймовiрнiсний простiр мiстить 63 елементарних подiй,
оскiльки пiдкидання кожної кiстки може закiнчитися
однiєю iз 6 можливостей.

Випишемо тi числа x ≤ y ≤ z, x + y + z = 13, що
можуть випасти на кiстках, i кiлькiсть k можливостей
розташувати цi три числа на 3 верхнiх гранях.

x y z k
1 6 6 3
2 5 6 6
3 4 6 6
3 5 5 3
4 4 5 3

Наведена таблиця показує, що m = 3+6+6+3+3 =
21. Отже шукана ймовiрнiсть дорiвнює

m

n
=

21

63
=

7

72
.

Приклад 2.3 4 хлопцi по черзi миють посуд i у них
час вiд часу розбиваються тарiлки. Вважаємо, що
ймовiрнiсть того, що тарiлка буде розбитою хлопцем,
одна i та ж для кожного хлопця. Яка ймовiрнiсть
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того, що iз 4-х розбитих тарiлок 3 розiб’є четвертий
хопець.

В цьмоу прикладi потрiбно розiбратися, що є еле-
ментарною подiєю, i яка ймовiрнiсть цiєї елементарної
подiї.

Починаємо з того, що розглядаємо елементарнi по-
дiї — тарiлка розбивається одним iз 4-х хлопцiв. Цей
простiр подiй Ω1 4-елементний. Отже кажна з подiй
ωi ∈ Ω1, i = 1, 2, 3, 4 — тарiлка розбита i−м хлопцем,
має ймовiрнiсть 1

4 ;

Pr(ω1) = Pr(ω2) = Pr(ω3) = Pr(ω4) =
1

4
.

Тепер розглядаємо новi елементарнi подiї — послi-
довностi довжини 4 елементарних подiй iз Ω1 — (ωp, ωq, ωr, ωs),
де p, q, r, s, t ∈ {1, 2, 3, 4}. Новий простiр подiй Ω2 має
n = 44 = 256 послiдовностей — елементарних подiй.
Сприятливi подiї тi, що на трьох мiсцях мають ω4, а
четверте мiсце зайняте ωi, i ∈ {1, 2, 3}. Таких послiдов-
ностей m = 12 — їх можна виписати

ω1ω4ω4ω4 ω4ω1ω4ω4 ω4ω4ω1ω4 ω4ω4ω4ω1

ω2ω4ω4ω4 ω4ω2ω4ω4 ω4ω4ω2ω4 ω4ω4ω4ω2

ω3ω4ω4ω4 ω4ω3ω4ω4 ω4ω4ω3ω4 ω4ω4ω4ω3

Оскiльки розподiл вважається рiвномiрним, то ймо-
вiрнiсть сприятливої подiї A дорiвнює

Pr(A) =
m

n
=

12

256
=

3

64
.

Приклад 2.4 Знайдемо ймовiрнiсть того, що довiль-
но вибранi з колоди 5 карт можна розташувати пiд-
ряд за зростом, — наприклад, 8,9,10, В,Д, або 2,3,4,5,6.
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Елементарнi подiї тут — вибiр 5 карт з колоди, що мi-
стить 52 карти (ми до мовились, що в прикладах вико-
ристовуєму брiджеву колоду). Отже елементарних по-
дiй n = C5

52.
Розподiл вважаємо рiвномiрним.
Сприятливi подiї тi, в яких вибранi карти можна роз-

ташувати пiдряд за зростом. Пiдрахуємо їх кiлькiсть.
Всього зростiв 13. Наймеший зрiст карт в сприятли-

вiй подiї може бути одним iз 13- 4= 9 (валет, дама, ко-
роль та туз найменшими в послiдовностi iз 5 зростiв бу-
ти не можуть). Отже найменший зрiст може бути один
iз 9. Коли найменший вибрано, тодi решта зростiв ви-
значенi єдиним чином — це наступнi 4 зрости.

Коли зрiст карт вибрано, тодi кожну карту в своєму
зростi можна вибрати 4-ма способами (одну масть iз 4-х
потiбно вибрати). Отже коли найменший зрiст вибрано,
тодi карти можна вибрати 45 способами. Отже всього
сприятливих подiй m = 9 · 45. Проведенi обчислення
дозволяють знайти шукану ймовiрнiсть p — нею буде

p =
m

n
=

9 · 45

C5
52

=
9 · 45 · 5! · 47!

52!
=

192

54145
∼ 0.0035.

Приклад 2.5 Знайдемо ймовiрнiсть p то, що серед 5
довiльно вибраних карт виявиться рiвно два тузи.

Елементарними подiями є вибiр 5 карт iз колоди, що
мiстить 52 карти. Тому елементарних подiй n = C5

52.
Щоб подiя була сприятливою, потрiбно серед 4 ту-

зiв вибрати 2 (це можна зробити C2
4 = 6 способами),

а серед не-тузiв потрiбно вибрати 3 карти (це можна
зробити C3

47. Отже сприятливих подiй m = 6 · C3
47.

Розподiл вважаємо рiвномiрним, тому

p =
m

n
=

6 · C3
47

C5
52

=
6 · 47! · 5! · 47!
3! · 44! · 52!

=
3243

86632
∼ 0, 037.
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Приклад 2.6 Пiдкидають монету i гральний кубик.
Утворюємо три ймовiрнiснi простори: Перший — Ω1

складається iз впорядкованих пар, в яких перший еле-
мент ц або г (цифра або герб в залежностi вiд того,
як впала монета), а другий елемент пари — число,
яке випало на верхнiй гранi кубика.

Другий ймовiрнiсний простiр Ω2 складаєтсья iз двох
подiй в Ω1 — Ц та Г, в залежностi вiд того, як впа-
ла монета, а третiй простiр Ω3 складається iз чи-
сел 1,2,3,4,5,6 в залежностi вiд того, якою виявилася
верхня грань кубика.

Функцiю розподiлу ймовiрностi на Ω1 задамо та-
блично див. табл. 1

1 2 3 4 5 6

ц
1

12

1

12

1

12

1

8

1

24

1

12

г
1

12

1

12

1

12

1

24

1

8

1

12

Табл. 1: Розподiл ймовiрностi на прямому добутку множин {ц,г} та
{1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Так заповнити таблицю, як ми заповнили табл. 1,
допустимо, оскiльки ймовiрностi елементарних подiй
додатнi i їх сума дорiвнює 1.

Розподiли ймовiрностей в Ω2 та Ω3 пiдраховуємо.
Якi з цих трьох розподiлiв рiвномiрнi?

Зрозумiло, що розподiл ймовiрностi на Ω1 не рiвно-
мiрний, хоча б тому, що Pr(ц, 4) = 1

8 ̸=
1
24 = Pr(г, 4).

Подiя Ц складається iз 6 елементарних подiй в Ω1):

Ц = {(ц, 1), (ц, 2), (ц, 3), (ц, 4), (ц, 5), (ц, 6)},
Тому

Pr(Ц) =
1

12
+

1

12
+

1

12
+

1

8
+

1

24
+

1

12
=

1

2
.
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Також

Pr(Г) =
1

12
+

1

12
+

1

12
+

1

8
+

1

24
+

1

12
=

1

2
.

Отже розподiл ймовiрностi на Ω2 рiномiрний.
Подiбним чином переконуємося, що розподiл ймовiр-

ностi на Ω3 також рiвномiрний, — кожна iз мовiрностей
Pr(1),Pr(2),Pr(3),Pr(4),Pr(5),Pr(6) дорiвнює 1

6 .

2.3 Бiномний розподiл, наближена формула Пуасона

Якщо послiдовно n раз здiйснюються випробування Бер-
нулi (Ω1 = {У,Н} з розподiлом (7)), то одержується по-
слiдовнiсть подiй У та Н. Вводимо новий ймовiрнiсний
простiр Ω2, елементарними подiями в якому є послiдов-
ностi випробувань Бернулi заданої довжини.

Якщо послiдовнiсть a мiстить n1 Успiхiв i n2 = n−n1

Невдач, то в ймовiрнiсному просторi Ω2 їй приписує-
ться ймовiрнiсть

Pr(a) = pn1 · qn2. (8)

Таке приписування грунтується на уявi про те, що ре-
зультат кожного наступного випробування не залежить
вiд того, якi резьтати одержанi перед цим, i вiдповiдно,
конкретна серiя результатiв має ймовiрнiсть, що дорiв-
нє добутку ймовiрностей окремих випробувань. Дещь
детальнiше це ми обговоримо в роздiлi, що стосується
незалежних випробувань.

Створюється новий ймовiрнiсний простiр Ω3, елемен-
тарними подiями в якому є подiї в Ω2. Точнiше, Ω3 =
{ω0, ω1, ω2, . . . , ωn}, де елементарна подiя ωk, 0 ≤ k ≤ n
є подiєю в Ω2, яка полягає в тому, що одержана послi-
довнiсть мiстить k успiхiв.

Для прикладу, розлянемо випадок n = 3. Тодi

Ω2 = {УУУ,УУН,УНУ,УНН, НУУ,НУН,ННУ, ННН}
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Ω3 = {ω0, ω1, ω2, ω3},
ω0 = {ННН}, ω1 = {УНН,НУН,ННУ}, ω2 = {УУН,УНУ,НУУ}, ω3 = {УУУ}.

Подiї ωk в ймовiрнiсном упросторi Ω2 складається iз
Ck

n елементарних подiй, кожна з яких має ймовiрнiсть
pkqn−k. Тому в новому ймовiрнiсному просторi Ω3

Pr(ωk) = b(k, n, p) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, 2, . . . , n. (9)

Розподiл (9) ймовiрностi в Ω3 називають бiном-
ним розподiлом.

Приклад 2.7 В урнi є 7 бiлих та 5 чорних куль. Ми
вибираємо кулю iз урни, дивимося на її колiр, i повер-
таємо кулю в урну. I так робимо 20 разiв. Яка ймовiр-
нiсть того, що рiвно 3 рази ми побачили чорну кулю.

Тут успiх — побачили чорну кулю, є подiєю в ймо-
вiрнiсному просторi, де елементарними подiями є вибiр
однiєї кулi iз 12. Вважаємо розподiл ймовiрностей там
рiвномiрним i ймовiрнiсть успiху тепер обчислюється
p = 5

12 . Вiдповiдно q = 7
12 . Тепер за бiномним розподi-

лом шукана ймовiрнiсть Pr(ω3) обчислюється за фор-
мулою

Pr(ω3) = C3
20p

3q17 = 0.0086.

2.4 Розподiл Пуасона

На сьогоднi практика зустрiчається з дуже довгими по-
слiдовностями подiй (наприклад, пам’ять в обчислю-
вальнiй машинi уже вимiрюється терабайтами), а та-
кож повинна враховувати дуже малi ймовiрностi (па-
м’ять в обчислювальнiй машинi надiйна, ймовiрнiсть
вiдмови є малою величиною). За таких умов обчисле-
ння b(k, n, p) за формулою (9) може викликати про-
блеми. Сiмеон-Денi Пуассон запропонував наближену
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формулу для b(k, n, p), коли n велике, p мале, а λ = np
i k знаходяться в розумних межах:

b(k, n, p) ∼ λk

k!
e−λ = p(k, λ).

Перед тим, як обгрутовувати таке наближення нага-
даємо визначення числа Непера e:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Вiдповiдно,

lim
n→∞

(
1− λk

n

)n

= lim
n→∞

((
1− λk

n

)− n
λk

)−λk

= e−λk.

(10)
Обгрунтовується наближена формула для b(k, n, p)

наступним чином. Для заданих n, p i, вiдповiдно, λ =
n·p, де n велике, p мале, а числа k, λ лежать в розумних
межах виписуємо послiдовнiсть

b(0, n, p) ∼ p(0, n), b(1, n, p), . . . b(k−1, n, p), b(k, n, p) ∼ p(k, n), . . .

Далi робота з обгрунтуваня розбивається на 4 части-
ни:

1) Обчислюємо перший елемент b(0, n, p);
2) Шукаємо рекурентне спiввiдношення для послi-

довностi. Для цього обчислюємо вiдношення наступно-
го елемента послiдовностi до попереднього:

b(k, n, p)

b(k − 1, n, p)
.

3) Обчислюємо кiлька перших елементiв послiдовно-
стi i вiдгадуємо формулу для загального члена.

4) Доводимо формулу для загального члена послi-
довностi, яка має вiдомий перший член i вiдому реку-
рентну формулу, методом математичної iндукцiї.
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Переходимо до частини 1), вважаючи λ = np, p =
λ
n .

b(0, n, p) = C0
np

0qn = qn = (1− p)n =

(
1− λ

n

)n

∼ e−λ.

Переходимо до частини 2).

b(k, n, p)

b(k − 1, n, p)
=

Ck
np

kqn−k

Ck−1
n pk−1qn−k+1

=
n!

k!(n− k)!)
·(k − 1)!(n− k + 1)!

n!

pkqn−k

pk−1qn−k+1
=

(n− k + 1)p

kq
=

λ− kp+ p

kq
.

В останньому виразi беремо p = 0, a q = 1, одержує-
мо рекурентне спiввiдношення

b(k, n, p)

b(k − 1, n, p)
∼ p(k, λ)

p(k − 1, λ)
=

λ

k

Переходимо до частини 3 — виписуємо першi члени
послiдовностi p(k, λ):

p(0, λ) = e−λ, p(1, λ) =
λ1

1!
, p(2, λ) =

λ2

2!
, p(3, λ) =

λ3

3!
, . . .

i вгадану загальну формулу

p(k, λ) =
λk

k!
.

можна довести метоом повної математичної iндукцiї,
що є четвертою частиною доведення.

Якщо простiр подiй Ω нескiнченний, Ω = {ω0, ω1, ω2, . . .},
то розподiл

Pr(ωk) = p(k, λ) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

(11)
називається розподiлом Пуасcона з параметром
λ.
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Розподiл Пуасона введений коректно, тому що числа
λk

k! e
−λ додатнi при k ≥ 0, i

∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = 1.

Якщо ж ймовiрнiсний простiр Ω скiнченний, то фор-
мули (11) задають прийнятне наближення бiномного
розподiлу.

Приклад 2.8 Яка ймовiрнiсть того, що в групi iз 25
студентiв бодай у одного день народження прийде-
ться на день iспиту з дискретної математики.

Ймовiрнiсть, яку потрiбно знайти, позначимо через
x. Отже, x це ймовiрнiсть того, що бодай у одного сту-
дента ден народження припаде на день iспиту з дис-
кретної математики. Протилежною подiєю буде те, що
у жодного студента день народження не збiгається iз
днем iспиту. Ймовiрнiсть цiєї протилежної подiї позна-
чимо через y. Таким чином,

x+ y = 1.

Випробуванням є перевiрка дня народження певного
студента — якщо вона збiгається з днем iспту, то маємо
Успiх, а якщо не збiгаєтьс, то маємо Невдачу.

Будемо вважати, ймовiрнiсть Успiху дорiвнює

p =
1

365
.

Вiдповiдно, ймовiрнiсть Невдачi дорiвнює

q =
364

365
.

Будемо шукати ймовiрнiсть y за формулою Пуассона.
Для цього випишемо вiдповiднi параметри

23



n = 25 — кiлькiсть впиробувань;
λ = np = 25

365 — параметр розподiлу Пуассона;
k = 0 — кiлькiсть Успiхiв в серiї впиробувань.

За формулою Пуассона

y = p(0, λ) =

(
25
365

)0
0!

e−
25
365 = e−

25
365 = 0.9337998560... ∼ 0.93.

За бiномним розподiлом

y = C0
25p

0 · q25 =
(
364

365

)25

= 0.9466084651... ∼ 0.95

Вiдповiдно, з використанням розподiлу Пуассона ма-
ємо

x = 1− y ∼ 0.07,

а з використанням бiномного розподiлу маємо

x = 1− y ∼ 0.05.

Помiтна рiзниця зумовлена малою довжиною випро-
бувань.

2.5 Гiпергеометричний розподiл

Є так званий гiпергеометричний ряд (стпеневий ряд по
z:

F (α, β, γ, z) = 1+
αβ

γ
· z
1!
+
α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)
·z

2

2!
+
α(α + 1)(α + 2)β(β + 1)(β + 2)

γ(γ + 1)(γ + 2)
·z

3

3!
+. . .

Коефiцiєнт при zn, n ≥ 2 дорiвнює

α(α+ 1)(α + 2) . . . (α+ n− 1)β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)

γ(γ + 1)(γ + 2) . . . (γ + n− 1)
· 1
n!

(12)
Коли α, β, γ є натуральними числами, тодi вираз 12

можна переписати наступним чином
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α(α+ 1) . . . (α + n− 1)

n!
·β(β + 1) . . . (β + n− 1)

n!
· n!

γ(γ + 1) . . . (γ + n− 1)
(13)

або у виглядi

Cn
α+n−1 · Cn

β+n−1

Cn
γ+n−1

(14)

Тепер розглянемо задачу, що приводить до викори-
стання гiпергеометричного розподiлу.

Приклад 2.9 Маємо n куль. Iз них n1 червона, а n2

чорна, n1 + n2 = n. Iз цих n куль вибираємо r, 0 ≤ r ≤
n куль. Потрiбно знайти ймовiрнiсть того, що буде
вибрано рiвно k, 0 ≤ k ≤ n1 червоних куль.

Конкретний вибiр r куль це елементарна подiя. Кiль-
кicть усiх елементарних подiй — це кiлькiсть r−елементних
пiдмножин у множинi iз r елементiв, тобто Cr

n.

Сприятлива подiя — вибiр k червоних куль i вибiр
r − k чорних куль. Червонi кулi можна вибрати Ck

n1
, а

чорнi можна вибрати Cr−k
n−n1

способами. Отже за прави-
лом добутку, сприятливий подiй — Ck

n1
· Cr−k

n−n1
.

Ймовiрнiсть qk сприятливої подiї обчислюється за фор-
мулою

qk =
Ck

n1
· Cr−k

n−n1

Cr
n

(15)

Розподiл, при якому ймовiрнiсть qk величини
k обчислюється за формулою (15), називається
гiпергеометричним, а числа n, n1, r, що вико-
ристовуються в (15), називаються параметрами
гiпергеометричного розподiлу.
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Приклад 2.10 Нехай в партiї iз 100 деталей є 10
бракованих. Яка ймоврнiсть того, що серед вибраних
15 деталей виявиться рiвно 2 бракованi.

Розв’язування. Вього елементарних подiй (вибору 15
деталей iз 100) є C15

100. Двi бракованi деталi можна ви-
брати C2

10, а 13 небракованих можна вибрати C13
90 . Отже

всього сприятливих випадкiв буде

C2
10 · C13

90 .

За формулою (15) обчислюємо потрiбну ймовiрнiсть x:

x =
C2

10 · C13
90

C15
100

= 0.2919112282 . . . ∼ 0.29.

В наступних двох прикладах оцiнимо параметри гi-
пергометричного розподiлу. Такi задачi розв’язуються
в матстатистицi.

Приклад 2.11 Якою найiмовiрнiше є кiлькiсть бра-
кованих деталей в партiї iз 100, коли серед вибраних
15 їх виявилося 2.

Один iз способiв — припустити, що вибiр бракованої
деталi серед 15 вибраних має ту ж ймовiрнiсть, що i
вибiр бракованої деталi серед усiх 100. Тому

2

15
=

x

100
, 15x = 200, x ∈ {13, 14}.

Другий пiдхiд полягає в прямому обчисленнi ймо-
вiрностi y(x) того, що серед вибраних 15 деталей буде
2 бракованi, якщо вся партiя iз 100 деталей мiстить
x = 2, 3, . . . , 87 бракованих деталей. y(x) обчислюємо
за формулою

y(x) =
C2

x · C13
100−x

C15
100
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В нашому прикладi

. . . , y(10) ∼ 0.291, y(11) ∼ 0.305, y(12) ∼ 0.312,

y(13) ∼ 0.315, y(14) ∼ 0.312, . . .

Послiдовнiсть y(x) має найбiльший елемент y(13).
Отже вiдповiддю буде 13.

Приклад 2.12 Якою найiмовiрнiше є кiлькiсть дета-
лей в партiї, якщо бракованих в нiй 100, а у вибiрцi
15 деталей виявилося бракованих двi.

Як i вище, ми можемо припустити, що ймовiрнiсть
вибору бракованої серед вибраних 100 буде така ж, як i
ймовiрнiсть вибору бракованої деталi у всiй партiї, що
мiстить x деталей. Тому

2

100
=

100

x
, 2x = 10000, x = 5000.

Знову ж, можна побудувати послiдовнiсть ймовiрно-
стей z(n) того, що серед 100 обраних деталей в партiї
iз n деталей виявиться рiвно 2 бракованi. Обчислення
показують:

z(4998) = 0.2761850365, z(4999) = 0.2761850596,

z(5000) = 0.2761850596, z(5001) = 0.2761850366.

що з точнiстю до 10 знакiв пiсля коми z(4999) = z(5000),
а на рештi значень n z(n) приймає меншi значення.

2.6 Геометричний розподiл

Коли елементарнi подiї розташованi у послi-
довнiсть Ω = {ω0, ω1, ω2, . . . , ωn, . . .} i послiдов-
нiсть ймовiрностей елементарних подiй утво-
рює геометричну прогресiю,
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Pr(ω0) = q, Pr(ω1) = pq, . . . ,Pr(ωn) = pnq, . . . 0 < p, q < 1, p+q = 1.

то кажуть, що маємо геометричний розподiл

Приклад 2.13 Нехай маємо випробуваня Бернулi {У,Н}
з розподiлом Бернулi Pr(У) = p, Pr(Н) = q. Проводи-
ться серiя таких випробувань до тих пiр, поки не бу-
де одержаний Успiх. Яка ймовiрнiсть того, що Успiх
вперше буде досягнуто в десятому випробуваннi.

Конкретна послiдовнiсть випробувань має ймовiрнiсть
pn1qn2, де n1 кiлькiсть Успiхiв в послiдовностi (серiї),
а n2 — кiлькiсть Невдач. Тому на послiдовностях вi-
пробувань, що закiнчуються першим Успiхом, виникає
розподiл:

ω Pr(ω)
ω0 = {У} Pr(ω0) = p

ω1 = {НУ} Pr(ω0) = pq
ω1 = {ННУ} Pr(ω0) = pq2

. . . . . .
ωn = {НН . . .Н︸ ︷︷ ︸

n−1

У} Pr(ωn) = pqn

. . . . . .

Цей розподiл є геометричним, i потрiбна ймовiрнiсть
дорiвнює pq9.

2.7 Вiд’ємний бiномний розподiл

Приклад 2.14 Проводиться серiя випробувань Бер-
нулi з розподiлом Бернулi Pr(У) = p, Pr(Н) = q, 0 <
p, q < 1. Випробування припиняються, коли насту-
пає k + 1−й Успiх, k = 0, 1, 2, . . .. Знайдемо ймовiр-
нiсть Pr(ωn) елементарної подiї ωn, яка полягає в то-
му, що k+1−й Успiх станеться на n+k+1−му мiсцi,
n = 0, 1, 2, . . ., — при n+ k + 1−му випробуваннi.
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Конкретнi послiдовностi Успiхiв та Невдач у вiдпо-
вiдному просторi подiй мають ймовiрнiсть pn1 · qn2, де
n1 — клькiсть Успiхiв у послiдовностi, а n2 — кiлькiсть
Невдач. Тому послiдовнiсть довжини n+ k + 1, що мi-
стить k + 1 Успiх, має ймовiрнiсть pk+1qn. Послiдовно-
стей, що мають k + 1−й Успiх на n + k + 1-му мiсцi,
Cn

n+k: щоб одержати k + 1 Успiхiв в послiдовностi дов-
жини n+r i при цьому на останньому мiсцi мати Успiх,
потрiбно решту k Успiхiв розташувати на попереднiх
n+ r − 1-му мiсцi, а Ck

n+k = Cn
n+k.

Отже, оскiльки

• ймовiрнiсть послiдовностi Успiхiв та Невдач дов-
жини n+ k + 1, що мiстить k + 1 Успiх i на остан-
ньому мiсцi має Успiх, дорiвнює pk+1qn ;

• кдбкiсть послiдовностей Успiхiв та Невдач довжи-
ни n+k+1, що мiстить k+1 Успiх i на останньому
мiсцi мають Успiх, дорiвнює Ck

n+k ,

то ймовiрнiсть подiї ωn дорiвнює Ck
n+kp

k+1qk :

Pr(ωn) = Ck
n+kp

k+1qk. (16)
Перевiримо, що

∞∑
n=0

Pr(ωn) =
∞∑
n=0

Ck
n+kp

k+1qk = 1. (17)

Для цього використаємо породжуючу функцiю по-
слiдовностi, яку уже використовували в комiбнаторицi
i детальнiше зупиняємося на стор. 82 — виписуємо су-
му членiв нескiнченної спадної геметричної прогресiї iз
першим членом 1 i знаменником qz, 0 < qz < 1:

f(z) =
1

1− qz
= 1 + (qz) + (qz)2 + . . . =

∞∑
n=0

qnzn.
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Знаходимо похiднi по z вiд лiвої та правої частини одер-
жаної рiвностi:

d

dz
f(z) =

q

(1− qz)2
= q+2q2z+3q3z2+. . .+(n+1)qn+1zn+. . . =

∞∑
n=0

(n+1)qn+1zn.

d2

dz2
f(z) =

2 · 1 · q2

(1− qz)3
= 2·1·q2+3·2·q3z+. . . =

∞∑
n=0

(n+2)(n+1)qn+2zn.

dk

dzk
f(z) =

k!qk

(1− qz)k+1
=

k!

0!
qk+

(k + 1)!

1!
·qk+1z+. . . =

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!
qn+kzn.

Одержуємо при k = 0, 1, 2, . . .

qk

(1− qz)k+1
=

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!k!
qn+kzn.

Роздiливши останню рiвнiсть на qk i домноживши на
pk+1 Одержуємо рiвнiсть

pk+1

(1− qz)k+1
=

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!k!
qnpk+1zn =

∞∑
n=0

Ck
n+kq

npk+1zn.

(18)
В рiвнiсть (18) пiдставляємо 1 замiсть z i врахуваши,

що 1− q = p, одержуємо потрiбну нам рiвнiсть (17)
Законнiсть виконаних нами дiй з нескiнченними су-

мами забезпечується тим, що 0 < p.q < 1 i обгрунто-
вується методами математичного наналiзу. Заглиблю-
ватися в цю проблематику не будемо. Бiльш детально
можливостi роботи з нескiнченними сумами обговорю-
ється в розiлi, що стосується породжуючих функцiй,
формальних стееневих рядiв.

Рiвнiсть (17) дозволяє дати наступне означення
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Розподiл ймовiрностi

Pr(ωn) = Cr
n+rp

r+1qn, (19)

де r = 0, 1, 2, . . . — параметр розподiлу, i n =
0, 1, 2, . . ., на просторi подiй ω0, ω1, . . . називає-
ться вiд’ємним бiномним.

Якi мiркування використовуються при введеннi тер-
мiну “вiд’ємний бiномний“?

Згадаємо, що бiномний коефiцiєнт Cr
x пiдраховується

за формулою:

Cr
x =

x · (x− 1) · . . . · (x− r + 1)

1 · 2 . . . (r − 1) · r
(20)

В цiй формулi i чисельник i знаменник є добутком r
множинкiв, тому в нiй обов’язково передбачається, що
r — натуральне число або 0. Добуток порожньої суку-
пностi множинiв дорiвнює одиницi. Тому, коли r = 0,
тодi i чисельник i знаменник правої частини мають по-
рожню сукупнiсть множникiв. Отже в цьому випадку
i чисельник i знаменник дорiвнюють 1. Сказане дозво-
ляє стверджувати, що права частина рiвностi(20) iснує
при будь-якому дiйсному x. Вiдмiтимо значення Cr

x при
ддеяких значеннях x, r :

C0
0 = 1, Cr

0 = 0 коли r > 0, Cr
r−1 = 0 коли r > 0.

Зупинимося на випадку, коли у формулi (20) замiсть
x пiдставити −n. Маємо

Cr
−n =

(−n) · (−n− 1) · . . . · (−n− r + 1)

1 · 2 . . . (r − 1) · r
=

= (−1)r
(n) · (n+ 1) · . . . · (n+ r − 1)

1 · 2 . . . (r − 1) · r
= (−1)r

(n+ r − 1) · (n+ r − 2) · . . . · n
1 · 2 . . . (r − 1) · r

,
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Cr
−n = (−1)rCr

n+r−1. (21)
Формула (21) i є мотивацiєю введення термiну “вiд’-

ємний бiномний“.

2.8 Полiномний розподiл

Нехай

(z1 + z2 + . . . zn)
m =

∑
i1+i2+...+in=m

ai1i2...inz
i1
1 z

i2
2 z

i3
3 . . . zinn

(22)
При пiдраховуваннi коефiцiєнта ai1i2...in мiркують та-
ким чином. Розкривши дужки в лiвiй частинi (22) ми
одержимо суму добуткiв змiнних z1, . . . , zn взятих по
однiй iз кожного множника, iз кожної iз n дужок. Щоб
одержати zi11 потрiбно iз n дужок вибрати i1 i в цих
дужках вибрати z1. Це можна зробити C i1

n способами.
Iз решти n− i1 дужок ми повиннi вибрати i2 дужки (це
можна зробити C i2

n−ii
способами) i в цих дужках вибра-

ти z2. Продовжуючи цей процес ми знайдемо

ai1i2...in = C i1
n ·C

i2
n−i1

·C i3
n−i1−i2

·C in
in

=
n!

i1!(n− i1)!
· (n− i1)!

(n− i1 − i2)!i21
. . .

in!

in!
.

Пiсля скорочення одержуємо

ai1i2...in =
n!

i1!i2! . . . in!
(23)

Коефiцiєнт ai1i2...in в (22), який обчислюється за фор-
мулою (23), називається полiномним коефiцiєнтом. Ска-
зане є мотивацiєю введення словосполуки “полiномний
розподiл“

Нехай певне випробування може закiнчитися n ре-
зультатами: Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} iз iмовiрностями

Pr(ωi) = pi, 0 ≤ pi ≤ 1, (i = 1, 2, ..n),
n∑

i=1

pi = 1.
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Для прикладу, пiдкидання гральної кiстки може закiн-
читися випадiнням однiєї гранi iз 6 з iмовiрнiстю 1

6 .
Розглядаємо новий простiр подiй Ω1, в якому еле-

ментарними подiями є послiдовностi заданої довжини
m елементарних подiй iз попереднього простору ω ∈
Ω. Цим новим елементарним подiям (послiдовностям)
приписується ймовiрнiсть — добуток ймовiрностей тих
ω ∈ Ω, що входять у послiдовнiсть. Так, коли m = 6,
ω1, ω2, ω3 ∈ Ω, i

a = (ω3ω3ω2ω1ω2ω3) ∈ Ω1,

то
Pr(a) = (Pr(ω1) · (Pr(ω2)

2 · (Pr(ω3)
3.

В просторi подiй Ω1 розглядаємо подiї Ai1i2...in, що
складаються iз послiдовностей a ∈ Ω2, що мають i1
входжень ω1, i2 входжень ω2, i3 входжень ω3, ... , in
входжень ωn i1 + i2 + . . . + in = m. За домовленiстю,
ймовiрнiсть кожної елементарної подiї, що входить в
Ai1i2...in, дорiвнює pi11 p

i2
2 p

i3
3 . . . pinn . А в Ai1i2...in мiститься

n!
i1!i2!...in!

елементарних подiй iз Ω1. Тому

Pr(Ai1i2...in) =
n!

i1!i2! . . . in!
pi11 p

i2
2 p

i3
3 . . . pinn . (24)

Розподiл (24) в просторi подiй Ω2, елементар-
ними подiями в якому є Ai1i2...in, називається
полiномним.

Приклад 2.15 Яка ймовiрнiсть того, що при пiдки-
данi 12 гральних кiсток кожна грань випаде двiчi?

В цьоиу прикладi p1 = p2 = p3 = p4 = p6 =
1
6 i шукана

ймовiрнiсть дорiвнює

12!

2!2!2!2!2!2!
·
(
1

6

)12

=
479001600

64

1

2176782336
=

1925

559872
= 0, 0034...
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2.9 Статистики Максвела — Больцмана, Бозе — Ен-
штейна, Фермi — Дирака

Розглядаємо простiр, що роздiлений на n ≥ 1 комiрок,
в якому мiстяться r ≥ 1 частинок. В кожен момент
часу кожна частинка знаходиться в певнiй комiрцi —
мiж комiрками знаходитися не може. Випадкова подiя
i = (i1, i2, . . . , in) полягає в тому, що вимiрювання по-
казує певне заповнення комiрок — i1 частинок в першiй
комiрцi, i2 частинок в другiй комiрцi i т.д. Зрозумiло,
що повинна виконуватись рiвнiсть

i1 + i2 + . . .+ in = r. (25)

Простiр подiй Ω мiстить стiльки елементарних подiй,
скiльки невiд’ємних цiлих розв’язкiв у рiвнiння (25),
точбто стiльки ж, скiльки є сполук з повтореннями iз
n елементiв по r :

|Ω| = Cr
n+r−1.

Для деяких частинок всi елементарнi подiй ω ∈ Ω
рiвноймовiрнi:

Pr(ω) = (Cr
n+r−1)

−1 .

В такому випадку кажуть, що частинки “пiдкоряються
статистицi Бозе — Енштейна“.

Якщо ж розподiл ймовiрностi на Ω полiномний, тоб-
то подiя i = (i1, i2, . . . , in) має ймовiрнiсть

Pr(i) =
r!

i1!i2! . . . in!

(
1

n

)r

,

то кажуть, що частинки “пiдкоряються статистицi Ма-
ксвела — Больцмана“.

Для частинок третього типу виконується додаткова
умова — в однiй комiрцi не може знаходитися бiльше
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однiєї частинки. Для таких частинок елементаних по-
дiй з ненульовою ймовiрнiстю Cr

n. Дослiди показують,
що всi такi елементарнi подiї можна вважати рiвноймо-
вiрними. Отже кожна елементарна подiя i = (i1, i2, . . . , in),
що пiдкоряється умовам

i1 + i2 + . . .+ in = r, 0 ≤ i1, i2, . . . , in ≤ 1,

має ймовiрнiсть

Pr(i) = (Cr
n)

−1 .

Про частинки, якi дають такий розподiл ймовiрностi,
кажуть, що вони “пiдкоряються статистицi Фермi —
Дирака.“

2.10 Локальна та iнтегральна теореми Лапласа

Розглянемо ще одне наближення бiномного розподiлу
— формули Бернулi b(k, n, p) = Ck

np
kqn−k, — одне, фор-

мулу Пуасона, ми вже розглянули.
Введемо функцiю

φ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 ,

— її графiк зображений на рис. 2.10.

Теорема 2.1 (Локальна теорема Лапласа) Розглядаються
послiдовностi довжини n випробувань Бернулi з роз-
подiлом Бернулi Pr(У) = p, Pr(Н) = q. Вважаємо,
що коли в послiдовностi n1 раз зустрiчається Успiх
i n2 разiв зустрiчається Невдача, тодi ймовiрнiсть
появи такої послiдовностi дорiвнює pn1qn2. За таких
умов ймовiрнiсть b(k, n, p) появи рiвно k успiхiв в по-
слiдовностi довжини n асимтотично дорiвнює

1
√
npq

φ

(
k − np
√
npq

)
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Рис. 2: Графiк функцiї ϕ(x)
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в тому розумiннi, що

lim
n→∞

b(k, n, p)

1
√
npq

φ

(
k − np
√
npq

) = 1.

Приклад 2.16 Знайти ймовiрнiсть a того, що Успiх
наступить рiвно 70 разiв в 400 вибпробуванняз Бер-
нулi, якщо в одному випробуваннi ймовiрнiсть успiху
дорiвнює 0,3.

При знаходженнi потрiбної ймовiрностi a використа-
ємо локальну теорему Лапласа з параметрами

n = 400, k = 70, p = 0.3.

Проводимо обчислення:

k − np = −50,
√
npq =

√
8400 = 91.65151390,

x =
k − np√
8400

= −0.545 . . . , φ(x) = 0.3437 . . .

Вiдповiддю буде число

a =
φ(x)
√
npq

=
0.3437818233

91.65151390
= 0.004 . . .

Теорема 2.2 (Iнтегральна теорема Лапласа) За тих
же умов, що i в локальнiй теоремi, ймовiрнiсть a то-
го, що в серiї випробувань довжини n Успiх настане
k разiв, 0 ≤ k1 ≤ k ≤ k2, асимптотично дорiвнює

b =
1√
2π

∫ x2

x1

e−
z2

2 d z

де
x1 =

k1 − np
√
npq

, x2 =
k2 − np
√
npq

.
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“Aсимптотично дорiвнює“ означає, що

lim
n→∞

a

b
= 1.

Доведення i локальної i iнтегральної теорем Лапласа
вихходить за межi дискретної теорiї ймовiрностi i ми
наводити його не будемо.

При розв’язуваннi задач, якi вимагають використан-
ня iнтегральної теореми Лапласа, користуються табли-
цями значень функцiї

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−
z2

2 d z.

Приклад 2.17 Знайти ймовiрнiсть a того, що Успiх
наступить вiд k1 = 70 до k2 = 140 разiв в n = 400
вибпробуваннях Бернулi, якщо в одному випробуваннi
ймовiрнiсть успiху дорiвнює 0,3.

Як i в прикладi 2.16, маємо

n = 400, k1 = 70, p = 0.3, k1 − np = −50, k2 = 140,

k2 − np = 20,
√
npq =

√
8400 = 91.65 . . . ,

x1 =
k1 − np√

8400
= −0.545 . . . , x2 =

k2 − np√
8400

= 0.218 . . .∫ x2

x1

e−
x2

2 d x = 0.736 . . . .

Вiдповiддю буде число b:

b =
0.736 . . .√

2π
= 0.293 . . . .

38



3 Умовна ймовiрнiсть

3.1 Незалежнi подiї

Щоб пiдкреслити незалежнiсть певних подiй, вжива-
ють приказку “на городi бузина, а в Києвi дядько“.
Формалiзуємо ймовiрнiсний простiр (тобто простiр по-
дiй разом з розподiлом ймовiрностi в ному), в якому
розглядається випадкова подiя “на городi бузина, а в
Києвi дядько“, i введемо поняття “незалежнi подiї“.

Маємо двi групи студентiв — в першiй n1 = 20, а
в другiй n2 = 23 студенти. В першiй iз них m1 = 4
студенти мають на городi бузину. а в другiй m2 = 7
студентiв мають в Києвi дядька. Виникає два просто-
ри подiй — Ω1, елементарними подiями в якому є вибiр
одного студента з першої групи з рiвномiрним розподi-
лом, i Ω2, елементарними подiями в якому є вибiр одно-
го студента з другої групи з рiвномiрним розподiлом. В
першому просторi подiй є подiя A — вона складається
iз тих елементарних подiй, при яких вибраний студент
має на городi бузину. В другому просторi подiй є подiя
B — вона складається iз тих елементарних подiй, при
яких вибраний студент має в Києвi дядька. Оскiльки
роподiли рiвномiрнi, то

Pr(A) =
m1

n1
=

4

20
=

1

5
, Pr(B) =

m2

n2
=

7

23
.

Розглянемо новий простiр подiй — Ω = Ω1×Ω2. Нага-
даємо, що прямим добутком двох множин називається
множина впорядкованих пар, в яких перший елемент
береться iз першої множини, а другий — iз другої мно-
жини. За правилом добутку

|Ω| = |Ω1| · |Ω2| = n1 · n2 = 20 · 23 = 460.

Елементарною подiєю в Ω є вибiр пари студентiв —

39



одного iз першої групи, а другого iз другої групи. Роз-
подiл ймовiрностi в Ω вважаємо рiвномiрним.

В новому просторi елементарними подiями є вибiр
двох студентiв — один iз першої групи i другий iз другої
групи. Також в новому просторi маємо три подiї

• A1 — “на городi бузина“ — A× Ω2;

• B! — “в Києвi дядько“ Ω1 ×B;

• A1B1 — на “городi бузина а в Києвi дядько“ — A×B

Пiдрахуємо ймовiрностi цих подiй

Pr(A1) =
m1n2

n1n2
=

m1

n1
=

1

5
;

pr(B1) =
n1m2

n1n2
=

m2

n2

Pr(A1B1) =
m1m2

n1n2
= Pr(A1) · Pr(B1).

Визначальною умовою незалежностi двох подiй на
одному ймовiрнiсному просторi є те, що ймовiрнiсть їх
перетину дорiвнює добутку ймовiрностi першої подiї на
ймовiрнiсть другої подiї.

Приклад 3.1 В групi iз 20 студентiв 5 студентiв
мають на городi бузину, i 5 мають в Києвi дядька.
Студентiв, що мають на городi бузину i мають в Ки-
євi дядька немає. Чи є незалежними подiї A — сту-
дент має на гордi бузину, i B — студент має в Києвi
дядька

Вiдповiдь — нi подiї не є незалежними (є залежни-
ми), тому що подiя A має ненульову ймовiрнiсть — 1

4 , i
подiя B має ненульову ймовiрнiсть — 1

4 , а подiя A ∩ B
має нульову ймовiрнiсть, — Pr(A) ·Pr(B) ̸= Pr(A∩B).

Приклад 3.2 Група студентiв складається iз 36 осiб.
Iз них 12 мають на городi бузину i 12 мають в Киє-
вi длядька. Скiльки повинно бути тих студентiв, якi
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i мають бузину i мають дядька, щоб двi подiї A —
“мати на городi бузину“ i B — “мати в Києвi дядька“
були незалежнi.

Для одержання вiдповiдi позначимо шукану кiлькiсть
через x i пiдрахуємо ймовiрностi

Pr(A) =
12

36
=

1

3
= Pr(B);

x

36
= Pr(AB).

Щоб подiї були незалежними, потрiбно, щоб викону-
валася рiвнiсть

1

3
· 1
3
=

x

36
,

Тобто x = 4.

Визначення 3.1 Подiї A,B в певному ймовiрнiсному
просторi вважаються незалежними, якщо Pr(AB) =
Pr(A) · Pr(B).

Приклад 3.3 Розглянемо простiр подiй iз прикладу
2.6 з розподiлом, що заданий таблицею 1. Чи є подiї
Ц та 1, Ц та 4, Г та 5 незалежними.

В прикладi 2.6 проведенi обчислення, що дали резуль-
тати

Pr(Ц) = Pr(Г) =
1

2
, Pr(1) = Pr(4) = Pr(5) =

1

6
.

Ймовiрностi добуткiв подiй знаходимо iз таблицi 1:

Pr(Ц · 1) = Pr(ц, 1) =
1

12
,

Pr(Ц · 4) = Pr(ц, 4) =
1

8
,

Pr(Г · 5) = Pr(г, 4) =
1

8
.

41



Оскiльки

Pr(Ц · 1) = 1

2
· 1
6
= Pr(Ц) · Pr(1),

Pr(Ц · 4) ̸= 1

2
· 1
6
= Pr(Ц) · Pr(4),

Pr(Г · 5) ̸= 1

2
· 1
6
= Pr(Г) · Pr(5),

то подiї Ц та 1 незалежнi, а подiй Ц та 4, i Г та 5 не
є незалежними

3.2 Ймовiрнiсть послiдовностi незалежних випробувань

Нехай є два простри подiй Ω1,Ω2,

x ∈ Ω1, y ∈ Ω2, (x, y) ∈ Ω1 × Ω2, (y, x) ∈ Ω2 × Ω1,

i
Pr(x) = p1, Pr(y) = p2.

Якщо подiї x, y є незалежними в iнтуїтивному розу-
мiннi, то потрiбно подiям (x, y) та (y, x) приписувати
ймовiрностi

Pr(x, y) = Pr(y, x) = p1 · p2.
Ще раз пiдкреслимо, що є математичний термiн “не-

залежнi подiї“ i є iнтуїтивна уява про незалежнi подiї.
Iнтуїтивну уяву використовуємо при первiсному при-
своєння ймовiрностi послiдовностi двох подiй. Iнтуїтив-
ну уяву можна пiдсилити дослiдами чи якимись мiрку-
ваннями. Але дати строге математичне довееня iнтуї-
тивної уяви неможливо. Математичну властивiсть двох
подiй “бути незалежними“ можна довести. Для цього
досить обчислити вiдповiднi ймовiрностi.

Коли розглядали послiдовностi випробувань Бернулi
i казали, що ймовiрнiсть певної послiдовностi дорiвною
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pn1 ·qn2, де n1 — кiлькiсть успiхiв, а n2 клькiсть невдач в
цiй послiдовностi, то ми користувалися припущенням,
що випробування Бернулi незалежнi.

Пiдкидаючи монету пишемо 1 або 0 в залежностi вiд
того, впаде монета цифрою чи гербом вверх. Запис 0
та 1 є випадковими подiями, що мають ймовiрностi 1

2 .
Вважаємо, що запис наступного числа в послiдовностi
є незалежним вiд запису попереднього. Тому

Pr(0, 0) = Pr(0, 1) = Pr(1, 0) = Pr(1, 1) =
1

4
.

Подiбним чином, вважаючи, що пiдкидання вiдбуваю-
ться незалежно одне вiд iншого, одержуємо, що резуль-
тат трьох пiдкидань має розподiл ймовiрностей

Pr(0, 0, 0) = Pr(0, 0, 1) = Pr(0, 1, 0) = Pr(0, 1, 1) =

= Pr(1, 0, 0) = Pr(1, 0, 1) = Pr(1, 1, 0) = Pr(1, 1, 1) =
1

8
,

i, вiдповiдно, результатом n пiдкидань буде послiдов-
нiсть iз нулiв та одиничок довжини n. Ймовiрнiсть ко-
жної такої елементарної подiї a1, a2, . . . , an 1 ≤ i ≤
n, i ∈ {0, 1}) дорiвнює

1

2n
.

Приклад 3.4 Припустимо, що монета пiдкидається
до тих пiр, поки не випаде цифрою вверх. Поставимо
питання: яка ймовiрнiсть того, що перша одиничка
випаде при парному пiдкиданнi.

Простором подiй Ω = {ω1, ω2, ω3, . . .} тут є скiнченнi
послiдовностi нулiв та одиничок, в яких всi елементи,
крiм останнього, дорiвнюють нулю, а останнiй дорiвнює
1.

ω1 = (1), ω2 = (01), ω3 = (001), ω4 = (0001), . . .
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Згiдно з попереднiми мiркуваннями, вважаємо, що
ймовiрнiсть появи послiдовностi довжини n дорiвнює
1

2n
. Оскiльки

∞∑
k=1

1

2k
= 1,

то розподiл ймовiрностi у просторi Ω заданий коректно
— нескiнченою послiдовнiсть пiдкидань монети бути не
може.

Бажана подiя та, в якiй число n парне. Елементар-
ними подiями є одержання тих послiдовностей, в яких
n парне. Отже бажана подiя Ω1 ⊆ Ω складається iз не-
скiнченної кiлькостi елементарних подiй. За правилом
пiдрахунку ймовiрностi подiї маємо

Pr(Ω1) =
∞∑
k=1

1

22k
.

Використовуючи формулу для знаходження суми чле-
нiв нескiнченної спадної геометричної послiдовностi ма-
ємо

Pr(Ω1) =
1
4

1− 1
22

=
1

4
· 4
3
=

1

3
.

3.3 Означення умовної ймовiрностi.

Нехай елементарними подiями в просторi подiй Ω1 є ви-
бiр цiлого числа вiд 1 до 100 включно. Тодi вiбiр пар-
ного числа вiд 1 до 100 є подiєю Ω2 ⊆ Ω1, а вибiр числа
вiд 1 до 100, яке дiлиться на 4, це також подiя Ω3, але
вона мiститься в Ω2 (див. рис. 3). Розглядаємо випадок,
коли Pr(Ω2) – ймовiрнiсть подiї Ω2 ненульова, тобто в
нiй мiстяться елементарнi подiї з ненульовою ймовiрнi-
стю. Тодi Ω2 можна розглядати як новий ймовiрнiсний
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Ω1 Ω2 Ω3

Рис. 3: Ω3 можна розглядати як подiю в просторi подiй Ω1 i в просторi подiй
Ω2.

простiр. Щоб природно ввести ймовiрнiсть елементар-
них подiй iз Ω2, потрiбно ймовiрностi всiх елементар-
них подiй iз Ω2 домножити на масштабуючий множник
x так, щоб сума ймовiрностей всiх елементарних подiй
iз Ω2 дорiвнювала 1. Оскiльки ми маємо∑

ω∈Ω2

x · Pr(ω) = x
∑
ω∈Ω2

Pr(ω) = x · Pr(Ω2) = 1,

то маштабуючий множник повинен дорiвнювати

x =
1

Pr(Ω2)
.

Таким чином, кожна елементарна подiя ω ∈ Ω3 одер-
жує двi ймовiрностi — ймовiрнiсть Pr(ω) в просторi Ω1)
i Pr(ω)

Pr(Ω2)
в просторi Ω2. Подiя Ω3 в просторi Ω2 має ймо-

вiрнiсть Pr(Ω3)

Pr(Ω2)
.

Коли Ω3 розглядається як подiя в просторi по-
дiй Ω2 то кожуть що вiдбувається подiя Ω3 за
умови Ω2. Ймовiрнiсть подiй Ω3 за умови, що
вiдбулася подiя Ω2, позначається Pr(Ω3|Ω2).

Отже, за означенням, коли Ω3 ⊆ Ω2 i Pr(Ω2) ̸= 0,
тодi

Pr(Ω3|Ω2) =
Pr(Ω3)

Pr(Ω2)
.
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Для будь-яких подiй Ω2,Ω2 ⊆ Ω1 в просторi подiй Ω1

вважається (за означенням)

Pr(Ω3|Ω2) = Pr(Ω3 ∩ Ω2|Ω2).

Використовуючи позначення A ∩ B = AB для будь-
яких подiй A,B в певному ймовiрнiсному просторi мо-
жна писати

Pr(B|A) = Pr(AB|A) = Pr(AB)

prA
.

Визначення 3.2 Ймовiрнiсть

Pr(Ω2Ω3)

Pr(Ω2)

називають умовною ймовiрнiстю, ймовiрнiстю подiї
Ω3 за умови подiї Ω2, i позначають Pr(Ω3|Ω2).

3.4 Формула повної ймовiрностi

Теорема 3.1 (Формула повної ймовiрностi) Нехай
у певному ймовiрнiсному просторi Ω є подiя A ⊆ Ω i
є повна група несумiсних подiй B1, B2, . . . Bn, n ≥ 1.

Тодi

Pr(A) =
n∑

i=1

Pr(Bi) · Pr(A|Bi)). (26)

Доведення. Те, що подiї B1, B2, . . . Bn, n ≥ 1 не-
сумiснi i утворюють повну групу, означає

∪n
i=1Bi = Ω,

i
i ̸= j ⇒ Bi ∩Bj = ∅, (1 ≤ i, j ≤ n).

Тому
A ∩ (∪n

i=1Bi) = A ∩ Ω = A,
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A ∩ (∪n
i=1Bi) = ∪n

i=1 (A ∩Bi) = A, (27)

Оскiльки подiї B1, . . . , Bn несумiснi, то несумiсними
будуть також подiї A ∩ B1, . . . , A ∩ Bn, що дозволяє
застосувати до рiвностi (27) теорему суми ймовiрностей
несумiсних подiй i одержати

Pr(A) = pr (∪n
i=1 (A ∩Bi)) =

n∑
i=1

Pr(ABi). (28)

За означенням умовної ймовiрностi

Pr(A|Bi) =
Pr(ABi)

Pr(Bi)

i, вiдповiдно, замiсть Pr(ABi) в (28) можна пiдставити
вираз Pr(A|Bi) · Pr(Bi) i одежати потрiбне — (26)

Приклад 3.5 Нехай є певна кiлькiсть червоних та
чорних куль, що розташованi в урнах з номерами 1,2,3.
Вiдповiдно, є чотири подiї

A — довiльно вибрана куля є червоною;
Bi — довiльно вибрана куля лежить в урнi з
номером i, i = 1, 2, 3.

Припустимо, що ймовiрнiсть вибору червоної кулi
в першiй урнi дорiвнює 0,2, в другiй урнi дорiвнює 0,9,
i в третiй урнi дорiвнює 0,5. Припустимо також, що
подiї B1, B2, B3 рiвноймовiрнi.

Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї A?

Оскiльки B1, B2, B3 утворюють повну групу несумi-
сних подiй, то

Pr(B1) + Pr(B1) + Pr(B1) = 1,
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i, вiдповiдно, Pr(Bi) =
1
3 (i = 1, 2, 3).

За формулою повної ймовiрностi маємо

Pr(A) = 0, 2 · 1
3
+ 0, 9 · 1

3
+ 0, 5 · 1

3
=

8

15
.

Приклад 3.6 Припустимо, що є двi партiї деталей,
серед яких є бракованi. Кiлькiсть деталей в обох пар-
тiях одна i та ж. Ймовiрнiсть того, що деталь iз
першої партiї стандартна (не бракована) дорiвнює 0.8,
а ймовiрнiсть того, що деталь iз другої партiї вияви-
ться стандартною, дорiвнює 0,9.

Вибирається одна деталь iз цих двох партiй. Яка
ймовiрнiсть того, що вона виявиться стандартною?

Маємо три подiї

A — довiльно вибрана деталь є стандартною;
B1 — деталь належить першiй артiї, Pr(B1) =
1
2 ;
B2 — деталь належить другiй партiї , Pr(B1) =
1
2 .

Потрiбно знайти ймовiрнiсть подiї A.
За умовою

Pr(A|B1) = 0.8, Pr(A|B2) = 0, 9.

Формула повної ймовiрностi дозволяє записати

Pr(A) = Pr(A|B1)·Pr(B1)+Pr(A|B2)·Pr(B2) = 0.4+0, 45 = 0, 85.

Приклад 3.7 Є двi коробки з дисками. В першiй 5 ди-
скiв, iз них 2 уже використовувалися, а в другiй 3,
з яких використовувався один. Iз другої коробки взя-
ли диск i переклали в першу. Пiсля цього вибирається
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один диск iз першої коробки. Знайти ймовiрнiсть то-
го, що цей вибраний диск iз першої коробки не викори-
стовувався.

Елементарною подiєю є вибiр диска iз першої короб-
ки пiсля того, як вибрали певний диск iз другої короб-
ки i перенесли його в першу. Генеральна сукупнiсть Ω
складається iз 18 елементарних подiй — iз другої ко-
робки диск можна взяти 3-ма способами, а пiсля цього
в першiй коробцi диск можна взяти 6-ма способами.
Оскiльки нiчого iншого не сказано, то розподiл ймо-
вiрностi вважається рiвномiрним, i кожна елементарна
подiй ω ∈ Ω має ймовiрнiсть

Pr(ω) =
1

18
.

Сприятливих елементарних подiй 11: по 4 при пере-
несеннi невикористаного диска i 3 при перенесеннi ви-
користаного диска. Отже шуканою ймовiрнiстю буде 11

18

.
Розв’яжемо цю ж задачу з викристанням формули

повної ймовiрностi. Для цього поозначимо подiї

B1 — “iз другої коробки вибрано невикориста-
ний диск“;
B2 — “iз другої коробки вибраний використаний
диск“;
A — “Пiсля перенесення iз першої коробки ви-
браний невикористаний диск“.

Маємо
Pr(B1) =

2

3
, Pr(B2) =

1

3
,

Pr(A|B1) =
4

6
=

2

3
, Pr(A|B2) =

3

6
=

1

2
,
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За формулою повiної ймовiрностi одержуємо вiдповiдь

Pr(A) = Pr(B1)·Pr(A|B1)+Pr(B2)·Pr(A|B2) =
2

3
·2
3
+
1

3
·1
2
=

11

18
.

3.5 Формули Баєса

Нехай Ω ймовiрнiсний постiр, i в ньому є двi подiї A,B ⊆
Ω. За означенням умовної ймовiрностi

Pr(A|B) =
Pr(AB)

Pr(B)
, Pr(B|A) = Pr(AB)

Pr(A)
.

Звiдси маємо

Pr(AB) = Pr(A|B) · Pr(B) = Pr(B|A) · Pr(A).

Роздiливши останню рiвнiсть на Pr(A) одержуємо рiв-
нiсть

Pr(B|A) = Pr(A|B) · Pr(B)

Pr(A)
. (29)

Доведена формула (29) називається формулою Байє-
са для двох подiї.

Нехай Ω ймовiрнiсний постiр, B1, B2, . . . , Bn, n ≥ 1
повна група незалежних подiй в цьому просторi i A ⊆ Ω
— подiя. Для кожного i = 1, 2, , . . . , n перепишемо фор-
мулу (29), замiнивши B на Bi i скористаємося форму-
лою повної ймовiрностi (26). Одержимо

Pr(Bi|A) =
Pr(A|Bi) · Pr(Bi)∑n

k=1 (Pr(Bk) · Pr(A|Bk))
. (30)

Одержанi формули (30) називають формулами Байє-
са для повного набору несумiсних подiй.

Томас Баєс (Thomas Bayes) народився в 1702 в Лон-
донi, з 1720 року працював священиком приходу в мi-
стечку Танбрiдж Уелс — бiля 50 км вiд Лондона. За
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життя анонiмно обпублiкував одну математичну пра-
цю в захист Ньютонiвського диференцiйного численя,
а пiд своїм iменем не надрукував жодної наукової працi.
В 1742 роцi був обраний членом Лондонського Королiв-
ського товариства. Пiсля смертi Томаса Баєса його то-
вариш Рiчард Прайс помiтив серед паперiв фундамен-
тальну працю по теорiї ймовiрностi “Есе про розв’язу-
вання проблем в теорiї випадкових подiй“, направив цю
роботу в Лондонське Королiвське Товариство, i в 1764
роцi “Есе про розв’язуання проблем в теорiї випадкових
подiй“ було опубiковане в працях цього товариства. З
цього часу починається всесвiтня слава Томаса Байєса.
Помер Томас Байєс 17 квiтня 1761 року. 5

Приклад 3.8 При грi в покер гравцям роздають кар-
ти i тi, оцiнюючи одержанi карти, приймають рiше-
ння — продовжити гру чи припинити. Ймовiрнiсть
того, що даний гравець в конкретнiй роздачi продов-
жить гру називається впiп’ом6

Розглянемо наступну ситуацiю. Статистика на
сайтi в iнтернетi, де грайть в покер, показує, що 10
вiдсоткiв грацiв мають бiльший впiп нiж 0.52 (по-
значими цю групу гравцiв L, i, вiдповiдно, 90 вiдсо-
ткiв мають впiп менше 0.52. Позначимо другу групу
гравцiв через M . Статистика показує, що при розра-
хунках можна прийняти впiп гравця iз L рiним 0.62,
а впiп гравця iз M — 0,26 .

На сайт заходить гравець i в перших 6 здачах карт
5 разiв приймає рiшення продовжити гру. Яка ймо-
вiрнiсть того, що цей гравець належить групi L?

Для розбору ситуацiї позначимо:
5Iнформацiя взята iз http://old.computerra.ru/online/jack/12150/
6утворено першими буквами Voluntary put $ in pot — добровiльно поклади долар в

горщик
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B1 — гравець належить групi L;
B2 — гравець належить групi M ;
A — гравець в 6-и роздачах карт 5 разiв приймає

рiшення продовжити гру.
За умовою,

Pr(B1) = 0, 1, Pr(B2) = 0, 9.

Ймовiрностi Pr(B1),Pr(B2) — це апрiорнi7 оцiнки при-
пущень (гiпотез) — “гравець, що прийшов, належить
десятивiдсотковiй групi L“ та “гравець, що прийшов,
належить дев’яностовiдсотковiй групi M “.

За умовою, якщо гравець належить групi L, то ймо-
вiрнiсть елементарної подiї — “вiн продовжив гру пi-
сля роздачi“ дорiвнює 0,62, а ймовiрнiсть елементарної
подiї “вiн припинив гру пiсля роздачi“ дорiвнює 1 −
0, 62 = 0.38. Вважаємо кожне наступне продовження
чи не продовження гри пiсля роздачi незалежним вiд
попереднього. Тому конкретна послiдовнiсть iз 6 роз-
дач, в яких гравець 5 разiв продовжив гру i один раз
не продовжив гру, має ймовiрнiсть

Pr(A|B1) = (0.62)5 · 0.38 = 0.03481304762.

Подiбним чином пiдраховуємо ймовiрнiсть Pr(A|B2):

Pr(A|B2) = (0.26)5 · 0.74 = 0.000879221824.

Оскiльки B1B2 повний набiр незалежних подiй, то
ми можемо скористатися формою повної ймовiрностi
для знаходження ймовiрностi Pr(A):

Pr(A) = Pr(A|B1)Pr(B1) + Pr(A|B2)Pr(B2) =

= 0.03481304762·0.1+0.000879221824·0.9 = 0.004272604404.
7a priori — незалежно вiд досвiду, в даному випадку, незалежно вiд знань, одержаних

пiсля 6 роздач карт
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Для одержання потрiбних нам умовних ймовiрно-
стей виписуємо необхiднi формули Баєса

Pr(B1|A) =
Pr(A|B1) · Pr(B1)

Pr(A)
, Pr(B2|A) =

Pr(A|B2) · Pr(B2)

Pr(A)
,

i пiдставляємо в них потрiбнi знчення

Pr(B1|A) =
(0.03481304762) · 0.1)

0.004272604404
= 0.8147968857,

i, вiдповiдно,

Pr(B2|A) =
Pr(A|B2) · Pr(B2)

Pr(A)
=

0.000879221824 · 0.9
0.004272604404

= 0.1852031143.

Ймовiрностi Pr(B1|A),Pr(B1|A) називають апостерi-
орними8. Крiм того, подiї B1, B2 в такому мовному ото-
ченнi називають гiпотезами.

Отже одержаний результат можна переформулюва-
ти так. Щодо гравця, що прийшов на сайт, є двi опрiор-
нi гiпотези — або вiн належить групi L (ймовiрнiсть цi-
єї гiпотези 0.1), або вiн належить групi M (ймовiрнiсть
цiєї гiпотези 0.9). Пiсля 6 роздач вiдбувся перерахунок
ймовiрностей, — новi ймовiрностi грунтуються на подi-
ях, що вiдбулися, на досвiдi, це апостерiорнi ймовiрно-
стi. I в нашому випадку, ймовiрнiсть того, що гравець
належить групi L уже становить бiля 81 вiдсотка, а
ймовiрнiсть того, що вiн належить групi M , становить
лише бiля 19 вiдсоткiв.

Приклад 3.9 Iз 20 студентiв, що прийшли на iспит,
8 подготованi вiдмiнно, 6 - добре, 4 - задовiльно i 2 -

8a posteriori — що грунтується на досвiдi
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погано, незадовiльно. На iспитi студентрам пропону-
ється 40 екзаменацiйних бiлетiв. Вiдмiнно пiдготоа-
нй студент знає вiдповiдi на будь-який бiлет.Вiдповiдно,
добре пiдготований знає вiдповiдi до 30 бiлетiв, задо-
вiльно — до 20 бiлетiв, а незадовiльно пiдготований
знає вiдповiдi лише до 10 бiлетiв.

Студент взяв бiлет, на який вiн знав вiдповiдi. Яка
ймовiрнiсть того, що цей студент пiдготований не-
задовiльно.

Ввадимо 4 гiпотези

B1 — студент, що витяг бiлет, пiдготований вiд-
мiнно;
B2 — студент, що витяг бiлет, пiдготований до-
бре;
B3 — студент, що витяг бiлет, пiдготований за-
довiльно;
B4 — студент, що витяг бiлет, пiдготований не-
задовiльно.

За умовою маємо чотири апрiорнi ймовiрностi цих
гiпотез

Pr(B1) =
8

20
= 0.4, Pr(B2) =

6

20
= 0.3, Pr(B3) =

4

20
= 0.2, Pr(B4) =

2

20
= 0.1

Позначимо через

A — подiю “студент, що взяв бiлет, знає вiдпо-
вiдi на всi питання цього бiлету.“

За умовою, ми знаємо 4 умовнi ймовiрностi:

Pr(A|B1) =
40

40
= 1, Pr(A|B2) =

30

40
= 0.75,

Pr(A|B3) =
20

40
= 0.5, Pr(A|B4) =

10

40
= 0.25,
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За формулою повної ймовiрностi ми можемо знайти
йомвiрнiсть подiї A:

Pr(A) = Pr(A|B1)·Pr(B1)+Pr(A|B2)·Pr(B2)+Pr(A|B3)·Pr(B3)+Pr(A|B4)·Pr(B4) =

= 0.4+0.75·0.3+0.5·0.2+0.25·0.1 = 0, 625+0.125 = 0.75

Одержанi данi дозволяють обчислити за допомогою
формул Баєса апостерiорнi ймовiрностi гiпотез

Pr(B1|A) =
Pr(A|B1) · Pr(B1)

Pr(A)
=

1 · 0.4
0.75

= 0.53333,

Pr(B2|A) =
Pr(A|B2) · Pr(B2)

Pr(A)
=

0.75 · 0.3
0.75

= 0.3,

Pr(B3|A) =
Pr(A|B3) · Pr(B3)

Pr(A)
=

0.5 · 0.2
0.75

= 0.133333,

Pr(B4|A) =
Pr(A|B4) · Pr(B4)

Pr(A)
=

0.25 · 0.1
0.75

= 0.033333,

Приклад 3.10 Обчислювальнiй ситемi потрiбно зро-
зумiти, що означає слово “коса“. Вона має три гiпоте-
зи — це або спосiб оформлення жiночого волосся, або
iнструмент для зрiзування трави, або форма берега.
Цi три розумiння мають певнi ймовiрностi появи в
текстi — апрiорнi оцiнки. Але подiя “в контекстi зу-
стрiлися слова заплiтати, розчiсувати,“ може змi-
нити цi апрiорнi ймовiрностi.

Сучаснi розробники програмного забезпечення часто
використовують теорему Баєса — Баєсiвський стати-
стичний аналiз.
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4 Випадкова величина, ймовiрнiсть випадко-
вої величини

4.1 Випадкова величина

Функцiя
f : Ω → R,

що визначена на просторi елементарних подiй
Ω, називається випадковою величиною.

В подальшому ми будемо мати справу тiльки з ви-
падковими величинами i для скорочення називатимемо
їх просто виличинами.

Приклад 4.1 Вiзьмемо простором елементарних по-
дiй розташування n однакових куль по m перенумеро-
ваних урнах. Кожнiй подiї можна поставити у вiдпо-
вiднiсть число — кiлькiсть куль, що попали в першу
урну. Це буде приклад величини.

Приклад 4.2 Пiдкинута вгору куля падає на землю
— це елементарна випадкова подiя, а вiдстань вiд мi-
сця пiдкидання до мiсця падiння буде випадковою ве-
личиною.

Приклад 4.3 Є двi партiї деталей. Вибираємо одну
деталь — це елементарна випакова подiя. А номер
партiї, якiй належить взята деталь — це вличина.

Нехай маємо простiр випадкових подiй Ω i f : Ω →
R — випакова величина. Тодi для кожного aR можна
розглядати подiю Ωa ⊆ Ω, що визначається умовою

ω ∈ Ωa ⇔ f(ω) = a. (31)

Приклад 4.4 Нехай ймовiрнiсний простiр складається
iз елементарних подiй — вибору однiєї книги iз 20. Ко-
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жнiй книзi ставимо у вiдповiднiсть її висоту в сан-
тиметрах. Отже висота книги — це величина у про-
сторi книг. Значення 21 цiєї величини задає подiю —
вибiр книги висотою 21 см.

4.2 Ймовiрнiсть випадкової величини.

Визначення 4.1 Ймовiрнiстю Pr(a) заданого значе-
ння a величини f називають ймовiрнiсть Pr(Ωa) вiд-
повiдної подiї

Ωa = {ω ∈ Ω|f(ω) = a}.

Далi будемо працювати i з випадками, коли просто-
ром елементаних випадкових подiй є можливi значен-
ня певної величини. Наприклад, при пiдкиданнi куби-
ка нас частiше буде цiкавити номер, що написаний на
верхнiй гранi, а не колiр цiєї гранi.

Величина f : Ω → R задає на Ω вiдношення еквiва-
лентностi ∼:

ω1 ∼ ω2 ⇔ f(ω1) = f(ω2). (32)

Вiдношення еквiвалентностi (32) задає розбиття ймо-
вiрнiсного простору, тобто задає подiї Ωa ⊆ Ω, що ма-
ють двi визначальнi властивостi

∪a∈ΩΩa = Ω; (33)

Ωa ∩ Ωb ̸= ∅ ⇒ Ωa = Ωb. (34)

Iз властивостей (33),(34) випливає, що∑
a∈f(Ω)

Pr(a) = 1
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i значення величини можна вважати простором елемен-
тарних випадкових подый, простором елементарних по-
дiй.

Приклад 4.5 Якщо елементарними подiями є послi-
довностi випробувань Бернулi, то їм можна стави-
ти у вiдповiднiсть довжину (якщо вони скiнченнi),
або кiлькiсть Успiхiв в послiдовностi, або кiлькiсть
Невдач, що передують Успiховi, або номер мiсця, на
якому зустрiвся перший Успiх та подiбне. Все це —
випаковы величини.

Приклад 4.6 Якщо подiями є вибiр однiєї карти з ко-
лоди гральних карт, то випадковою величиню може
бути номер за зростом. Тодi

Pr(4) = Pr({5♠, 5♣, 5♢, 5♡}) = 1

13
.

Випадковою величиною може бути також номер N
мастi вибраної карти. Тодi N(♠) = 1, N(♣) = 2, N(♢) =
3, N(♡) = 4, i

Pr(4) = Pr({2♡, 3♡, 4♡, 5♡, 6♡, 7♡, 8♡, 9♡, 10♡,В♡,Д♡,К♡,Т♡}) = 1

4
.

Приклад 4.7 У випробуваннях Бернулi зазвичай зна-
чення величини розумiються як величини виграшу (чи
програшу — вiд’ємного виграшу), яким приписуються
ймовiрностi p, q. Припустимо, що ви є учасником ло-
тереї, в якiй вартiсть одного лотерейного бiлета 1
гривня, величина виграшу за цим бiлетом складає 100
гривень, а ймовiрнiсть p виграшу за цим бiлетом скла-
дає 0.009. Отже тут виграш — величина Успiху f(Успiх) =
100, програш — величина Невдачi f(Невдача) = −1,
ймовiрнiсть Невдачi дорiвнює 0.991:

Pr(100) = 0.009, Pr(−1) = 0.991.
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Приклад 4.8 При пiдкиданнi гральної кiстки гранi ну-
мерують довiльним чином числами 1,2,3,4,5,6, i вели-
чиною гранi є її номер. В припущеннi, що центр ваги
в кiстцi не збитий, для цiєї величини беруть рiвно-
мiрний розподiл Pr(i) = 1

6 , i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Приклад 4.9 Функцiю розподiлу9 ймовiрностi випад-
кової величини зручно зображати на координатнiй пло-
щинi. Наведемо приклад бiномного розподiлу величини
n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, Pr(n) = Cn

10p
nq10−n,p =

1
3 , q =

2
3:

Pr(0) = 0.01734152992,Pr(1) = 0.08670764958,Pr(2) = 0.1950922116,

Pr(3) = 0.2601229487,Pr(4) = 0.2276075801,Pr(5) = 0.1365645481,

Pr(6) = 0.05690189504,Pr(7) = 0.01625768430,Pr(8) = 0.003048315806,

Pr(9) = 0.0003387017562,Pr(10) = 0.00001693508779.

Графiк цього розподiлу наведений на рис. 4.2.
Нехай на просторi випадкових подiй Ω задана вели-

чина X, тобто задане вiдображення X : Ω → R. Вi-
зьмемо певне значення a ∈ R. Теретико-ймовiрнiсна
традицiя рекомендує подiю “величина X ставить у вiд-
повiднiсть елементарної подi ω ∈ Ω значення a“ позна-
чати

X = a.

В сучасному теоретико-множинному записi X = a озна-
чає

{ω ∈ Ω|X(ω) = a.}
Запис Pr(X = a, Y = b) для величин X, Y означає,

що є двi величини X,Y на одному ймовiрнiсному про-
сторi Ω i розглядається ймовiрнiсть подiї Ω1 ⊆ Ω:

9Нагадаємо, що в загальних роздiлах теорiї ймовiрностi пiд функцiєю розподiлу розу-
мiють дещо iнше. Про це буде йти розмова в наступному роздiлi “кумулятивна функцiя
розподiлу“.
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Рис. 4: Бiномний розподiл величини {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

Ω1 = {ω ∈ Ω|X(ω) = a} ∩ {ω ∈ Ω|Y (ω) = b}.

4.3 Iнтегральна (кумулятивна) функцiя розподiлу ймо-
вiрностi

Крiм введеної функцiї розподiлу ймовiрностi (у просто-
рi подiй) розглядають також ще одну функцiю розпо-
дiлу ймовiрностi (випадкової величини).

Пiдхiд, коли функцiя f : Ω → [0, 1] розподiлу ймо-
вiрностi на просторi випадкових подiй означається як
на стор. 7, в багатьох випадках ненезручна у викори-
станнi.

Щоб побачити це, розглянемо приклад.

Приклад 4.10 Гра “гра в рулетку“ полягає в тому,
що в круг, що роздiлений на n однакових секторiв,
вкидається кулька. Елементарною подiєю є зупинка
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кульки в певному секторi. Ймовiрнiсть кожної еле-
ментарної подiї дорiвнює 1

n (рiвномiрний розподiл). Ви-
грає той сектор, в якому зупинилася рулетка.

Подвоюючи кiлькiсть секторiв при грi в рулетку ми
вдвiчi зменшуємо ймовiрнiсть елементарної подiї. Про-
довжуючи подвоєння секторiв ми прийдемо до грани-
чного випадку — сектори стають радiусами, а ймовiр-
нiсть елементарної подiї стає нулем. Але тодi ймовiр-
нiсть подiї перестає дорiвнювати сумi ймовiрностей еле-
ментарних подiй, що входять до неї.

Наведений приклад обгрунтовує тезу про незручнiсть
використання функцiї розподiлу, що введена на стор. 7)
за межами дискретної теорiї ймовiрностi. В роботi iз ви-
падковими величинами значнi зручностi надає так зва-
на кумулятивна або iнтегральна функцiя F : R → [0, 1]
розподiлу. Вона визначаються за допомогою правила:

F (a) = Pr(x ≤ a). (35)

Кумулятивну функцiю розподiлу ймовiрностi немо-
жливо виористовувати тодi, коли на просторi подiй не-
має лiнiйного порядку. Графiк кумулятивної фунцiї
бiномного розподiлу ймовiрностi випадкової величини
з араметрами n = 10, p = 1

3 зображений на рис. 4.3. А
графiк функцiї розподiлу цiєї величини зображений на
рис. 4.2.

Далi кумулятивна функцiя розподiлу не буде вико-
ристовуватися.

4.4 Випадок двох величин на одному ймовiрнiсному
просторi

На одному i тому ж ймовiрнiсному просторi можуть
бути заданi двi i бiльше величин. Приклад 4.6 показує
це.
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Рис. 5: Iнтеграьлна (кумулятивна) функцiя розподiлу — бiномний розподiл
величини {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

Можна також iз уже вiдомих величин будувати новi.
Так, коли на ймовiрнiсному просторi Ω заданi величини
f, g : Ω → R, то можна побудувати новi величини h,
наприклад

h = 2f,−f, f 2, f + g, f · g, 2f + 3g (36)

та подiбне. Значення функцiй h , наведених в (36), вiд
елементарної подiї ω обчислюється за правилом

(2f)(ω) = 2 · (f(ω)), (−f)(ω) = −(f(ω)),

(f 2)(ω) = (f(ω))2, (f + g)(ω) = (f(ω) + g(ω)),

(fg)(ω) = f(ω) ·g(ω), (2f+3g)(ω) = 2 ·f(ω)+3 ·g(ω).

Приклад 4.11 Кидають двi гральнi кiстки — скаже-
мо, зелену та жовту. Випавшiй парi граней ставимо
у вiдповiднiсть те число, яке випало на зеленiй кiстцi
— це одна величина. Але цьому ж випадiнню можна
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поставити у вiдповiднiсть число, яке випало на жов-
тiй гранi — це друга величина. Проте випадiнню двох
чисел природно поставити у вiдповiднiсть суму очок,
що випали на кiстках, — це сума двох величин.

Двi величини X,Y на ймовiрнiсному просторi
Ω називаються незалежними, якщо для будь-
яких a, b ∈ R подiї X = a та Y = b є незале-
жними, тобто

Pr(X = a, Y = b) = Pr(X = a) · Pr(Y = b).

Теорема 4.1 Нехай X,Y — двi незалежнi величини
на ймоврнiсному просторi Ω, A — множина значень
величини X, якi мають ненульовi ймовiрностi, i B

— множина значень величини Y , що мають ненульо-
вi ймовiрностi. Тодi множиною C значеннь величини
XY , якi мають ненульовi ймовiрностi, буде

C = {a · b|a ∈ A, b ∈ B}. (37)

Доведення. Виберемо довiльний елемент c ∈ C. За
означенням Pr(XY = c) ̸= 0, i для деякого ω0 ∈ Ω

(XY )(ω0) = c, X(ω0) · Y (ω0) = c, Pr(ω0) > 0.

Позначимо

X(ω0) = a, Y (ω0) = b.

В цих позначеннях

Pr(X = a) ≥ Pr(ω0) > 0, Pr(Y = b) ≥ Pr(ω0) > 0, a·b = c,

можна стверджувати, що c = a·b для деяких a ∈ A, b ∈
B, i

C ⊆ {a · b|a ∈ A, b ∈ B}. (38)
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При цьому незалежнiсть випадкових величин X,Y не
використовувалась.

Нехай a ∈ A, b ∈ B. Тодi за означенням множин A,B
буде Pr(X = a) ̸= 0,Pr(Y = b) ̸= 0,. За означенням
незалежних випадкових величин буде

Pr(X = a, Y = b) = Pr(X = a) · Pr(Y = b) ̸= 0.

Звiдси випливає, що Pr(X = a, Y = b) ̸= 0, i для де-
якого ω0 ∈ Ω буде

X(ω) = a, Y (ω) = b, Pr(ω) ̸= 0.

Звiдси випливає, що

Pr(XY = a · b) ≥ Pr(ω) > 0, ab ∈ C

i
C ⊇ {a · b|a ∈ A, b ∈ B}. (39)

Iз включень (38), (39) випливає рiвнiсть (37).

5 Характеристики розподiлу ймовiрностi випад-
кової величини

5.1 Нескiнченнi суми дiйсних чисел

Пояснимо, що будемо мати на увазi, коли говоритимемо
про нескiнченну суму дiйсних доданкiв i писатимемо

a =
∑
i∈I

xi, (40)

де I — певна, можливо нескiнченна, множина, а xi(i ∈
I) є дiйсними числами.

Розглядаємо скiнченнi пiдмножини J ⊆ I i, вiдпо-
вiдно, скiнченнi суми ∑

i∈J

xi.
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Множину таких скiнченних сум позначимо через S. Не-
хай

u = sup{s|s ∈ S}
— точну верхню межу скiнченних сум, i

v = inf{s|s ∈ S}

— точну нижню межу скiнченних сум. Якщо I — скiн-
ченна множина, то u є сумою додатних доданкiв, а v —
сума вiд’ємних доданкiв. Якщо I є нескiнченною мно-
жиною, то одне iз чисел u, v або обидва можуть не iсну-
вати. Якщо обидва числа u, v iснують, то вважаємо, що
сума (40) iснує i

a = u+ v.

Якщо ж бодай одно iз чисел u, v не iснує, тодi i сума
(40) не iснує.

Зауважимо, що сума порожньої множини доданкiв
скiнченна, сума порожньої множини доданкiв вважає-
ться рiвною 0, i тому, коли числа u, v iснують, то вони
задовольняють нерiвностi

u ≥ 0, v ≤ 0.

Вiдомо, що коли iснують двi суми

a =
∑
i∈I

xi, b =
∑
j∈J

yj,

то iснує також сума

c =
∑

i∈I,j∈J

xi · yj

i
c = a · b.

Згаданими фактами будемо користуватися як вiдо-
мими.
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5.2 Математичне очiкування

Припустимо, що ви на постiйнiй основi вкладаєте раз
за разом грошi (70 гривень) в певну операцiю, з iмовiр-
нiстю 0.15 операцiя закiнчується вдало i ви одержуєте
прибуток в 1000 гривен. Якщо операцiя закiнчилася не-
вдало, вашi грошi просто пропадають. Якщо операцiя
проводиться багато разiв, то ви маєте право очiкува-
ти, що iмовiрнiсть успiху (операцiя закiнчилася вдало)
приблизно дорiвнює чатотi появи успiхiв — якщо опе-
рацiя проводиться n разiв, iз яких k ≤ n — успiшнi,
то

k

n
≈ 0.15.

Таким чином, здiйснивши n операцiй ви вкладаєте 70n
гривень i одержуєте прибуток 1000k. Пiдсумковий при-
буток за n операцiй складає

(1000− 70)k − 70(n− k).

Роздiливши пiдсумковий прибуток за n операцiй на кiль-
кiсть операцiй ми одержуємо очiкуваний виграш V за
одну операцiю:

V =
(1000− 70)k − 70(n− k)

n
= 1000

k

n
−70 = 930·0.15−70·0.85 = 80.

В наведеному прикладi ми маємо двоелементний ймо-
вiрнiсний простiр {У,Н}, на якому визначена величина
X виграшу

X(У) = 930, X(Н) = −70,

з функцiєю розподiлу

Pr(930) = 0.15, Pr(−70) = 0.85.

Очiкуваний виграш V в однiй операцiї обраховується
за формулою

V = 930 · Pr(930) + (−70) · Pr(−70) = 80.
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Сказане повинне пояснити, що стоїть за наступним озна-
ченням

Визначення 5.1 Нехай випадкова величина X на ймо-
вiрнiсному просторi Ω приймає значення x1, x2, . . . з
вiдповiдною iмовiрнiстю p1 = Pr(X = x1), p2 = Pr(X =
x2), . . . Математичним очiкуваннням10 величини X
називається число

E(X) = x1p1 + x2p2 . . . =
∑
i≥1

xipi. (41)

Якщо сума (41) не iснує, то кажуть, що величина
X не має математичного очiкуванняю

Позначення E(X) йде вiд першої букви англiйського
слова expectation, яке означає “очiкування“. В радян-
скiй i в росiйськомовнiй лiтературi для математичного
очiкування величини X використовується позначення
M(X).

Оскiльки

Pr(X = xi) =
∑

ω∈Ω,X(ω)=xi

Pr(ω),
∑
i≥1

xiPr(X = xi) =
∑

ω∈Ω,X(ω)=xi

xiPr(ω),

то означення (41) можна переписати у виглядi

E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)Pr(ω). (42)

Приклад 5.1 Нехай величина X має рiвномiрний роз-
подiл, тобто кожне можлве значення xi(i = 1, 2, . . . , n)

10Вiдношення спiльноти до термiну “математичне очiкування“ неоднозначне. Iнтернет-
енциклопедiя Вiкiпедiя пропонує єдиний термiн — “математичне сподiвання“, там немає
математичного очiкування. В iнтернетi започаткована дискусiя з пропозицiєю замiнити
“сподiвання“ на “очiкування“, оскiльки в словi сподiвання є додатковий недоречний вiд-
тiнок мрiйливих надiй. Там же наведенi джерела, де використовуються той чи iнший
термiни, наведенi частотнi характеристики їх вживання.

Автор пропонує вважати термiни“математичне очiкування“ та “математичне сподiва-
ння“ синонiмiчними, подiбно до пар детермiнант — визначник, векторний простiр — лi-
нiйний простiр, i вживати той чи iнший термiн в залежностi вiд мовного смаку — на
розумiння текстiв це не вплине.
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має ймовiрнiсть Pr(X = xi) = 1
n . Математичним

очiкуваням цiєї величини буде середнє арифметичне

E(X) =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
.

Це видно iз означення.

Приклад 5.2 Нехай величина X має бiномний розпо-
дiл, тобто для кожного ω ∈ Ω X(ω) ∈ {0, 1, 2, . . . , n},
Pr(X = i) = C i

np
iqn−i, p, q > 0, p+ q = 1. Матема-

тичним очiкуваням E(X) цiєї величини буде np.

Дiйсно, за означенням

E(X) =
n∑

i=0

i · C i
np

iqn−i. (43)

Зауважимо,

i·C i
n = i·n · (n− 1) · . . . (n− i+ 1)

1 · 2 · . . . · (i− 1) · i
= n

(n− 1)(n− 2) . . . (n− i+ 1)

1 · 2 · . . . (i− 1)
= nC i−1

n−1.

Пiдставимо одержане значення для i · C i
n в (43), i

одержимо потрiбне:

E(X) =
n∑

i=1

n·C i−1
n−1p

iqn−i = np
n−1∑
k=0

Ck
n−1p

kqn−1−k = np(p+q)n−1 = np.

Приклад 5.3 Нехай величина X має розподiл Пуасо-
на, тобто для кожного ω ∈ Ω X(ω) ∈ {0, 1, 2, . . . , },
Pr(k) = p(k, λ) = λk

k! e
−λ. Математичним очiкуваням

E(X) цiєї величини буде λ.

Дiйсно, за означенням

E(X) =
∞∑
k=0

k · λ
k

k!
e−λ. (44)
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Зауважимо,

k · λ
k

k!
e−λ = λ

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λp(k − 1, λ).

Пiдставимо одержане значення для k · λk

k! e
−λ в (44), i

одержимо потрiбне:

E(X) = λ
∞∑

k−1=0

p(k − 1, λ) = λ.

Теорема 5.1 Нехй на йомвiрнiсному просторi заданi
двi величини X та Y . Тодi

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ). (45)

А якщо цi величини незалежнi, то

E(XY ) = E(X) · E(Y ). (46)

Також для будь-якого числа c ∈ R

E(c ·X) = c · E(X). (47)

Доведення. Справдi,

E(X+Y ) =
∑
ω∈Ω

(X+Y )(ω)Pr(ω) =
∑
ω∈Ω

(X(ω)+Y (ω))Pr(ω) = E(X)+E(Y ).

Для незалежних величин X, Y позначимо через A
множину можливих значень X, а через B — множи-
ну можливих значень випадкової величини Y . В цих
позначеннях можна записати

E(XY ) =
∑
ω∈Ω

XY (ω)Pr(ω) =
∑

a∈A,b∈B

a·b·Pr(X = a, Y = b) =

∑
a∈A,b∈B

a·b·Pr(X = a)·Pr(Y = b) =
∑
a∈A

a·Pr(X = a)·
∑
b∈B

b·Pr(Y = b) = E(x)·E(Y ).

Для довiльного c ∈ R
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E(cX) =
∑
ω∈Ω

cX(ω)Pr(ω) = c
∑
ω∈Ω

cX(ω)Pr(ω) = cE(X).

5.3 Розсiяння (дисперсiя)

Латинське слово dispersio означає розсiяння. В теорiї
ймовiрностi розглядається мiра розсiяння випадкової
величини навколо свого середнього значення, навколо
математичного очiкування. За означенням

Дисперсiєю випадкової величини X, що має ма-
тематичне очiкування E(X), називається ма-
тематичне очiкування величини (X − E(X))2.
Ддисперсiя позначається через V ar(X)11,

Отже, використовуючи символiку, можна записати

V ar(X) = E((X − E(X))2).

Додатний квадратний корiнь iз дисперсiї на-
зивають стандартним (або середнiм квадрати-
чним) вiдхиленням.

Приклад 5.4 Нехай на ймовiрнiсному просторi Ω за-
дана стала величина c ∈ R, тобто

∀ω ∈ Ω c(ω) = c.

Тодi
Pr(c(ω) = c) =

∑
ω∈Ω

Pr(ω) = 1,

E(c) = c · Pr(c(ω) = c) = c · 1 = c,

V ar(c) = E((c− c)2) = E(0) = 0,

i стандартне вiдхилення дорiвнює нулю.
11Вiд англiйського слова variance, яке означає “дисперсiя“
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Теорема 5.2 Якщо випадкова величина X має мате-
матичне очiкування µ, то дисперсiю V ar(X) можна
обчислювати за формулою

V ar(X) = E(x2)− µ2.

Доведення. Дiйсно,

V ar(X) = E(X − µ)2 = E(X2 − 2µX + µ2). (48)

Використовуючи теорему (5.1), перепишемо праву ча-
стину рiвностi (48) у виглядi

E(X−µ)2 = E(X2)−2µE(X)+µ2 = E(X2)−2µ2+µ2 = E(X2)−µ2.

Цим завершується доведення теореми.

Приклад 5.5 Дисперсiя величини з розподiлом Пуа-
сона з параметром λ, дорiвнює математичному очi-
куванню i дорiвнює λ.

Справдi, обчислення дисперсiї величини X з розпо-
дiлом Пуасона p(k, λ) показує

E(X2) =
∞∑
k=0

k2 · λ
k

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

k · λk−1

(k − 1)!
e−λ =

= λ
∞∑
k=1

(k−1) · λk−1

(k − 1)!
e−λ+λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λ2+λ.

(49)
Тому

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 = (λ2 + λ)− λ2 = λ.

Теорема 5.3 Якщо двi величини на ймовiрнiсному про-
сторi незалежнi, i iснує дисперсiя кожної величини,
то дисперсiя суми цих величин дорiвнює сумi диспер-
сiй доданкiв.
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Доведення. Нехай маємо двi величини X, Y на ймо-
вiрнiсному просторi Ω i iснують

σ2
1 = V ar(X) =

∑
i≥1

x2iPr(X = xi)−

(∑
i≥1

xiPr(X = xi)

)2

,

σ2
2 = V ar(X) =

∑
j≥1

y2jPr(Y = yj)−

(∑
j≥1

yjPr(Y = yj)

)2

.

Тодi
V ar(X + Y ) =

=
∑
i,j≥1

(xi+yj)
2Pr(X = xi, Y = yj)−

(∑
i≥1

xiPr(X = xi) +
∑
j≥1

yjPr(Y = yj)

)2

=

=
∑
i≥1

x2iPr(X = xi)−

(∑
i≥1

xiPr(X = xi)

)2

+
∑
j≥1

y2jPr(Y = yj)−

(∑
j≥1

yjPr(Y = yj)

)2

=

= σ2
1 + σ2

2.

Приклад 5.6 Знайдемо гiпергеометричний розподiл ймо-
вiрностей x(n) випадкової величини n — того, що в
партiї iз 100 деталей з 10-ма бракованими серед 15
вибраних деталей виявиться рiвно n бракованих де-
талей.

x(n) шукаємо згiдно з формулою (15) з потрiбними
нам параметрами:

x(n) =
Cn

10 · C15−n
90

C15
100

.

Коли n < 0, i коли n > 10, тодi x(n) = 0. В рештi
випадкiв проведемо обчислення:
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x(0) = 0.1807687, x(1) = 0.3567803, x(2) = 0.2919112, x(3) = 0.1297383,

x(4) = 0.03448, x(5) = 0.005690, x(6) ∼ x(7) ∼ x(8) ∼ x(9) ∼ x(10) ∼ 0.

Мода випадкової величини, це те значення величи-
ни, ймовiрнiсть якого найбiльша. В нашому випадку
найiмовiрнiшим значенням n є 1. Отже модою є 1.

Знайдемо математичне очiкування E(n) введеної ви-
падкової величини n, використовуючи уже знайденi зна-
чення x(1), x(2), . . .:

µ = E(n) =
10∑
i=0

i · x(i) = 1.5 . . . .

Дисперсiєю випадкової величини n

10∑
i=0

x(i) · (i− µ)2 =
10∑
i=0

x(i) · (i− 1.5)2 = 1.02 . . . ,

вiдхилення — це квадратний корiнь iз дисперсiї, в на-
шому випадку вiдхилення з точнiстю до двох знакiв
дорiвнює 1,01.

6 Загальна алгебра i дискретна ймовiрнiсть

6.1 Кiльце формальних степеневих рядiв

6.1.1 Означення кiльця

Кiльцем називають непорожню множину M , на якiй
визначено двi двомiснi (бiнарнi) операцiї — додавання
a + b та множення a · b так, що виконуються наступнi
аксiоми:

1. вiдносно додавання кiльце є комутативною групою,
тобто
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(a) додавання асоцiативне — (a+b)+c = a+(b+c)
для будь-яких a, b, c ∈ M ;

(b) додавання комутативне — a + b = b + a для
будь-яких a, b ∈ M ;

(c) iснує 0 — 0 + a = a + 0 = a для будь-якого
a ∈ M ;

(d) у кожного елемента a ∈ M iснує протилежний
−a такий, що a+ (−a) = (−a) + a = 0.

2. вiдносно множення кiльце є напiвгрупою — тобто

(a) множення асоцiативне — (ab)c = a(bc) для будь-
яких a, b, c ∈ M ;

3. мiж собою додавання та множення зв’язанi двома
дистрибутивними законами

(a) a(b+ c) = ab+ ac;

(b) (a+ b)c = ac+ bc.

Якщо множення в кiльцi комутативне, тобто ab = ba

для будь-яких a, b ∈ M , то кiльце називають комута-
тивним.

Якщо в кiльцi iснує одиниця — 1a = a1 = a для будь-
якого a ∈ M , то кiльце називають кiльцем з одиницею.

Приклади кiлець: кiльце цiлих чисел, кiльце класiв
лишок за певним модулем; кiльце полiномiв; кiльце фор-
мальних степеневих рядiв, кiльце квадратних матриць
над певним кiльцем

У кiльцi можуть бути оборотнi елементи, тобто еле-
менти a ∈ M , для яких iснує b ∈ M такий, що ab =
ba = 1 — такий елемент b ∈ M позначають a−1 або 1

a .

Визначення 6.1 Формальним степеневим рядом вiд
змiнної x з коефiцiєнтими iз кiльця R (або, iншими
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словами, над кiльцем R, над кiльцем коефiцiєнтiв R)
є вираз вигляду

a0+a1x+a2x
2+. . . =

∞∑
i=0

aix
i, ai ∈ R, i = 0, 1, . . . .

Числа ai ∈ R називають коефiцiєнтами ряду. Кое-
фiцiєнт a0 називають вiльним членом. За домовленiсть
вважається x0 = 1, a0x

0 = a0.
Два ряди збiгаються тодi i тiльки тодi (за визначен-

ням), коли у них однаковi вiдповiднi коефiцiєнти.
Доданки ряда з нульовими коефiцiєнтами можна не

писати. Якщо всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то ряд
позначають символом 0.

Приклад 6.1 Запис (вираз)

2 + 3x+ 4x2 + 5x3 + . . . =
∞∑
n=0

(n+ 2)xn

є формальним степеневим рядом з вiльним членом 2.
Коефiцiєнтом при x24 є 26.

Приклад 6.2 Запис (вираз)

2+3x+4x2+0x3+0x4 . . . =
∞∑
n=0

anx
n, a0 = 2, a1 = 3, a2 = 4, an = 0 при n ≥ 3

є формальним степеневим рядом з вiльним членом 2
i лише трьома ненульовими доданками.

Визначення 6.2 Полiномами (чи многочленами) на-
зивають формальнi степеневi ряди, що мають лише
скiнченну кiлькiсть ненульових доданкiв (коефiцiєн-
тiв).

Многочлен f(x)

f(x) = a0+a1x+a2x
2+. . .+anx

n =
n∑

i=0

anx
n, a0, a1, . . . , an ∈ R, an ̸= 0
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має вiльний член a0, старший член anx
n, старший ко-

ефiцiєнт an ̸= 0 i степiнь deg f = n. Степенем ну-
льового многочлена вважaють −∞ — так зручно у
багатьох випадках.

Степенями полiномiв x, x2+1,−5+2x10, вiдповiдно,
є числа 1,2,10.

Доданки a0, a1x, a2x
2, . . . , anx

n називають одночлена-
ми або мономами.

Приклад 6.3 Вираз

1 + 5x+ 25x2 + 125x3 + . . .+ 5nxn + . . . =
∞∑
i=0

5ixi

є степеневим рядом над кiльцм цiлих чисел з вiль-
ним членом 1. Цей ряд не є многочленом, оскiльки в
ньому нескiнченно багато ненульових доданкiв. 125x3

є одним iз одночленiв цього ряду.
Ряд

x2 − 7x3 − 12x7

є многочленом над кiльцем цiлих чисел степеня 7 з
нульовим вiльним членом, старшим членом (моно-
мом, одночленом, доданком) −12x7 i старшим коефi-
цiєнтом -12.

6.1.2 Дiї з рядами та многочленами

На множинi формальних степеневимх рядiв над кiль-
цем визначенi операцiї додавання та множення насту-
пним чином:

∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)x
i, (50)

( ∞∑
i=0

aix
i

)( ∞∑
i=0

bix
i

)
=

∞∑
k=0

∑
i+j=k

aibj

xk. (51)
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Теорема 6.1 (про властивостi додавання та множення рядiв)
Нехай є комутативне кiльце з одиницею R. Формаль-
нi степеневi ряди над R з операцiями додавання та
множення, що визначенi за допомогою (50), (51) утво-
рюють комутативне кiльце з одиницею. Многочлени
утворюють пiдкiльце кiльця рядiв.

Доведення. В цьому переконуємося прямою пере-
вiркою.

Перевiряємо аксiому iснування ряда, що протилежний
даному.

Беремо довiльний ряд f =
∑∞

i=0 aix
i i розглядаємо

ряд g =
∑∞

i=0(−ai)x
i. Елементи −ai iснують в R то-

му, що R — кiльце, а в кiльцi для кожного елемента є
протилежний. Далi додаємо

f + g =
∞∑
i=0

(ai + (−ai))x
i =

∞∑
i=0

0xi = 0.

Отже g = −f i доведення iснування протилежного ря-
да ми довели (конструктивно, ми точно вказали цей
протилежний ряд).

Перевiряємо асоцiативнiсть множення рядiв. Нехай
є три ряди

f =
∞∑
i=0

aix
i, g =

∞∑
i=0

bix
i, h =

∞∑
i=0

cix
i,

Потрiбно довести рiвнiсть (fg)h = f(gh). Позначимо
fg = U, gh = V, S = Uh, T = fV i

U =
∞∑
i=0

uix
i, V =

∞∑
i=0

vix
i, S =

∞∑
i=0

six
i, T =

∞∑
i=0

tix
i,

Два ряди збiгаються тодi i тiльки тодi, коли у них одна-
ковi коефiцiєнти (за визначенням). Отже, нам потрiбно
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довести рiвнiсть T = S i ми це доведемо, коли перевi-
римо рiвнiсть ti = si для будь-якого i = 0, 1, 2, . . ..

Беремо певне натуральне число чи 0, позначаємо йо-
го через i i обчислюємо (знаючи визначення множення
рядiв) коефiцiєнти si, ti.

si =
∑
ε+γ=i

uεcγ, ti =
∑
α+δ=i

aαvδ.

Подiбним чином

uε =
∑

α+β=ε

aαbβ, vδ =
∑

β+γ=δ

bβcγ,

Тепер пiдставляємо значення uε та vδ у вирази для
si, ti.

si =
∑
ε+γ=i

(
∑

α+β=ε

aαbβ)cγ =
∑

α+β+γ=i

(aαbβ)cγ,

ti =
∑
α+δ=i

aα(
∑

β+γ=δ

bβcγ) =
∑

α+β+γ=i

aα(bβcγ)

Далi користуємося тим, що в кiльцi коефiцiєнтiв мно-
ження асоцiативне i при будь-яких α, β, γ виконується
рiвнiсть

(aαbβ)cγ = aα(bβcγ).

Отже, всi доданки в сумi для si збiгаються iз вiдповiд-
ними доданками в сумi для ti, суми збiгаються i дове-
дення рiвностi si = ti закiнчене. Тому закiнчене також
доведення асоцiативностi множення рядiв.

Подiбним чином перевiряють виконання решти аксi-
ом кiльця.

Приклад 6.4 Вiзьмемо ряди
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f =
∞∑
i=0

xi, g =
∞∑
i=0

(−1)ixi, h =
∞∑
i=0

(2i− 3)xi

i обчислимо f 2, fh, fg, gh, fgh.

f 2 = (1+x+x2+. . .)(1+x+x2+. . .) = 1+2x+3x2+. . . =
∞∑
i=0

(i+1)xi.

fh =
∞∑
i=0

αix
i, αi =

∑
p+q=i

(2p−3) =
i∑

p=0

(2p−3) = i(i+1)−3(i+1) = i2−2i−3,

fh =
∞∑
i=0

(i2 − 2i− 3)xi.

gh =
∞∑
i=0

βix
i, βi =

∑
p+q=i

(2p−3)(−1)q =
i∑

p=0

(2p−3)(−1)i−p =

(−1)i
i∑

p=0

(2p− 3)(−1)p = i+ 1− 2(1 + (−1)i),

gh =
∞∑
i=0

(i− 1− (−1)i · 2))xi.

fg =
∞∑
i=0

γix
i, γi =

∑
p+q=i

(−1)q =
1 + (−1)i

2
, fg =

∞∑
i=0

1 + (−1)i

2
xi.

f ·(gh) =
∞∑
i=0

δix
i, δi =

∑
p+q=i

(p−1−2·(−1)p) =
i∑

p=0

(p−1−2·(−1)p).

Оскiльки
i∑

p=0

p =
1

2
i(i+1),

i∑
p=0

(−1) = −1(i+1),
i∑

p=0

(−2)·(−1)p =

{
0, якщо i парне,

−2, якщо i непарне,
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то
δi =

1

2
i(i+ 1)− (i+ 1)− (1 + (−1)i),

тобто

f · (gh) =
∞∑
i=0

(
1

2
i(i+ 1)− (i+ 1)− (1 + (−1)i))xi. (52)

Для перевiрки проведених обчислень пiдрахуємо δi при
малих значенях i — наприклад, при i = 0, 1, 2, двома
способами. Один спосiб нам дає формула (52) для об-
числення δi, а другий спосiб - це пряме перемножання
рядiв без використання знакiв суми.

Отже за першим способом

δ0 = −3, δ1 = −1, δ2 = −2.

За другим способом

f = 1+x+x2+. . . , g = 1−x+x2+. . . h = −3−x+x2+. . .

gh = −3 + 2x− x2 + . . . f(gh) = −3− x− 2x2 + . . .

Визначення 6.3 Два елементи комутативного кiль-
ця з одиницею називаються взаємно оберненими (обер-
неними один до другого), якщо їх добуток дорiвнює
одиницi.

Деякi ряди в кiльцi рядiв мають обернений ряд. Напри-
клад,

(1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . .)(1− x) = 1

i ряди 1− x та
∑∞

i=0 x
n взаємно оберненi.

Теорема 6.2 (про iснування оберненого ряду) . Ряд
має обернений тодi i тiльки тодi, коли його вiльний
член має обернений в кiльцi коефiцiєнтiв.
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Доведення. Нехай є ряд f(x) =
∑∞

i=0 aix
i з коефi-

цiєнтами iз кiльця R: ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . .
Якщо ряд g(x) =

∑∞
i=0 bix

i обернений до ряда f(x),
тобто f(x) · g(x) = 1, i, вiдповiдно,

a0b0 = 1,

a0b1 + a1b0 = 0,

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,

. . .

a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + . . .+ anb0 = 0,

. . .

то елементи a0, b0 взаємно оберненi в кiльцi. Отже a0
має обернений елементв кiльцi коефiцiєнтiв.

Якщо ж елемент a0 має обернений елемент в кiльцi
коефiцiєнтiв, то виписана система рiвнянь для знахо-
дження коефiцiєнтiв ряда g(x) має розв’язок i, вiдпо-
вiдно, ряд має обернений.

Теорема доведена повнiстю.

Вiд рядiв можна брати похiдну.

Визначення 6.4 Похiдною вiд ряда f(x) =
∑∞

i=0 aix
i

з коефiцiєнтами iз кiльця R: ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . .
називають ряд f ′(x) =

∑∞
i=0 ai+1(i+1)xi. Похiднi бiльш

високих порядкiв визначаються iндуктивно.

Потрiбно мати на увазi, що коли an ∈ R, i k — нату-
ральне число, то пiд добутком k · an розумiють суму k
доданкiв, кожен з яких дорiвнює an. Тому k · an ∈ R.

Приклад 6.5 Для прикладу вiзьмемо многочлени f1(x) =
x+2x2+x5+2x6+x7, f2(x) = x3 над полем Z3. В полi
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Z3 1 + 1 + 1 = 0. Тому

f ′
1(x) = 1+4x+5x4+12x5+7x6 = 1+x+2x4+x6, f ′

2 = 0.

Похiдна вiд рядiв має тi ж властивостi, що i похiдна
вiд функцiї дiйсного аргумента:

Теорема 6.3

(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + g′f.

Доведення. Доведення здiйснюється прямою пере-
вiркою i проводити його не будемо.

Кiльце многочленiв над кiльцем R вiд змiнної x бу-
демо позначати R[x]. Кiльце формальних степеневих
рядiв над кiльцем R вiд змiнної x будемо позначати
R[[x]].

6.1.3 Породжуюча функцiя розподiлу — генератриса

В цьому роздiлi розглядається випадок величини, що
приймає лише цiлi невiд’ємнi значення.

Породжуючою функцiєю випадкової величини
(ПФВ) X, що приймає значення k = 0, 1, 2, . . .
називається формальний степеневий ряд

G(z) =
∑
k≥0

Pr(X = k)zk =
∑
ω∈Ω

Pr(ω)zX(ω).

(53)

Зрозумiло, що коли величина приймає лише скiнченну
кiлькiсть значень, то ряд (53) є многочленом. Породжу-
ючу функцiю ми уже використовували на стор. 29

Для деяких значень z генератрису G(z) можна об-
числити — коли виникають нескiнченнi суми, то вико-
ристовуються домовленостi, що розглянутi на стор. 65.
Значення G(1) завжди iснує, це сума ймовiрностей еле-
ментарних подiй, тому G(1) = 1.
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Приклад 6.6 Породжуючою функцiєю розподiлу ймо-
вiрностi iз прикладу 5.6 буде (нехтуючи знаками пi-
сля 4-го)

f(z) = 0.1807+0.3567·z+0.2919·z2+0.1297·z3+0.0344·z4+0.0056·z5.

Для перевiрки того, що точнiсть обчислень прийня-
тна, можна пiдрахувати f(1) — це чисо повинно до-
рiвнювати одиницi:

f(1) = 0.1807+0.3567+0.2919+0.1297+0.0344+0.0056 = 0.999 ̸= 1.

Те, що сума не дорiвнює одиницi, викликано нашим
нехтуванням знакiв пiсля 4-го в десятковому записi
коефiцiєнтiв.

Приклад 6.7 Якщо величина має бiномний розподiл,
тобто ймовiрнiсть значення k дорiнвює Ck

np
kqn−k, p+

q = 1, p, q ≥ 0, то породжуючою функцiєю цiєї вели-
чини буде

(pz + q)n,

оскiльки

C0q
n + C1

nq
n−1p+ . . .+ Cn

np
n = (q + pz)n.

Приклад 6.8 Якщо величина має геометричний роз-
подiл, тобто ймовiрнiсть значення k дорiнвює pqk, p+
q = 1, p, q ≥ 0, то породжуючою функцiєю цiєї вели-
чини буде

p

1− qz
,

оскiльки

(1− qz) ·

(∑
k>0

pqkzk

)
= p.

Теорема 6.4 Нехай G(z) є породжуючою функцiєю випд-
кової величина X, яка приймає натуральнi значення
або 0 i в якої є математичне очiкування E(X). Тодi
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E(X) = G′(1).

Доведення. Для доведення вiзьмемо породжуючу фу-
кнцiю у виглядi

G(z) =
∑
ω∈Ω

Pr(ω)zX(ω),

знайдемо її похiдну

G′(z) =
∑
ω∈Ω

Pr(ω)X(ω)zX(ω)−1,

i пiдставимо значення z = 1. Одержимо

G′(1) =
∑
ω∈Ω

Pr(ω)X(ω) = E(X).

Теорема 6.4 дозволяє швидко знаходити математи-
чне очiкування величин, для яких вiдома породжуюча
функцiя.

Приклад 6.9 Породжуюча функцiя бiномного розпо-
дiлу (q+pz)n. Отже для знаходження математично-
го очiкування знаходимо похiдну

n(q + pz) · p,
пiдсталяємо 1 замiсть z, i одержуємо

E(X) = n(p+ q)p = np.

Приклад 6.10 Породжуюча функцiя геометричного
розподiлу G(z) = p

1−qz . Отже для знаходження ма-
тематичного очiкування знаходимо похiдну

G′(z) =
pq

(1− qz)2
,

пiдсталяємо 1 замiсть z, i одержуємо

E(X) =
pq

1− q
.
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Теорема 6.5 Нехай задана величина X, у якої iснує
E(X2), i яка має породжуючу функцiю G(z). Тодi

V ar(X) = G′′(1) +G′(1)− (G′(1))
2
.

Доведення. Доведення полягає в прямому обчисленнi:

E(X2) =
∑
k≥0

k2Pr(X = k) =

=
∑
k≥0

(k · (k − 1) + k)Pr(X = k) =

=
∑
k≥0

(k · (k − 1)Pr(X = k) + kPr(X = k) =

=
∑
k≥0

((k·(k−1)Pr(X = k)zk−2|z=1+kPr(X = k)zk−1|z=1) =

= G′′(z)|z=1 +G′(z)|z=1 = G′′(1) +G′(1).

оскiльки E(X) = G′(1), то

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 = G′′(1)+G′(1)− (G′(1))2.

Приклад 6.11 Породжуюча функцiя бiномного роз-
подiлу (q+ pz)n. Отже для знаходження математи-
чного очiкування знаходимо похiдну

n(q + pz) · p,

пiдсталяємо 1 замiсть z, i одержуємо

E(X) = n(p+ q)p = np.

Приклад 6.12 Породжуюча функцiя геометричного
розподiлу G(z) = p

1−qz . Отже для знаходження дис-
персiї знаходимо першу i другу похiднi

G′(z) =
pq

(1− qz)2
, G′′(z) =

pq2

(1− q)3
,
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обчисюємо значення при z = 1:

G′′(1) =
2pq2

(1− q)3
=

2pq

p3
=

2q2

p2
, G′(1) =

pq

(1− q)2
=

pq

p2
=

q

p
,

i одержуємо

V ar(X) =
2q2

p2
+

q

p
− q2

p2
=

q2 + pq

p2
=

q

p2
.

6.2 Напiвгрупи

6.2.1 Вiльна напiвгрупа над заданим алфавiтом

В дискретнiй математицi слово “алфавiт“ вико-
ристовується як синонiм слова “множина“ в тих
випадках, коли елементи множини використо-
вуються для побудови скiнченних послiдовно-
стей. Елементи алфавiту називають символами
або буквами. Скiнченнi послiдовностi букв на-
зивають словами, а дописування одного слова
до другого називають множенням слiв.

Зазвичай алфавiти є кiнченними множинами.

Приклад 6.13 Розглянемо алфавiт {У,Н}. Тут У та
Н є буквами, послiдовнiсть a =УУНУУ та послiдов-
нiсть b =ННУУУУ є словами. Добутком ab цих слiв
буде

ab = УУНУУННУУУУ,

а добутком ba буде слово

ba = ННУУУУУУНУУ.

Для зручностi, вводять також порожнє слово, воно
грає роль одиницi при множеннi, тобто

∅ · a = a · ∅ = a

для будь-якого слова a

86



Зрозумiло, що так введене множення слiв є асоцiа-
тивним.

Множина разом iз асоцiативною бiнарною опе-
рацiєю називається напiвгрупою. Якщо опера-
цiя названа множенням, то напiвгрупа назива-
ється мультиплiкативною

Напiвгрупа, лементами якої є слова над певним
алфавiтом, а множення слiв збiгається з при-
писуваням одного слова до другого, називають
вiльною напiвгрупою над алфавiтом. Порожнє
слово грає роль одиницi в цiй напiвгрупi i по-
значається 1.

Для потреб дискретної теорiї ймовiрностi потрiбнi
алфавiти, що складаються iз елементарних подiй. Вва-
жається, що елементарнi подiї ймовiрнiсного простору
Ω розташованi як звичайнi букви алфавiту — одна за
одною, в лiнiйному (алфавiтному) порядку:

Ω = ω1, ω2, ω3, . . .

Тодi послiдовностi елементарних подiй стають словами,
якi можна множити. Всi слова також можна розташу-
вати одне за одним, як слова у словниках, в так званому
лексикографiчному порядку.

6.2.2 Напiвгрупове кiльце

Нехай є вiльна напiвгрупа S над заданим ал-
фавiтом Ω. В даному мовному оточеннi можна
уявляти Ω як певний простiр елементарних по-
дiй, скiнченний або злiченний. Розглядаємо мно-
жину Z(S) формальних сум

u =
∑
s∈S

u(s) · s, (54)
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де u(s) ∈ Z для будь-якого слова s ∈ S. До-
данкiв в сумi (54) з ненульовими коефiцiєнтами
може бути нескiнченно багато. Такi формальнi
суми можна додавати:(∑

s∈S

u(s) · s

)
+

(∑
s∈S

v(s) · s

)
=
∑
s∈S

(u(s) + v(s))·s.

Оскiльки кожне слово довжини n ≥ 0 можна
розкласти у добуток двох слiв скiнченною мно-
жиною способiв — n+ 1-м способом:

a1a2a3 . . . an−1an = ∅·a1 . . . an = a1·a2a3 . . . an = a1 . . . an−1·an = a1 . . . an·∅

то формальнi суми можна множити множити(∑
s∈S

u(s) · s

)
·

(∑
s∈S

v(s) · s

)
=
∑
s∈S

 ∑
s1,s2∈S,s1s2=s

u(s1) · v(s2)

·s

Множина Z(S) разом з операцiями додавання та мно-
ження в нiй є кiльцем. Вона називається напiвгруповим
кiльцем.

Приклад 6.14 Нехай маємо триелементний простiр
подiй, в якому елементарними подiями є “пiдкинута
монета впала цифрою вверх“ (позначаємо цю елемен-
тарну подiю буквою Ц);“пiдкинута монета впала гер-
бом вверх“ (позначаємо цю елементарну подiю буквою
Г); “пiдкинута монета впала на ребро“ (позначаємо
цю елементарну подiю буквою Р ). Отже Ω = {Ц,Г,Р}.

В наведеному прикладi послiдовностi

∅, Ц, ЦЦ, РЦРРГГГГРЦ,

є елементами напiвгрупи S(Ω).
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Суми

u1 = −5 + 3Ц − 15ГРЦЦ, u2 = 2− 4ГРЦЦ + Г,

є елементами напiвгрупового кiльця Z(S) i

u1 + u2 = −3 + 3Ц − 19ГРЦЦ + Г

u1u2 = −10+6Ц−10ГРЦЦ−12ЦГРЦЦ+60ГРЦЦГРЦЦ−5Г+3ЦГ−15ГРЦЦГ

u2u1 = −10+6Ц−10ГРЦЦ−12ГРЦЦЦ+60ГРЦЦГРЦЦ−5Г+3ГЦ−15ГГРЦЦ

Слова a, b, c в добутку abc називаються пiдсловами.

6.2.3 Приклади знаходження генератриси

Приклад 6.15 Пiдкидаємо монету з двома можли-
вими результатами У та Н до тих пiр, поки пiдряд
не вiдбудуться (вперше з’явиться пiдслово) УУН. По-
значимо через αn ймовiрнiсть того, то УУН вперше
з’явиться пiсля n−го пiдкидання. Знайти генератри-
су

G(z) = α0 + α1z + α2z
2 + . . . =

∑
k≥0

αkz
k.

В прикладi явно мається на увазi, що

Pr(У) = Pr(Н) =
1

2
,

i пiдкидання незалежнi, так що ймовiрнiсть появи за-
даної послiдовностi s = ω1ω2 . . . ωk — слова s в алфавiтi
Ω = {У,Н} дорiвнює 2−k.

Нi за порожню множину пiдкидань, нi за одне пiдки-
дання, нi за два потрiбне триелементне слово не одер-
жиш. Тому

α0 = α1 = α2 = 0.
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Оскiльки порiбне триелементне слово єдине, то

α3 =
1

8
.

Чотириелементних послiдовностей, якi закiнчуються на
УУН, двi — УУУН та НУУН. Тому α4 =

2
16 =

1
8 .

Розглянемо вiльну напiвгрупу S(Ω) слiв в алфавiтi
Ω = {У,Н},, напiвгрупове кiльце Z(S), i два елемента
a, b ∈ Z(S) в цьому кiльцi. Нехай a є сума (з коефiцi-
єнтами 1) потрiбних нам слiв — тих, що закiнчуються
пiдсловом УУН, але ранiше такого пiдслова не мають.
Через b позначаємо суму тих слiв, якi взагалi пiдслово
УУН не мiстять. Отже,

a = УУН+УУУН+НУУН+УУУУН+УНУУН+НУУУН+ННУУН+. . .

b = 1+У+Н+УУ+УН+НУ+УУУ+УНУ+УНН+ННУ+НУУ+. . .

Якщо домножити доданок в b на У, то ми знову одер-
жимо доданок в b, що закiнчується символом У. I всi
доданки в b, якi закiнчуються У, можна одержати мно-
жиенням iншого доданка на У. Якщо домножити до-
данок в b на Н, то ми матимемо два випадки. Перший
— це доданок закiнчувався на УУ, i тодi пiсля множе-
ння на Н ми одержимо доданок iз a. Другий випадок
— доданок не закiнчується на УУ, тодi ми одержимо
доданок iз b, який закiнчується символом Н. Такими
мiркуваннями одержимо cистему рiвнянь{

b(У + Н) = b+ a− 1,
b · УУН = a.

(55)

Якщо в рiвняння (56) пiдставити 1
2z замiсть У i за-

мiсть Н, то сума a перетвориться в потрiбну нам поро-
джуючу функцiю G(z), b перетвориться в певний сте-
пеневий ряд H(z), i ми одержимо систему рiвнянь{

H(z)(12z +
1
2z) = H(z) +G(z)− 1,

H(z) · 1
8z

3 = G(z).
(56)
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Розв’язуємо цю систему рiвнянь i знаходимо

G(z) =
z3

z3 − 8(z − 1)
.

Оскiльки G(1) = 1, то ймовiрнiсть того, що послi-
довнiсть пiдкидань монети не закiнчиться нiколи, до-
рiвнює 0.

Приклад 6.16 Пiдкидаємо монету з двома можли-
вими результатами У та Н до тих пiр, по ки пiдряд
не вiдбудуться УНН. Позначимо через αn ймовiрнiсть
того, то УНН вперше з’явиться на n−му пiдкиданнi.
Знайти генератрису

G(z) = α0 + α1z + α2z
2 + . . . =

∑
k≥0

αkz
k.

Цей приклад вiдрiзняється вiд попереднього лише
фiнiшуючою послiдовнiстю — там була УУН а тут УНН.
Тi ж мiркування, що i в попередньому прикладi приво-
дять до тiєї ж породуючої функцiї.

Приклад 6.17 Пiдкидаємо монету з двома можли-
вими результатами У та Н до тих пiр, поки пiдряд
не з’явиться пiдслово УУН або УНН. Позначимо че-
рез α ймовiрнiсть того, що УУН з’явиться ранiше вiд
УНН, а через β ймовiрнiсть того, що ранiше з’яви-
ться УНН. Знайдемо цi двi ймовiрностi.

Подiбно до попереднiх двох прикладiв, створюємо
три суми a, b, c ∈ Z(S(Ω)) слiв:

a — сума слiв, якi закiнчуються першою по-
явою УУН (УНН — не з’являється);
b — сума слiв, якi закiнчуються першою появою
УНН (УУН — не з’являється);
c — сума слiв, що не мiстять нi УУН нi УНН.
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i виписуємо для цих сум рiвняння

1 + c(У + Н) = c+ a+ b;

cУУН = a;

cУНН = aН + b.

В одержанi три рiвняння пiдставляємо 1
2 замiсть У

та Н. При цьому a перейде в α, b перейде в β i c перейде
в деяке число γ. Для цих чисел маємо рiвняння

1 + γ = γ + α+ β;

1

8
γ = α,

1

8
γ =

1

2
α+ β.

Розв’язавши цi рiвняння одержуємо вiдповiдi

α =
2

3
, β =

1

3
.

На перший погляд одержаний результат, а саме α ̸= β,
є дивним, тому що i ймовiрнiсть послiдовностi УУН i
ймовiрнiсть послiдовностi УНН одна i та ж, вона дорiв-
нює 1

8 .

6.2.4 Напiвгрупа стохастичних матриць i ланцюги Маркова

Перед тим, як вести новi поняття, розглянути новi пiд-
ходи до знаходження ймовiрностей, розберемо конкре-
тний приклад.

Приклад 6.18 Припустимо, що Лариса обслуговує обла-
днання в Ковелi, Миргородi i в Бахмачi, i, вiдповiд-
но, кожен мiсяць має вiдрядження або в Ковель, або
в Миргород, або в Бахмач. Ймовiрнiсть знаходження
Лариси у вiдрядженнi в певному мiсяцi залежить вiд
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того, де вона була в попереднiй мiсяць. Якщо вона бу-
ла в Ковелi, то ймовiрнiстi бути в наступному мiся-
цi в Ковелi, Миргородi чи в Бахмачi дорiвнюють, вiд-
повiдно, 0, 12 ,

1
2 ; якщо була в Миргородi, то ймовiрно-

стi бути в наступному мiсяцi в Ковелi, Миргородi чи
в Бахмачi дорiвнюють, вiдповiдно, 1

3 ,
1
3 ,

1
3 ; i якщо бу-

ла в Бахмачi, то вiдповiднi ймовiрностi дорiвнюють
3
7 ,

2
7 ,

2
7 . Якщо на даний момент часу Лариса знаходи-

ться в Ковелi, яка ймовiрнiсть того, що вона буде
через 12 мiсяцiв у вiдрядженнi в Ковелi, Миргородi чи
в Бахмачi?

Спочатку введемо ймовiрнiсний простiр — простiр
елементарних подiй. Їх три

K — “Лариса знаходиться в Ковелi“;
M — “Лариса знаходиться в Миргородi“;
B — “Лариса знаходиться в Бахмачi“.

Зараз маємо елементарну подiю a0, a0 = K. Далi йде
послiдовнiсть iз 12 елементарних подiй

a = a0a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10a11a12.

Потрiбно знайти ймовiрностi

p12 = Pr(a12 = K), q12 = Pr(a12 = M), r12 = Pr(a12 = B).

Елементарнi подiї K,M,B не мають ймовiрностей,
немає функцiї розподiлу ймовiрностi. Вiдомо лише, що

Pr(a0 = K) = 1, Pr(a0 = M) = 0, Pr(a0 = B) = 0,

i вiдомi умовнi ймовiрностi — ймовiрностi того, що Ла-
риса знаходиться в певному мiстi в певному мiсяцi, за
умови, що вiдомо, де вона була в попереднiй мiсяць:

Pr(K|K) = 0, Pr(K|M) =
1

3
, Pr(K|B) =

3

7
,
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Pr(M |K) =
1

2
, Pr(M |M) =

1

3
, Pr(M |B) =

2

7
,

Pr(B|K) =
1

2
, Pr(B|M) =

1

3
, Pr(B|B) =

2

7
.

Запишемо множину ввiдомих ймовiрностей у виглядi
матрицi

A =

 Pr(K|K) Pr(M |K) Pr(B|K)
Pr(K|M) Pr(M |M) Pr(B|M)
Pr(K|B) Pr(M |B) Pr(B|B)

 =

 0 1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

3
7

2
7

2
7

 .

Припустимо, що Лариса в певний мiсяць знаходиться
в мiстах Ковель, Миргород чи Бахмач з iмовiрностя-
ми p, q, r. Тодi за формулою повної ймоврностi p′, q′, r′

ймовiрностi того, що Лариса в наступний мiсяць знахо-
диться в цих мiстах, буде дорiвнювати

p′ = p · Pr(K|K) + q · Pr(K|M) + r · Pr(K|B),

q′ = p · Pr(M |K) + q · Pr(M |M) + r · Pr(M |B),

r′ = p · Pr(B|K) + q · Pr(B|M) + r · Pr(B|B).

Записшемо останнi три рiвностi в матричному вигля-
дi:

(p′, q′, r′) = (p, q, r) · A.
Остання рiвнiсть дозволяє записати

(p12, q12, r12) = (1, 0, 0) · A12

За допомогою пакета символьних обчислень знайдемо
A12:

A12 =


4601050272104
16679880978201

12078830706097
33359761956402

12078830706097
33359761956402

13804224558136
50039642934603

36235418376467
100079285869206

36235418376467
100079285869206

32210573130200
116759166847407

84548593717207
233518333694814

84548593717207
233518333694814

 ,
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або з точнiстю до трьох знакiв пiсля коми

A12 ≈

 0, 276 0, 362 0, 362
0, 276 0, 362 0, 362
0, 276 0, 362 0, 362


Отже

p12 = 0, 276, q12 = 0, 362, r12 = 0, 362.

Видiлимо кiлька особливостей прикладу, що розгля-
дався.

Перша особливiсть полягає в тому, що ймовiрнiсть
елементарної подiї (Лариса знаходиться в певному мi-
сцi) в ланцюгу подiй залежала вiд того, якою була ймо-
вiрнiсть попередньої елементарної подiї (де була Лари-
са в попереднiй час). Такi ланцюги подiй називають
ланцюгами Маркова.

Друга особливiсть полягає в тому, що ми використа-
ли матрицю, елементами якої є певнi ймовiрностi, —
рядками матрицi були розподiли ймовiрностi елемен-
тарних подiй за умови, що вiдбулася певна попередня
подiя. Такi матрицi називають ймовiрнiсними або сто-
хастичними. Отже

Квадратна матриця називаються стохастичною,
якщо її елементи — невiд’ємнi дiйснi числа i су-
ма всiх елементiв кожного рядка дорiвнює 1.

Теорема 6.6 Стохастичнi матрицi даного розмiру ра-
зом з операцiєю множення матриць утворюють на-
пiвгрупу.

Доведення. Нагадаємо, що напiвгрупою називають
множину з асоцiативною бiнарною операцiєю. Операцiя
множення матриць аосоцiативна, це вiдомо з курсу ал-
гебри. Тому для доведення теореми потрiбно лише пе-
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ресвiдчитися, що добуток двох стохастичних матриць
знову є стохастичною матрицею.

Нехай

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .
an1 an2 . . . ann

 , B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . .
bn1 bn2 . . . bnn


— двi стохастичнi матрицi i C = A · B є добутком цих
матриць. Потрiбно довести, що матриця C є стохасти-
чною, тобто для будь-якого i = 1, 2, . . . , n буде

u =
n∑

j=1

cij = 1.

За означенням добутку двох матриць

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Тому

u =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

aikbkj

)
.

змiнивши порядок пiдсумовування одержимо

u =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

aikbkj

)
=

n∑
k=1

aik

(
n∑

j=1

bkj

)
.

За умовою, матриця B стохастична i при будь-якому
k = 1, 2, . . . , n

∑n
j=1 bkj = 1. Отже

u =
n∑

k=1

aik,

а права частина цiєї рiвностi дорiвнює 1 тому, що ма-
триця A стохастична.
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Теорема доведена.

Стохастичнi матрицi в мовному оточеннi ланцюгiв
Маркова називають також “матрицями переходiв“, а
самi елементарнi подiї називають станами — станами
маркiвського процесу.

Приклад 6.19 Припустимо, що система може бути
в станах 1,2,3,4 i кожен день випадково змiнює свiй
стан — всi переходи рiвноймовiрнi i не залежать вiд
того, в якому станi система була перед переходом,
тобто матриця переходiв має вигляд

A =


0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25

 .

На сьогднi система знаходиться в станi 1. Завтра
вона буде в станi 4 з iмовiрнiстю 0,25. Яка ймовiр-
нiсть того, що за наступнi 5 днiв система хоч один
раз попаде в стан 4?

Оскiльки нас цiкавить попадання в 4 стан, то змiни-
мо ймовiрнiсть переходiв iз 4-го стану — нехай система
залишається в 4-му станi, якщо вже туди попала. Так
що матриця переходiв прийме вигляд

A =


0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0 0 0 1

 .

Пiдраховуємо, знову за допомогою пакета символь-
них обчислень, A5:
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A5 =


0.0791015625 0.0791015625 0.0791015625 0.7626953125

0.0791015625 0.0791015625 0.0791015625 0.7626953125

0.0791015625 0.0791015625 0.0791015625 0.7626953125

0.0 0.0 0.0 1.0


З точнiстю до двох знакiв

(1, 0, 0, 0) · A5 = (0.08, 0.08, 0.08, 0.76).

Тому за 5 днiв система бодай один раз попаде в стан 4
з iмовiрнiстю 0,76.

6.3 Рекурентнi послiдовностi.

6.3.1 Процеси i послiдовностi

Латинске слово processus означає послiдовну змiну, роз-
виток в часi, предметiв, явищ, властивостей предметiв
та подiбного. Залежнiсть процесу (точнiше стану про-
цесу) вiд часу є суттєвою властивiстю процесу. Оскiль-
ки ми знайомимося з дискретною теорiєю ймовiрностей
, то ми розгладаємо дискретнi процеси, тобто такi, в
яких

• значень часу або скiнченна кiлькiсть (процес вiдбу-
вається за скiнченну кiлькiсть крокiв), або злiчен-
на, тобто значення часу, в якi визначається стан
процесу, можна розташувати у послiдовнiсть — час
дискретний;

• стан процесу у вiдмiчений момент часу є дискре-
тною випадковою подiєю.

Отже, процес a характеризується моментами часу
t0, t1, t2, t3, . . . i станами a(t1), a(t2), a(t2), . . . Щоб пiд-
креслити, що стан э випадковою подiєю, який має певну
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йомвiрнiсть, процес називають стохастичним (вiд гре-
цького слова στoχασις , яке озачає здогадку), або ви-
падковим.

В деяких стохастичних процесах звертають увагу не
на всi елементарнi подiї, якi можуть вiдбутися, а тiльки
на певнi. Так на телефонну станцiю можуть поступати
виклики, а можуть не поступати — елементаних подiй
двi. Але цiкавить лише одна — поступання виклику.
Страхову компанiю цiкавить настання страхової подiї.
В таких мовних оточеннях стохастичнi процеси нази-
вають також потоками випадкових подiй.

Сказане вище є мотивацiєю наступногоо означення:

Нехай є непорожня генеральна сукупнiсть еле-
ментарних подiй Ω i T ⊆ R. Вiдображення

f : T → Ω

називається процесом.

Одним iз способiв задання вiдображення f iз скiн-
ченної чи злiченної множини є табличний. Таблиця,
що задає вiдображення f , має два рядки — у верхньо-
му рядку стоять можливi значення аргумента x, а в
нижньому — вiдповiднi значення функцiї f(x). Напри-
клад, функцiю x2 вiд натурального аргумента можна
задати так: (

1 2 3 4 5 . . .
1 4 9 16 25 . . .

)
Якщо множина аргументiв природно впорядкована,

то верхнiй рядок в табличному заданнi функцiї можна
не писати, — функцiя задається лише одним нижнiм
рядком — послiдовнiстю. Таким чином, кожну послi-
довнiсть a елементiв iз Ω

a = a1, a2, a3 . . .
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можна вважати функцiєю iз множини 1, 2, 3, . . . у мно-
жину Ω, i навпаки, кожну функцiю iз множини 1, 2, 3, . . .
у множину Ω можна так задати. Сказане дозволяє в
дискретному випадку не рорiзняти потоки, процеси i
послiдовностi подiй iз генеральної сукупностi.

6.3.2 Рекурентнi спiввiдношення та послiдовностi12.

В даному роздiлi розглядаємо послiдовностi

u0, u1, . . . , un, . . . ; ui ∈ R. (57)

у яких n−й член можна обчислити, коли вiдомi попе-
реднi члени, за допомогою формули

un = α1un−1+α2un−2+. . .+αkun−k, αk ̸= 0;ui, αi ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . .
(58)

Взагалi, коли в послiдовностi кожен елемент може
бути обчислений за певною формулою, при вiдомих по-
переднiх (звичайно, починаючи з певного мiсця), тодi
таку послiдовнiсть називають рекурентною, а форму-
лу, яка дозволяє провести це обчислення — рекурен-
тним спiввiдношенням. Спiввiдношення (58) назива-
ють лiнiйним однорiдним рекурентним спiввiдношен-
ням — воно часто зустрiчається як в теорiї мовiрностей,
так i в комбiнаторицi, в iнших роздiлах математики
(алгебра, математичний аналiз, диференцiальнi рiвня-
ння, тощо).

Для довiльного члена послiдовностi (57), яка задо-
вольняє лiнiйному рекурентному спiввiдношенню (58),
можна знайти формулу, яка дозволяє обчислити цей
член.

12Лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення ретельно розглядаються при вивченнi визначни-
кiв матриць i в комбiнаторицi. Тому наразi текст має характер нагадування
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Послiдовнiсть 0,2,4,6, ... задовольняє лiнiйному нео-
днорiдному рекурентному спiввiдношенню un = un−1+
2, n = 1, 2, . . .. Це арифметрична прогресiя. Ми можемо
вказати формулу для загального члена цiєї послiдовно-
стi: un = 2n, n = 0, 1, 2, . . .. Прикладом послiдовностi,
яка задовольняє лiнiйному однорiдному рекурентному
спiввiдношенню, є геометрична прогресiя.

Щоб знайти формулу для рекурентної послiдовностi
(57), яка задовольняє лiнiйному однорiдному спiввiд-
ношенню (58), спочатку шукають вiдповiдь у виглядi
геометричної прогресiї, потiм користуються тим, що су-
ма послiдовностей, що задовольняють (58), знову задо-
вольняє (58). I якщо послiдовнiсть задовольняє (58), то
помножена на будь-яке число вона знову задовольняє
цьому лiнiйному однорiдному спiввiдношенню.

Геометрична послiдовнiсть

a, aq, aq2, aq3, . . .

задовольняє лiнiйному однорiдному рекурентнму спiв-
вiдношеню (58) тодi i тiльки тодi, коли або a = 0, або
q є коренем рiвняня

χ(x) = xk − α1x
k−1 − α2x

k−1 − . . .− αk.

Якщо k = 2, α2 ̸= 0, то кажуть що спiввiдношення
має глибину 2. В такому випадку послiдовнiсть (57) має
рекурентне спiввiдношення

un = α1un−1 + α2un−2, α2 ̸= 0, (59)

i загальний член un цiєї послiдовностi має вигляд

un = c1x
n
1 + c2x

n
2 , (60)

якщо x1, x2 є рiзними коренями рiвняння x2−α1x−α2 =
0, (c1, c2 — деякi сталi. Якщо ж останє рiвняння має два
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однаковi коренi x1 = x2, то

un = (c1n+ c2)x
n
1 (61)

для деяких сталих c1, c2.

6.3.3 Задача про розорення гравця

Можливостi методу рекурентних спiввiдношень вияви-
мо на наступному прикладi.

Приклад 6.20 Два гравцi мають сумарний капiтал
a гривень i грають “в орлянку“ — якщо випадає герб
(Г), то перший гравець вiддає гривню другому гравцю,
а якщов випадає цифра (Ц), то вiн одержує гривню вiд
другого гравця. Припустимо, що гривня падає гербом
наверх iз iмовiрнiстю p, а падає цифрою вверх iз iмо-
вiрнiстю q — p+ q = 1. Гра припиняється, коли один
iз гравцiв збанкрутує — тобто в нього не залишиться
грошей для продовження гри.

Яка ймовiрнiсть того, що

• перший гравець збанкурутує;

• другий гравець збанкрутує;

• гра не матиме кiнця —продовжуватиметься не-
скiнченно довго?

Позначимо через pn ймовiрнiсть того, що перший гра-
вець збанкрутує до n + 1−го пiдкидання монети. Тодi
pn ≥ pm, якщо n ≥ m, послiдовнiсть

p0, p1, p2, . . .

монотонно не спадна, обмежена 1 i тому має границю

lim
n→∞

pn.
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От цю границю i називаємо ймовiрнiстю того, що пер-
ший гравець збанкрутує.

Позначимо через u(n) ймовiрнiсть того, що перший
гравець збанкрутує маючи початковий капiтал n гри-
вень. Оскiльки капiтал першого гравця пiсля пiдкида-
ння монети зменшуєтьс на 1 з iмовiрнiстю p i збiльшу-
ється на 1 з iмовiрнiстю q, то для будь-якого n ≥ 1

u(n) = p · u(n− 1) + q · u(n+ 1),

або
q · u(n+ 1)− u(n) + p · u(n− 1) = 0. (62)

А це означає, що послiдовнiсть

u(0), u(1), u(2), . . .

задовольняє лiнiйному однорiдному рекурентному спiв-
вiдношенню (62) i u(n) можна знайти за формулою

u(n) = c1x
n
1 + c2x

n
2 ,

якщо коренi x1, x2 рiвняння

q · x2 − x+ p = 0 (63)

рiзнi, i за формулою

u(n) = (c1n+ c2)x
n
1 ,

якщо цi коренi однаковi.
Оскiльки p+ q = 1, i

p− 1 + q = 0,

q
p2

q2
− p

q
+ p =

p2

q
=

p

q
+ q =

p(1− p)

q
+ p = 0,

то коренями рiвняння (63) є

x1 = 1, x2 =
p

q
.

103



Тому для деяких дiйсних чисел c1, c2

u(n) = c1 · 1n + c2

(
p

q

)n

,

якщо p ̸= q, i
u(n) = c1 · n+ c2,

якщо p = q = 1
2 .

Сталi c1, c2 знаходимо iз умов u(0) = 1 — якщо до по-
чатку гри перший гравць не має грошей, то вiн уже га-
рантовано банкрут, i u(a) = 0 — якщо перший гравець
має весь сумiсний капiтал, то другий гравець збанкру-
тував i гра припиняється, перший гравець гарантовано
не збанкрутує. Отже, коли p ̸= q,

c1 + c2 = 1,

c1 + c2

(
p

q

)a

= 0,

Розв’язками цiєї системи є

c2 = −
(
−1 +

(
p

q

)a)−1

, c1 =

(
p

q

)a(
−1 +

(
p

q

)a)−1

i можна записати вiдповiдь

u(n) =

(
p

q

)a(
−1 +

(
p

q

)a)−1

−
(
−1 +

(
p

q

)a)−1(
p

q

)n

=

(
p
q

)a
−
(
p
q

)n
−1 +

(
p
q

)a .

Якщо p = q, то для знаходження c1, c2 маємо рiвня-
ння c2 = 1, c1a+ c2 = 0. В такому випадку c1 = −1

a

u(n) = −1

a
· n+ 1 =

a− n

a
.

Вiдповiдь на перше питання отримана. Точно так же
шукаємо вiдповiдь на друге питання.
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Позначимо через v(n) ймовiрнiсть того, що другий
гравець збанкрутує маючи стартовий капiтал n. Для
послiдовностi v(0), v(1), v(2), . . . маємо рекурентне спiв-
вiдношення

v(n) = pv(n+1)+qv(n−1), pv(n+1)−v(n)+qv(n−1) = 0.

Загальний член цiєї послiдовностi шукаємо у виглядi

v(n) = c1 + c2

(
q

p

)n

якщо p ̸= q, i
v(n = c1n+ c2,

якщо p = q. Сталi c1, c2 знаходимо iз умов v(0) =
1, v(a) = 0. Одержуємо

c2 = −
(
−1 +

(
q

p

)a)−1

, c1 =

(
q

p

)a(
−1 +

(
q

p

)a)−1

i можна записати вiдповiдь

v(n) =

(
q
p

)a
−
(
q
p

)n
−1 +

(
q
p

)a ,

Якщо p = q, то для знаходження c1, c2 маємо рiвня-
ння c2 = 1, c1a+ c2 = 0. В такому випадку c1 = −1

a

v(n) = −1

a
· n+ 1 =

a− n

a
.

Вiдповiдь на друге питання отримана. Перейдемо до
питання про ймовiрнiсть w того, що гра нiколи не при-
пиниться.

Для будь-якого 0 ≤ n ≤ a u(n) + v(a− n) + w = 1 i
w = 1− (u(n) + v(a− n)).

105



Оскiльки при p ̸= q

u(n) + v(a− n) =

(
p
q

)a
−
(
p
q

)n
−1 +

(
p
q

)n−a +

(
q
p

)a
−
(
q
p

)n
−1 +

(
q
p

)n−a = 1,

i при p = q u(n) + v(a− n) = a−n
a + n

a = 1, то

w = 0,

тобто без кiнця продовжуватися гра не може.
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вiд’ємний бiномний, 28

розподiл ймовiрностi
величини

рiвномiрний, 68
ряд

формальний степеневий,
74

обернений до ряду, 80
протилежний, 77

слово, 86
спiввiдношення

лiнiйне
глибини 2, 100

лiнiйне неоднорiдне, 100
рекурентне, 21, 100

лiнiйне однорiдне, 100
сполука, 9

з повтореннями, 9
стан

маркiвського процесу, 97
процесу, 99

сукупнiсть
генеральна, 3

сума
формальна, 87
нескiнченна, 7
подiй, 8

рядiв, 77
величин, 63

супремум, 6
теорiя

ймовiрностей, 3
величина, 72

випадкова, 56
величини

незалежнi, 63, 69
вибiрка, 9

впорядкована
з поверненнями, 9

з поверненнями, 9
випробування

Бернулi, 14
вiдхилення

середнє квадратичне, 70
стандартне, 70, 73
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