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Перелiк умовних позначень

𝐴𝑒 – матриця лiнiйного оператора 𝐴 : 𝐿→ 𝐿 в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 лiнiйного

простору 𝐿.

𝐵𝑡 – матриця, яка є транспонованою до матрицi 𝐵.

C – множина комплексних чисел.

𝐶[0, 1] – множина дiйсних неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1].

deg𝑃 – степiнь многочлена 𝑃.

det𝐴 – детермiнант квадратної матрицi 𝐴.

dim𝐿 – розмiрнiсть лiнiйного простору 𝐿.

𝐹 [𝑥] – множина многочленiв вiд змiнної 𝑥 над полем 𝐹.

𝐹𝑛[𝑥] – множина многочленiв вiд змiнної 𝑥 над полем 𝐹 зi степенями не

бiльшими за 𝑛.

Im𝐴 – образ оператора 𝐴.

Ker𝐴 – ядро оператора 𝐴.

Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} – лiнiйна оболонка системи векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛.
Mat(𝑚× 𝑛, 𝐹 ) – множина матриць розмiру 𝑚× 𝑛 з елементами з поля 𝐹.

𝑀 𝑗1𝑗2···𝑗𝑟
𝑖1𝑖2···𝑖𝑟 – мiнор матрицi, сформований рядками 𝑖1, 𝑖2, · · · 𝑖𝑟 та стовпчиками

𝑗1, 𝑗2, · · · 𝑗𝑟, тобто визначник пiдматрицi, яка мiститься на перетинi рядкiв

з номерами 𝑖1, 𝑖2, · · · 𝑖𝑟 та стовпчикiв з номерами 𝑗1, 𝑗2, · · · 𝑗𝑟.
𝑀 ′ 𝑗1𝑗2···𝑗𝑟

𝑖1𝑖2···𝑖𝑟 – доповнювальний мiнор до мiнору 𝑀 𝑗1𝑗2···𝑗𝑟
𝑖1𝑖2···𝑖𝑟 матрицi, тобто

визначник матрицi, яка утворюється з даної матрицi пiсля викреслення

рядкiв з номерами 𝑖1, 𝑖2, · · · 𝑖𝑟 та стовпчикiв з номерами 𝑗1, 𝑗2, · · · 𝑗𝑟.
N – множина натуральних чисел.

R – множина дiйсних чисел.

R+ – множина дiйсних невiд’ємних чисел.

rank{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} – ранг системи векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛.
tr𝐴 – слiд оператора 𝐴.

𝑇 * – лiнiйний оператор, який є спряженим до лiнiйного оператора 𝑇 у

евклiдовому просторi.
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𝑇 |𝐿 – звуження лiнiйного оператора 𝑇 на iнварiантний лiнiйний пiдпростiр

𝐿.

𝑈 < 𝐿 – пiдмножина 𝑈 лiнiйного простору 𝐿 є пiдпростором лiнiйного

простору 𝐿.

𝑈 + 𝑉 – сума лiнiйних пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉.

𝑈 ⊕ 𝑉 – пряма сума лiнiйних пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉.

𝑈 ∩ 𝑉 – перетин лiнiйних пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉.

𝑉 ⊥ – ортогональне доповнення лiнiйного пiдпростору 𝑉 евклiдового

простору 𝐸.

‖𝑥‖ – норма елемента 𝑥 евклiдового простору 𝐸.

𝑥𝑒 – стовпець координат вектора 𝑥 ∈ 𝐿 в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 лiнiйного

простору 𝐿.

⟨𝑥, 𝑦⟩ – скалярний добуток елементiв 𝑥 та 𝑦 евклiдового простору 𝐸.

𝑧 – комплексно спряжений елемент до елемента 𝑧 ∈ C.
Z – множина цiлих чисел.

𝜒𝐴(𝜆) – характеристичний многочлен лiнiйного оператора 𝐴.
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Вступ

Матерiали даного навчального посiбника за змiстом i впорядкуванням

майже повнiстю вiдповiдають першiй частинi курсу «Лiнiйна алгебра, який

вже бiльше двадцяти рокiв читається у другому семестрi першого курсу

для студентiв спецiальностей «Математика» i «Прикладна математика» (а

зараз ще i «Середня освiта") на факультетi математики i iнформатики

Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В. Н. Каразiна. Першi

шiсть роздiлiв мiстять теоретичний матерiал з тем «Лiнiйнi простори",

«Алгебра матриць», «Системи лiнiйних рiвнянь», «Лiнiйнi оператори у

скiнченновимiрних лiнiйних просторах», «Простори Евклiда», «Лiнiйнi

оператори в евклiдових просторах». Сьомий роздiл – практичний, вiн

складається з деяких типових задач з повними розв’язками. Першi

практичнi заняття курсу традицiйно присвяченi вивченню визначникiв, але

з цiєї теми вже є посiбники, якi мiстять всi необхiднi матерiали. Тому цю

тему не включено до роздiлу "Типовi вправи". Так само до посiбника

не включенi задачi, якi вiдповiдають роздiлам «Евклiдовi простори» та

«Лiнiйнi оператори в евклiдових просторах», тому що цi задачi, зазвичай,

розв’язуються вже у другiй частинi курсу «Лiнiйна алгебра» на другому

курсi.

Автори глибоко вдячнi доценту кафедри фундаментальної математики

факультету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна Є. О. Каролiнському за цiннi зауваження

i пропозицiї, якi покращили текст посiбника.
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Роздiл 1

Лiнiйнi простори

1.1 Означення лiнiйного простору

Означення 1.1. Нехай заданi довiльне поле 𝐹 i непорожня множина

𝐿 ̸= ∅, i нехай виконуються наступнi твердження.
I. На множинi 𝐿 задана бiнарна операцiя+ : 𝐿×𝐿→ 𝐿, яка називається

додаванням, i ця операцiя має наступнi властивостi.

1. Асоцiативнiсть: для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 виконується (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =

𝑎+ (𝑏+ 𝑐).

2. Комутативнiсть: для довiльних 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 виконується 𝑎+ 𝑏 = 𝑏+ 𝑎.

3. Iснує нейтральний елемент за додаванням: iснує 0 ∈ 𝐿, такий, що

для довiльного 𝑎 ∈ 𝐿 виконується 𝑎+ 0 = 𝑎.

4. У кожного елемента 𝐿 iснує обернений за додаванням (його

називають протилежним): для довiльного 𝑎 ∈ 𝐿 iснує 𝑏 ∈ 𝐿, такий, що

𝑎+ 𝑏 = 0.

II. Задане вiдображення · : 𝐹 ×𝐿→ 𝐿, яке називається множенням на

скаляр, i це вiдображення має наступнi властивостi.

5. Для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 i 𝑥 ∈ 𝐿 виконується 𝛼 · (𝛽 · 𝑥) = (𝛼𝛽) · 𝑥 (тут
𝛼𝛽 – добуток елементiв 𝛼 i 𝛽 в полi 𝐹 ).

6. Для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 i 𝑥 ∈ 𝐿 виконується (𝛼+𝛽) ·𝑥 = 𝛼 ·𝑥+𝛽 ·𝑥.
7. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 i 𝛼 ∈ 𝐹 виконується 𝛼 · (𝑥+ 𝑦) = 𝛼 · 𝑥+𝛼 · 𝑦.
8. Для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується 1 ·𝑥 = 𝑥 (тут 1 ∈ 𝐹 – нейтральний

елемент поля 𝐹 за множенням).

Тодi множина 𝐿 iз заданими операцiями додавання i множення на

скаляр називається лiнiйним (або векторним) простором над полем

𝐹.

Елементи лiнiйного простору 𝐿 називають векторами, а елементи

поля 𝐹 – скалярами (або числами). Нейтральний елемент простору 𝐿 за
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додаванням (ми його позначаємо 0) називають нульовим вектором.

Ми спочатку доведемо деякi наслiдки з аксiом лiнiйного простору, а

потiм наведемо приклади.

Наслiдок 1.2. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹. Нехай 0 ∈ 𝐹

– нейтральний елемент поля за додаванням, i задано довiльний елемент

𝑥 ∈ 𝐿. Тодi виконується рiвнiсть 0 · 𝑥 = 0.

Доведення. Ми маємо

0 · 𝑥 = (0 + 0) · 𝑥 = 0 · 𝑥+ 0 · 𝑥. (*)

Оскiльки 0 · 𝑥 ∈ 𝐿, то iснує 𝑦 ∈ 𝐿, такий що 0 · 𝑥+ 𝑦 = 0. Додамо вектор 𝑦

до обох частин рiвностi (*). Ми маємо 0 = 0 · 𝑥 + 𝑦 = (0 · 𝑥 + 0 · 𝑥) + 𝑦 =

0 · 𝑥+ (0 · 𝑥+ 𝑦) = 0 · 𝑥+ 0 = 0 · 𝑥. Тобто 0 · 𝑥 = 0. 2

Наслiдок 1.3. Нехай 𝛼 ∈ 𝐹 – довiльний елемент поля. Тодi

виконується рiвнiсть 𝛼 · 0 = 0.

Доведiть цю властивiсть самостiйно.

Наслiдок 1.4. Якщо для деяких 𝛼 ∈ 𝐹 i 𝑥 ∈ 𝐿 виконується 𝛼 · 𝑥 = 0,

то 𝛼 = 0 або 𝑥 = 0.

Доведення. Припустимо, що 𝛼 ̸= 0. Треба довести, що тодi 𝑥 = 0.

З того, що 𝛼 ̸= 0, випливає (аксiома поля), що iснує такий 𝛼−1 ∈ 𝐹, що

𝛼−1𝛼 = 1. Тому ми маємо 0 = 𝛼−1 ·0 = 𝛼−1 · (𝛼 ·𝑥) = (𝛼−1𝛼) ·𝑥 = 1 ·𝑥 = 𝑥.

Тобто 𝑥 = 0. 2

Наслiдок 1.5 (єдинiсть нульового вектора). Нехай iснує 01 ∈ 𝐿,

такий, що для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується 𝑥+ 01 = 𝑥. Тодi 01 = 0.

Доведення. Ми маємо 01 = 01 + 0 = 0 + 01 = 0. Перша рiвнiсть

випливає з означення вектора 0, остання – вектора 01. 2

Наслiдок 1.6 (єдинiсть протилежного вектора). Нехай 𝑥 ∈ 𝐿 –

довiльний вектор. Нехай є два вектори 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿, такi, що 𝑥 + 𝑦 = 0 i

𝑥+ 𝑧 = 0. Тодi 𝑦 = 𝑧.
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Доведення. Ми маємо 𝑧 = 𝑧+0 = 𝑧+(𝑥+𝑦) = (𝑧+𝑥)+𝑦 = (𝑥+𝑧)+𝑦 =

0+ 𝑦 = 𝑦. 2

Наслiдок 1.7. Нехай −1 ∈ 𝐹 – такий елемент поля 𝐹 , що (−1)+1 =

0, i нехай 𝑥 ∈ 𝐿 – довiльний вектор. Тодi протилежним до вектора 𝑥 є

вектор (−1) · 𝑥.

Доведення. Ми маємо (−1) · 𝑥+ 𝑥 = (−1) · 𝑥+ 1 · 𝑥 = ((−1) + 1) · 𝑥 =

0 · 𝑥 = 0. Тобто вектор (−1) · 𝑥 є протилежним для 𝑥, а ми вже довели

єдинiсть протилежного. 2

Вiдзначимо, що, як i при множеннi чисел, крапку як знак множення у

випадку множення скаляра на вектор часто опускають i пишуть 𝛼𝑥 замiсть

𝛼 · 𝑥.

Приклад 1.8. В певному сенсi головний приклад лiнiйного простору

для нашого курсу. Пiзнiше, в теоремi 4.2, ми пояснимо, чому цей приклад

є таким важливим. Нехай 𝐹 – довiльне поле i 𝑛 ∈ N. Розглянемо множину

𝐹 𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

тобто множину стовпцiв висоти 𝑛, елементами яких є скаляри iз поля

𝐹. На множинi 𝐹 𝑛 задамо операцiї додавання i множення на елементи 𝐹

наступним чином: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

𝛽2
...

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1 + 𝛽1

𝛼2 + 𝛽2
...

𝛼𝑛 + 𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
i

𝜆 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆𝛼1

𝜆𝛼2

...

𝜆𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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для довiльних 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, 𝜆 ∈ 𝐹. Тобто додавання стовпцiв

i множення стовпця на скаляр проводиться покоординатно.

Перевiрте, що множина 𝐹 𝑛 iз заданими операцiями додавання i

множення на скаляри з 𝐹 є лiнiйним простором над полем 𝐹 .

Приклад 1.9. Розглянемо множину дiйсних неперервних функцiй на

вiдрiзку: 𝐶[0, 1] = {𝑓 : [0, 1] → R : 𝑓 − неперервна функцiя}. На
цiй множинi розглянемо звичайнi операцiї додавання функцiй i множення

функцiй на дiйснi числа. Перевiрте, що множина 𝐶[0, 1] iз заданими

операцiями додавання i множення на скаляри з R є лiнiйним простором

над полем R.

Приклад 1.10. Нехай 𝐹 – довiльне поле. Розглянемо множину 𝐹 [𝑥]

многочленiв вiд змiнної 𝑥 над полем 𝐹 . На цiй множинi розглянемо

звичайнi операцiї додавання многочленiв i множення многочленiв на

скаляри з поля 𝐹 . Перевiрте, що множина 𝐹 [𝑥] iз заданими операцiями

додавання i множення на скаляри з 𝐹 є лiнiйним простором над полем 𝐹 .

Приклад 1.11. Нехай 𝐹 – довiльне поле i 𝑛 ∈ N. Розглянемо множину
𝐹𝑛[𝑥] = {𝑃 ∈ 𝐹 [𝑥] : deg𝑃 6 𝑛} многочленiв вiд змiнної 𝑥 над полем

𝐹 зi степенями, не бiльшими за 𝑛. На цiй множинi розглянемо звичайнi

операцiї додавання многочленiв i множення многочленiв на скаляри з поля

𝐹 . Перевiрте, що множина 𝐹𝑛[𝑥] iз заданими операцiями додавання i

множення на скаляри з 𝐹 є лiнiйним простором над полем 𝐹 .

Означення 1.12. Нехай 𝐿1 i 𝐿2 – два лiнiйнi простори над одним i

тим самим полем 𝐹. Бiєктивне вiдображення 𝑇 : 𝐿1 → 𝐿2 називається

iзоморфiзмом просторiв 𝐿1 i 𝐿2, якщо для довiльних векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿1 i

довiльних скалярiв 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 виконується 𝑇 (𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼𝑇 (𝑥) + 𝛽𝑇 (𝑦).

Вправа 1.13. Нехай 𝐿1 i 𝐿2 – два лiнiйнi простори над полем 𝐹,

𝑇 : 𝐿1 → 𝐿2 – iзоморфiзм. Оскiльки 𝑇 – бiєктивне вiдображення,

то iснує обернене вiдображення 𝑇−1 : 𝐿2 → 𝐿1. Доведiть, що обернене

вiдображення 𝑇−1 має наступну властивiсть: для довiльних векторiв 𝑢, 𝑣 ∈
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𝐿2 i довiльних скалярiв 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 виконується 𝑇−1(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝑇−1(𝑢) +

𝛽𝑇−1(𝑣). Тобто обернене вiдображення 𝑇−1 також є iзоморфiзмом.

Означення 1.14. Два лiнiйнi простори 𝐿1 i 𝐿2 над полем 𝐹

називаються iзоморфними, якщо iснує iзоморфiзм 𝑇 : 𝐿1 → 𝐿2.

Приклад 1.15. Нехай 𝐹 – довiльне поле i 𝑛 ∈ N. Нехай 𝐿1 = 𝐹𝑛[𝑥] i

𝐿2 = 𝐹 𝑛+1. Розглянемо вiдображення 𝑇 : 𝐿1 → 𝐿2, таке, що

𝑇 (𝑎0 + 𝑎1𝑥+ . . .+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎0

𝑎1
...

𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐹.

Перевiрте, що вiдображення 𝑇 є iзоморфiзмом просторiв 𝐿1 i 𝐿2, тобто цi

два простори є iзоморфними.

1.2 Лiнiйно незалежнi та лiнiйно залежнi системи векторiв

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 .

Означення 1.16. Нехай заданi довiльне 𝑛 ∈ N, довiльна система з 𝑛
векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 i довiльна система з 𝑛 скалярiв 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈
𝐹. Вектор 𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2+. . .+𝛼𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐿 називається лiнiйною комбiнацiєю

векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 з коефiцiєнтами 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛. У випадку, коли 𝛼1 =

𝛼2 = . . . = 𝛼𝑛 = 0, лiнiйна комбiнацiя називається тривiальною (вона

дорiвнює нульовому вектору 0).

Означення 1.17. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 називається

лiнiйно незалежною, коли з того, що їхня лiнiйна комбiнацiя дорiвнює

нульовому вектору, випливає, що ця лiнiйна комбiнацiя є тривiальною:

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 ⇒ 𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑛 = 0.

Тобто система векторiв є лiнiйно незалежною, коли ТIЛЬКИ

тривiальна їхня лiнiйна комбiнацiя дорiвнює нульовому вектору (якщо

лiнiйна комбiнацiя є нетривiальною, тобто якщо хоча б один з коефiцiєнтiв

не дорiвнює нулю, то лiнiйна комбiнацiя не дорiвнює нульовому вектору).
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Зауваження 1.18. Iз означення випливає, що порожня система

векторiв (яка не мiстить жодного вектора) є лiнiйно незалежною.

Означення 1.19. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 називається

лiнiйно залежною, коли вона не є лiнiйно незалежною, тобто коли iснує

нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих векторiв, яка дорiвнює нульовому

вектору: 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . . + 𝛽𝑛𝑥𝑛 = 0, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 ∈ 𝐹, причому iснує

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, такий, що 𝛽𝑗 ̸= 0.

Твердження 1.20. Система з одного вектора 𝑥 ∈ 𝐿 є лiнiйно

незалежною тодi i тiльки тодi, коли цей вектор є ненульовим: 𝑥 ̸= 0.

Доведення. Якщо 𝑥 = 0, то ця система iз одного вектора є лiнiйно

залежною, тому що iснує нетривiальна лiнiйна комбiнацiя, яка дорiвнює

нульовому вектору: 1 · 𝑥 = 0. Якщо 𝑥 ̸= 0, то ця система iз одного вектора

є лiнiйно незалежною, тому що, як було доведено, 𝛼𝑥 = 0, 𝑥 ̸= 0 ⇒ 𝛼 = 0.

2

Твердження 1.21. Якщо система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿

є лiнiйно незалежною, то жоден з цих векторiв не є нульовим:

для довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 виконується 𝑥𝑗 ̸= 0. Еквiвалентно,

якщо система векторiв мiстить нульовий вектор, то вона є лiнiйно

залежною.

Доведення. Нехай iснує таке 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, що 𝑥𝑗 = 0. Тодi iснує

нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих векторiв, яка дорiвнює нульовому

вектору, а саме 0 ·𝑥1+0 ·𝑥2+ . . .+0 ·𝑥𝑗−1+1 ·𝑥𝑗 +0 ·𝑥𝑗+1+ . . .+0 ·𝑥𝑛 = 0.

Тобто ця система векторiв є лiнiйно залежною. 2

Твердження 1.22. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 є лiнiйно

залежною тодi i тiльки тодi, коли один з цих векторiв є лiнiйною

комбiнацiєю решти, тобто коли iснує таке 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 i такi скаляри

𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗+1, . . . , 𝛾𝑛 ∈ 𝐹, що виконується 𝑥𝑗 = 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + . . . +

𝛾𝑗−1𝑥𝑗−1 + 𝛾𝑗+1𝑥𝑗+1 + . . . + 𝛾𝑛𝑥𝑛 (в цьому випадку кажуть, що вектор 𝑥𝑗

виражається через решту векторiв).
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Доведення. За означенням, система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 є

лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли iснує нетривiальний набiр

скалярiв 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 ∈ 𝐹, тобто такий, що iснує 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, для

якого 𝛽𝑗 ̸= 0, а лiнiйна комбiнацiя векторiв з цими коефiцiєнтами дорiвнює

нульовому вектору: 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . . + 𝛽𝑛𝑥𝑛 = 0. Остання рiвнiсть є

еквiвалентною наступнiй 𝛽𝑗𝑥𝑗 = −𝛽1𝑥1− 𝛽2𝑥2− . . .− 𝛽𝑗−1𝑥𝑗−1− 𝛽𝑗+1𝑥𝑗+1−
. . .−𝛽𝑛𝑥𝑛. Оскiльки 𝛽𝑗 ̸= 0, то iснує елемент 𝛽−1

𝑗 ∈ 𝐹 такий, що 𝛽−1
𝑗 𝛽𝑗 = 1.

Тобто ми маємо: 𝛽−1
𝑗 𝛽𝑗𝑥𝑗 = −𝛽−1

𝑗 𝛽1𝑥1 − 𝛽−1
𝑗 𝛽2𝑥2 − . . . − 𝛽−1

𝑗 𝛽𝑗−1𝑥𝑗−1 −
𝛽−1
𝑗 𝛽𝑗+1𝑥𝑗+1 − . . . − 𝛽−1

𝑗 𝛽𝑛𝑥𝑛. Оскiльки 𝛽−1
𝑗 𝛽𝑗𝑥𝑗 = 1 · 𝑥𝑗 = 𝑥𝑗, то, вводячи

позначення 𝛾1 = −𝛽−1
𝑗 𝛽1, 𝛾2 = −𝛽−1

𝑗 𝛽2, . . . , 𝛾𝑗−1 = −𝛽−1
𝑗 𝛽𝑗−1, 𝛾𝑗+1 =

−𝛽−1
𝑗 𝛽𝑗+1, . . . , 𝛾𝑛 = −𝛽−1

𝑗 𝛽𝑛, ми маємо 𝑥𝑗 = 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + . . . + 𝛾𝑗−1𝑥𝑗−1 +

𝛾𝑗+1𝑥𝑗+1 + . . .+ 𝛾𝑛𝑥𝑛. 2

Твердження 1.23. Нехай система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 є

лiнiйно незалежною. Тодi для довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 система векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛 також є лiнiйно незалежною. Тобто якщо

iз лiнiйно незалежної системи векторiв прибрати довiльний вектор, то

нова система також буде лiнiйно незалежною.

Доведення. Для перевiрки лiнiйної незалежностi нової

системи векторiв розглянемо довiльну їх лiнiйну комбiнацiю,

яка дорiвнює нульовому вектору. Тобто нехай набiр скалярiв

𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗+1, . . . , 𝛾𝑛 ∈ 𝐹 є таким, що 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + . . . +

𝛾𝑗−1𝑥𝑗−1 + 𝛾𝑗+1𝑥𝑗+1 + . . . + 𝛾𝑛𝑥𝑛 = 0. Запишемо це у виглядi

𝛾1𝑥1+𝛾2𝑥2+ . . .+𝛾𝑗−1𝑥𝑗−1+0 ·𝑥𝑗+𝛾𝑗+1𝑥𝑗+1+ . . .+𝛾𝑛𝑥𝑛 = 0. Це є лiнiйною

комбiнацiєю початкової системи векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛,

яка за умовою є лiнiйно незалежною. Тому усi коефiцiєнти цiєї лiнiйної

комбiнацiї дорiвнюють нулю: 𝛾1 = 𝛾2 = . . . = 𝛾𝑗−1 = 0 = 𝛾𝑗+1 = . . . =

𝛾𝑛 = 0. Тобто 𝛾1 = 𝛾2 = . . . = 𝛾𝑗−1 = 𝛾𝑗+1 = . . . = 𝛾𝑛 = 0. Ми довели, що

система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛 є лiнiйно незалежною. 2

Твердження 1.24. Нехай система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿

є лiнiйно залежною. Тодi для довiльного 𝑦 ∈ 𝐿 система векторiв



16

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 також є лiнiйно залежною. Тобто якщо до лiнiйно

залежної системи векторiв додати довiльний вектор, то нова система

також буде лiнiйно залежною.

Доведiть цю властивiсть лiнiйно залежних систем векторiв самостiйно.

Задача 1.25. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем R, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 –

лiнiйно незалежна система векторiв. Доведiть, що система векторiв 𝑥 +

𝑦, 𝑥− 𝑦 ∈ 𝐿 також є лiнiйно незалежною.

1.3 Максимальнi лiнiйно незалежнi системи векторiв

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹.

Означення 1.26. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 називається

максимальною лiнiйно незалежною системою векторiв, якщо

виконуються наступнi двi властивостi:

1. Ця система векторiв є лiнiйно незалежною.

2. Для довiльного 𝑦 ∈ 𝐿 система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 є лiнiйно

залежною.

Тобто максимальна лiнiйно незалежна система векторiв є лiнiйно

незалежною, а при додаваннi довiльного вектора вона стає лiнiйно

залежною.

Означення 1.27. Лiнiйний простiр називається

скiнченновимiрним, якщо в ньому iснує скiнченна максимальна лiнiйно

незалежна система векторiв.

Означення 1.28. Максимальна лiнiйно незалежна система векторiв у

просторi 𝐿 називається базисом простору 𝐿.

Зауваження 1.29. Iз означення випливає, що порожня система

векторiв є базисом лiнiйного простору, який складається лише з нульового

вектора. Тобто якщо 𝐿 = {0}, то ∅ є базисом простору 𝐿. Тому нульовий

лiнiйний простiр 𝐿 = {0} є скiнченновимiрним, бо в ньому iснує скiнченна
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максимальна лiнiйно незалежна система векторiв (ця система мiстить нуль

векторiв).

Iз означення базису випливає наступне твердження.

Твердження 1.30. Нехай система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є базисом

лiнiйного простору 𝐿. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 iснує єдиний

впорядкований набiр чисел 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹, такий, що 𝑥 = 𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2+

. . .+ 𝛼𝑛𝑥𝑛.

Доведення. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є максимальною лiнiйно

незалежною системою в 𝐿, тобто ця система є лiнiйно незалежною, а

при додаваннi довiльного вектора вона стає лiнiйно залежною. Нехай 𝑥

– довiльний вектор простору 𝐿. Тодi 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥 є лiнiйно залежною

системою, тобто iснує її нетривiальна лiнiйна комбiнацiя, яка дорiвнює

нульовому вектору: 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛽𝑛+1𝑥 = 0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛+1 ∈ 𝐹,

i iснує 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1, такий, що 𝛽𝑗 ̸= 0. Якщо 𝛽𝑛+1 = 0, то

𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . . + 𝛽𝑛𝑥𝑛 = 0, звiдки 𝛽1 = 𝛽2 = . . . = 𝛽𝑛 = 0 iз лiнiйної

незалежностi системи 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Це суперечить нетривiальностi набору

𝛽1, . . . , 𝛽𝑛+1. Тому 𝛽𝑛+1 ̸= 0, i ми маємо 𝑥 = − 𝛽1
𝛽𝑛+1

𝑥1−
𝛽2
𝛽𝑛+1

𝑥2−. . .−
𝛽𝑛
𝛽𝑛+1

𝑥𝑛.

Позначаючи 𝛼𝑗 = − 𝛽𝑗
𝛽𝑛+1

для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, ми отримуємо потрiбне

зображення.

Доведемо єдинiсть. Нехай для деякого вектора 𝑥 ∈ 𝐿 iснують два

зображення у виглядi лiнiйних комбiнацiй векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 : 𝑥 =

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 i 𝑥 = 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑛𝑥𝑛. Тодi 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +

. . .+𝛼𝑛𝑥𝑛 = 𝛾1𝑥1+ 𝛾2𝑥2+ . . .+ 𝛾𝑛𝑥𝑛, тобто (𝛼1− 𝛾1)𝑥1+(𝛼2− 𝛾2)𝑥2+ . . .+

(𝛼𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 = 0. Iз лiнiйної незалежностi системи 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 отримуємо

𝛼1 − 𝛾1 = 𝛼2 − 𝛾2 = . . . = 𝛼𝑛 − 𝛾𝑛 = 0, тобто 𝛼1 = 𝛾1, 𝛼2 = 𝛾2, . . . , 𝛼𝑛 = 𝛾𝑛.

2

Доведiть самостiйно обернене твердження.

Твердження 1.31. Нехай задана система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈
𝐿. Припустимо, що для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 iснує єдиний впорядкований
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набiр чисел 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹, такий, що 𝑥 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . . + 𝛼𝑛𝑥𝑛.

Тодi система 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є базисом простору 𝐿.

Наступна лема вiдiграватиме фундаментальну роль у подальшому.

Лема 1.32 (Гаусс). Нехай заданi довiльне 𝑛 ∈ N i довiльна система

з 𝑛 векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿. Нехай заданi 𝑛 + 1 векторiв простору

𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐿, кожен з яких є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 :

𝑦1 = 𝛾11𝑥1 + 𝛾12𝑥2 + . . .+ 𝛾1𝑛𝑥𝑛

𝑦2 = 𝛾21𝑥1 + 𝛾22𝑥2 + . . .+ 𝛾2𝑛𝑥𝑛
...

𝑦𝑛 = 𝛾𝑛1𝑥1 + 𝛾𝑛2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑛𝑛𝑥𝑛

𝑦𝑛+1 = 𝛾𝑛+1,1𝑥1 + 𝛾𝑛+1,2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑛+1,𝑛𝑥𝑛.

Тут 𝛾𝑖𝑗 ∈ 𝐹, 1 6 𝑖 6 𝑛 + 1, 1 6 𝑗 6 𝑛 – довiльнi скаляри. Тодi система

векторiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 є лiнiйно залежною.

Доведення. Ми будемо проводити доведення iндукцiєю за 𝑛.

1. База iндукцiї 𝑛 = 1. Тобто заданий вектор 𝑥 ∈ 𝐿 i два вектори 𝑦1, 𝑦2,

якi є його лiнiйними комбiнацiями: 𝑦1 = 𝛼𝑥, 𝑦2 = 𝛽𝑥, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹. Якщо 𝛼 =

0, то 𝑦1 = 0, i система 𝑦1, 𝑦2 є лiнiйно залежною. Якщо 𝛼 ̸= 0, то iснує 𝛼−1 ∈
𝐹, таке, що 𝛼−1𝛼 = 1. Тодi розглянемо нетривiальну лiнiйну комбiнацiю

векторiв 𝑦1, 𝑦2 : −𝛽𝛼−1𝑦1 + 1 · 𝑦2 = −𝛽𝛼−1𝛼𝑥 + 1 · 𝛽𝑥 = −𝛽𝑥 + 𝛽𝑥 = 0.

Ми знайшли нетривiальну лiнiйну комбiнацiю векторiв 𝑦1, 𝑦2, яка дорiвнює

нульовому вектору. Тому система векторiв 𝑦1, 𝑦2 є лiнiйно залежною. Базу

iндукцiї доведено.

2. Iндуктивний перехiд. Нехай твердження леми є доведеним для

довiльних 𝑛−1 вектора (𝑛 = 2, 3, . . .). Доведемо твердження для довiльних

𝑛 векторiв. Нехай заданi довiльнi 𝑛 векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿. Нехай

заданi 𝑛 + 1 векторiв простору 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐿, кожен з яких є

лiнiйною комбiнацiєю векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 :

𝑦1 = 𝛾11𝑥1 + 𝛾12𝑥2 + . . .+ 𝛾1𝑛𝑥𝑛
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𝑦2 = 𝛾21𝑥1 + 𝛾22𝑥2 + . . .+ 𝛾2𝑛𝑥𝑛

...

𝑦𝑛 = 𝛾𝑛1𝑥1 + 𝛾𝑛2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑛𝑛𝑥𝑛

𝑦𝑛+1 = 𝛾𝑛+1,1𝑥1 + 𝛾𝑛+1,2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑛+1,𝑛𝑥𝑛.

Якщо 𝛾11 = 𝛾21 = . . . = 𝛾𝑛+1,1 = 0, то 𝑛 векторiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 є

лiнiйними комбiнацiями 𝑛− 1 вектора 𝑥2, 𝑥3 . . . , 𝑥𝑛. Тобто, за iндуктивним

припущенням, вектори 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 є лiнiйно залежними, звiдки вектори

𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 є лiнiйно залежними.

Припустимо тепер, що серед чисел 𝛾11, 𝛾21, . . . , 𝛾𝑛+1,1 є принаймнi одне,

яке не дорiвнює нулю. Не зменшуючи загальностi, ми припустимо, що

𝛾11 ̸= 0.

Ми будемо множити перше рiвняння на числа i додавати до усiх

наступних рiвнянь так, щоб в отриманих сумах рiвнянь не було вектора

𝑥1. Розглянемо довiльне 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛+ 1 i обчислимо

𝑦𝑗 − 𝛾𝑗1𝛾
−1
11 𝑦1 = 𝛾𝑗1𝑥1 + 𝛾𝑗2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑗1𝑛𝑥𝑛−

𝛾𝑗1𝛾
−1
11 (𝛾11𝑥1 + 𝛾12𝑥2 + . . .+ 𝛾1𝑛𝑥𝑛).

Зводячи подiбнi, ми отримуємо

𝑦𝑗 − 𝛾𝑗1𝛾
−1
11 𝑦1 = (𝛾𝑗2 − 𝛾𝑗1𝛾

−1
11 𝛾12)𝑥2 + (𝛾𝑗3 − 𝛾𝑗1𝛾

−1
11 𝛾13)𝑥3

+ . . .+ (𝛾𝑗𝑛 − 𝛾𝑗1𝛾
−1
11 𝛾1𝑛)𝑥𝑛 =: 𝛿𝑗2𝑥2 + 𝛿𝑗3𝑥3 + . . .+ 𝛿𝑗𝑛𝑥𝑛

(в останнiй рiвностi ми використовуємо позначення 𝛿𝑗𝑘 = 𝛾𝑗𝑘 − 𝛾𝑗1𝛾
−1
11 𝛾1𝑘 ∈

𝐹, 𝑗 = 2, 3 . . . , 𝑛+1, 𝑘 = 2, 3, . . . , 𝑛). Тобто ми отримали такi новi рiвняння

𝑦2 − 𝛾21𝛾
−1
11 𝑦1 = 𝛿22𝑥2 + 𝛿23𝑥3 + . . .+ 𝛿2𝑛𝑥𝑛

𝑦3 − 𝛾31𝛾
−1
11 𝑦1 = 𝛿32𝑥2 + 𝛿33𝑥3 + . . .+ 𝛿3𝑛𝑥𝑛

...

𝑦𝑛+1 − 𝛾𝑛+1,1𝛾
−1
11 𝑦1 = 𝛿𝑛+1,2𝑥2 + 𝛿𝑛+1,3𝑥3 + . . .+ 𝛿𝑛+1,𝑛𝑥𝑛.

Таким чином, ми отримали набiр з 𝑛 векторiв 𝑦2 − 𝛾21𝛾
−1
11 𝑦1, 𝑦3 −

𝛾31𝛾
−1
11 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛+1 − 𝛾𝑛+1,1𝛾

−1
11 𝑦1, кожен з яких є лiнiйною комбiнацiєю
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𝑛 − 1 вектора 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛. За iндуктивним припущенням, 𝑛 векторiв

𝑦2 − 𝛾21𝛾
−1
11 𝑦1, 𝑦3 − 𝛾31𝛾

−1
11 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛+1 − 𝛾𝑛+1,1𝛾

−1
11 𝑦1 є лiнiйно залежними.

Тому iснує нетривiальний набiр чисел 𝛽2, 𝛽3, . . . , 𝛽𝑛+1 ∈ 𝐹 , тобто такий,

що для деякого 𝑘 = 2, 3, . . . , 𝑛 + 1 виконується 𝛽𝑘 ̸= 0, i при цьому

𝛽2(𝑦2 − 𝛾21𝛾
−1
11 𝑦1) + 𝛽3(𝑦3 − 𝛾31𝛾

−1
11 𝑦1) + . . . + 𝛽𝑛+1(𝑦𝑛+1 − 𝛾𝑛+1,1𝛾

−1
11 𝑦1) = 0.

Зводячи подiбнi в останнiй рiвностi i позначаючи вiдповiдний коефiцiєнт

при 𝑦1 через 𝛼, ми отримуємо

𝛼𝑦1 + 𝛽2𝑦2 + 𝛽3𝑦3 + . . .+ 𝛽𝑛+1𝑦𝑛+1 = 0.

Ми отримали нетривiальну лiнiйну комбiнацiю векторiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1,

яка дорiвнює нульовому вектору. Тому система векторiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1

є лiнiйно залежною. 2

Наслiдок 1.33. Нехай задана лiнiйно незалежна система векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 i базис 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 ∈ 𝐿, 𝑛,𝑚 ∈ N. Тодi 𝑛 6 𝑚.

Тобто кiлькiсть векторiв в довiльнiй лiнiйно незалежнiй системi не може

бути бiльшою, нiж в базисi.

Доведення. Система векторiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 є максимальною

лiнiйно незалежною, зокрема для довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 система

𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, 𝑥𝑗 є лiнiйно залежною. Тому iснує нетривiальний набiр чисел

𝛽1𝑗, 𝛽2𝑗, . . . , 𝛽𝑚𝑗, 𝛽𝑚+1,𝑗 ∈ 𝐹 , тобто такий, що для деякого 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚+1

виконується 𝛽𝑘𝑗 ̸= 0, i при цьому 𝛽1𝑗𝑦1+𝛽2𝑗𝑦2+ . . .+𝛽𝑚𝑗𝑦𝑚+𝛽𝑚+1,𝑗𝑥𝑗 = 0.

Якщо 𝛽𝑚+1,𝑗 = 0, то ми маємо лiнiйну комбiнацiю векторiв

𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, яка дорiвнює нульовому вектору: 𝛽1𝑗𝑦1+𝛽2𝑗𝑦2+. . .+𝛽𝑚𝑗𝑦𝑚 =

0.Оскiльки вектори 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 є лiнiйно незалежними, то всi коефiцiєнти

дорiвнюють нулю: 𝛽1𝑗 = 𝛽2𝑗 = . . . = 𝛽𝑚𝑗 = 0 i 𝛽𝑚+1,𝑗 = 0. Це є протирiччям

з нетривiальнiстю набору 𝛽1𝑗, 𝛽2𝑗, . . . , 𝛽𝑚𝑗, 𝛽𝑚+1,𝑗. Тому 𝛽𝑚+1,𝑗 ̸= 0, i iснує

такий 𝛽−1
𝑚+1,𝑗 ∈ 𝐹, що 𝛽−1

𝑚+1,𝑗𝛽𝑚+1,𝑗 = 1. Для довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 ми

маємо

𝛽𝑚+1,𝑗𝑥𝑗 = −𝛽1𝑗𝑦1 − 𝛽2𝑗𝑦2 − . . .− 𝛽𝑚𝑗𝑦𝑚,
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або

𝑥𝑗 = −𝛽−1
𝑚+1,𝑗𝛽1𝑗𝑦1 − 𝛽−1

𝑚+1,𝑗𝛽2𝑗𝑦2 − . . .− 𝛽−1
𝑚+1,𝑗𝛽𝑚𝑗𝑦𝑚.

Тому кожен iз векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚. Якщо 𝑛 > 𝑚, то за лемою 1.32 ми отримуємо, що система

векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є лiнiйно залежною. Але за умовою система векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є лiнiйно незалежною, звiдки 𝑛 6 𝑚. 2

Наслiдок 1.34. Якщо 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿 i 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 ∈ 𝐿, де 𝑛,𝑚 ∈
N, – два базиси, то 𝑛 = 𝑚.

Доведiть цей наслiдок самостiйно.

Ми бачимо, що кiлькiсть векторiв у максимальнiй лiнiйно незалежнiй

системi векторiв є iнварiантом простору (однакова в усiх таких системах).

Означення 1.35. Кiлькiсть векторiв в максимальнiй лiнiйно

незалежнiй системi простору 𝐿 називається розмiрнiстю простору 𝐿

i позначається dim𝐿. Позначення походить вiд англiйського dimension –

розмiрнiсть.

Зауваження 1.36. Для нульового лiнiйного простору 𝐿 = {0}
виконується dim𝐿 = 0.

Приклад 1.37. Нехай 𝐹 – довiльне поле, 𝑛 ∈ N – довiльне натуральне

число. Розглянемо лiнiйний простiр 𝐹 𝑛 i в ньому наступний набiр з 𝑛

векторiв:

𝑒1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, . . . , 𝑒𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 у вектора 𝑒𝑗 координата з номером 𝑗 дорiвнює

одиницi, iншi координати дорiвнюють нулю).

Ми доведемо, що система векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 є базисом простору 𝐹 𝑛,

тобто dim𝐹 𝑛 = 𝑛.
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Перевiримо лiнiйну незалежнiсть цiєї системи. Нехай

𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑒𝑛 = 0,

де 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹. Маємо

𝛼1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ 𝛼2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ . . .+ 𝛼𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛−1

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

звiдки маємо 𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑛 = 0. Тобто система векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛

є лiнiйно незалежною.

Перевiримо, що система векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 є максимальною лiнiйно

незалежною системою. Нехай 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝐹 𝑛 – довiльний вектор

простору (𝑥𝑗 ∈ 𝐹 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛). Перевiримо, що система векторiв

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, 𝑥 є лiнiйно залежною. Дiйсно, ми маємо нетривiальну лiнiйну

комбiнацiю цих векторiв, яка дорiвнює нульовому вектору, а саме

1 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− 𝑥1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− 𝑥2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− . . .− 𝑥𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Таким чином, система векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 є базисом простору 𝐹 𝑛, тобто

dim𝐹 𝑛 = 𝑛.

Задача 1.38. Нехай 𝐹 – довiльне поле, 𝑛 ∈ N – довiльне натуральне

число. Розглянемо лiнiйний простiр 𝐹 𝑛 i в ньому наступний набiр з 𝑛

векторiв:
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𝑢1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑢2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑢3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. . . , 𝑢𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

1
...

1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 у вектора 𝑢𝑗 першi 𝑗 координат дорiвнюють

одиницi, iншi координати дорiвнюють нулю).

Доведiть, що система векторiв 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 є базисом простору 𝐹 𝑛.

Приклад 1.39. Розглянемо лiнiйний простiр 𝐿 = R[𝑥] дiйсних

многочленiв вiд змiнної 𝑥. Розглянемо нескiнченну систему векторiв

(𝑥𝑘)∞𝑘=0 в цьому просторi. Тодi для довiльного 𝑛 ∈ N скiнченна система

векторiв (𝑥𝑘)𝑛𝑘=0 простору 𝐿 є лiнiйно незалежною (перевiрте це!). Тому в

цьому просторi немає скiнченної максимальної лiнiйно незалежної системи

векторiв, цей простiр не є скiнченновимiрним (кажуть, що розмiрнiсть

простору R[𝑥] дорiвнює нескiнченностi).

Теорема 1.40 (про доповнення лiнiйно незалежної системи векторiв

до базису простору). Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , 𝑛 =

dim𝐿 ∈ N, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿 – лiнiйно незалежна система векторiв,

при цьому 𝑚 < 𝑛. Тодi iснують вектори 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿, такi, що

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . , 𝑥𝑛 є базисом простору 𝐿.

Доведення. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 є лiнiйно незалежною,

але вона не є максимальною лiнiйно незалежною системою, бо кожна

максимальна лiнiйно незалежна система векторiв в 𝐿 мiстить 𝑛 векторiв,

а 𝑚 < 𝑛. Тому iснує вектор 𝑥𝑚+1 ∈ 𝐿, такий що система векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1 є лiнiйно незалежною. Мiркуючи аналогiчно, ми

оберемо потрiбнi вектори 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . , 𝑥𝑛. 2

Доведiть самостiйно наступне просте твердження.
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Твердження 1.41. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , 𝑛 =

dim𝐿 ∈ N, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿 – лiнiйно незалежна система векторiв, 𝑚 <

𝑛. Нехай 𝑥 /∈ Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}. Тодi система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑥 є

лiнiйно незалежною.

1.4 Пiдпростори лiнiйного простору

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹.

Означення 1.42. Непорожня пiдмножина простору 𝑈 ⊂ 𝐿, 𝑈 ̸= ∅,
називається лiнiйним пiдпростором простору 𝐿, якщо 𝑈 є лiнiйним

простором з введеними в 𝐿 операцiями додавання i множення на скаляр.

Той факт, що 𝑈 є лiнiйним пiдпростором 𝐿, ми будемо позначати так:

𝑈 < 𝐿.

Твердження 1.43. Нехай 𝑈 ⊂ 𝐿, 𝑈 ̸= ∅. Множина 𝑈 є лiнiйним

пiдпростором простору 𝐿 тодi i тiльки тодi, коли виконуються двi

властивостi:

1. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 виконується 𝑥+ 𝑦 ∈ 𝑈.

2. Для довiльних 𝑥 ∈ 𝑈 i 𝜆 ∈ 𝐹 виконується 𝜆𝑥 ∈ 𝑈.

Доведення. Якщо 𝑈 є лiнiйним пiдпростором 𝐿, то 𝑈 є лiнiйним

простором над полем 𝐹, тому на 𝑈 заданi операцiї додавання i множення

на скаляри з 𝐹, тобто властивостi 1 i 2 виконуються.

Треба довести обернене твердження. Нехай 𝑈 ⊂ 𝐿, 𝑈 ̸= ∅, i нехай
виконуються властивостi 1 i 2.

Властивiсть 1 означає, що на 𝑈 задана операцiя додавання (тобто що

та операцiя додавання, яка задана на множинi 𝐿, є заданою i на 𝑈 : сума

векторiв з 𝑈 належить до 𝑈). Оскiльки операцiя додавання є асоцiативною

i комутативною на всiй множинi 𝐿, то вона, зокрема, є асоцiативною i

комутативною на множинi 𝑈 . Оскiльки 𝑈 ̸= ∅, то iснує вектор 𝑧 ∈ 𝑈. Тодi

0 ·𝑧 = 0 ∈ 𝑈, тобто, iз властивостi 2, нульовий вектор належить до 𝑈. Крiм

того, для довiльного 𝑦 ∈ 𝑈 маємо (−1) · 𝑦 ∈ 𝑈, тобто протилежний вектор
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до кожного вектора 𝑈 належить 𝑈. Виконуються всi потрiбнi властивостi

додавання.

Властивiсть 2 означає, що на 𝑈 задана операцiя множення векторiв на

скаляри з поля 𝐹.

Усi 4 аксiоми множення вектора на скаляр виконуються для довiльних

векторiв з 𝐿 i довiльних скалярiв з 𝐹, зокрема вони виконуються для

довiльних векторiв з 𝑈 i довiльних скалярiв з 𝐹. Тому множина 𝑈 сама

є лiнiйним простором над полем 𝐹 вiдносно операцiй, якi є введеними в 𝐿.

2

Зауваження 1.44. Твердження 1.43 можна сформулювати

еквiвалентним чином. Нехай 𝑈 ⊂ 𝐿, 𝑈 ̸= ∅. Множина 𝑈 є лiнiйним

пiдпростором простору 𝐿 тодi i тiльки тодi, коли для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 i

довiльних 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐹 виконується 𝜆𝑥+ 𝜇𝑦 ∈ 𝑈.

В подальшому ми будемо використовувати наступне просте

твердження.

Твердження 1.45. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, dim𝐿 =

𝑛 ∈ N. Нехай 𝑈 < 𝐿 i виконується dim𝑈 = dim𝐿. Тодi 𝑈 = 𝐿.

Доведення. Нам дано, що 𝑈 ⊂ 𝐿, треба довести обернене включення.

За умовою dim𝑈 = 𝑛, оберемо якийсь базис пiдпростору 𝑈. Нехай

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑈 – базис 𝑈. Оскiльки 𝑈 ⊂ 𝐿, система векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛

належить до 𝐿. Оскiльки ця система є лiнiйно незалежною i складається з

𝑛 векторiв, а 𝑛 = dim𝐿, то 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – базис 𝐿. Нехай 𝑥 ∈ 𝐿 – довiльний

вектор простору 𝐿. Цей вектор можна розкласти за базисом, тобто iснують

скаляри 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹, такi що 𝑥 = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒𝑛. Але

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑈, а 𝑈 є лiнiйним простором, тому лiнiйна комбiнацiя

векторiв з 𝑈 належить до 𝑈, тобто 𝑥 = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝑈.

Ми довели, що 𝐿 ⊂ 𝑈, звiдки 𝑈 = 𝐿. 2
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1.5 Лiнiйна оболонка системи векторiв

Як завжди, у нас 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹. Нехай 𝑚 ∈ N i

заданi вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿.

Означення 1.46. Лiнiйною оболонкою векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚

називається множина

Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} = {𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑚𝑥𝑚 : 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ 𝐹}.

Тобто лiнiйна оболонка системи векторiв – це множина лiнiйних

комбiнацiй цих векторiв.

Твердження 1.47. Нехай заданi вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿.

Тодi Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} < 𝐿, тобто Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} є лiнiйним

пiдпростором 𝐿.

Доведення. 1. Нехай заданi довiльнi вектори 𝑦, 𝑧 ∈
Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}. Тодi iснують два набори скалярiв 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ 𝐹

i 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚 ∈ 𝐹, такi, що виконується 𝑦 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . . + 𝛼𝑚𝑥𝑚,

𝑧 = 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑚𝑥𝑚. Звiдси маємо

𝑦 + 𝑧 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑚𝑥𝑚 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑚𝑥𝑚

= (𝛼1 + 𝛽1)𝑥1 + (𝛼2 + 𝛽2)𝑥2 + . . .+ (𝛼𝑚 + 𝛽𝑚)𝑥𝑚

∈ Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}.

2. Нехай заданi довiльнi 𝑦 ∈ Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} i 𝜆 ∈ 𝐹. Тодi iснує

набiр скалярiв 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ 𝐹, такий, що 𝑦 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑚𝑥𝑚,

тому

𝜆𝑦 = 𝜆𝛼1𝑥1 + 𝜆𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝜆𝛼𝑚𝑥𝑚 ∈ Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}.

Ми довели, що Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} < 𝐿. 2

Для вiдповiдi на питання про розмiрнiсть лiнiйної оболонки нам

потрiбне поняття рангу системи векторiв.

Нехай 𝑚 ∈ N i заданi вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿.
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Означення 1.48. Рангом системи векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿

називається кiлькiсть елементiв у найбiльшiй лiнiйно незалежнiй

пiдмножинi множини {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}. Ранг системи векторiв позначається
rank {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}. Позначення походить вiд англiйського rank – ранг.

Теорема 1.49. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , 𝑚 ∈ N i

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐿. Тодi

dimLin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} = rank {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}.

Доведення. Позначимо 𝑟 := rank {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}, 𝑟 = 0, 1, 2, . . .

1. Нехай 𝑟 = 0. Тодi маємо ланцюг еквiвалентних тверджень:

𝑟 = 0 ⇔ 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0, . . . , 𝑥𝑚 = 0 ⇔

Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} = {0} ⇔ dimLin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} = 0.

2. Нехай 𝑟 ∈ N. Не зменшуючи загальностi, ми будемо вважати, що

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 – лiнiйно незалежнi. Тодi для кожного 𝑗 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . ,𝑚

система 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟, 𝑥𝑗 є лiнiйно залежною. Звiдси для кожного 𝑗 = 𝑟 +

1, 𝑟 + 2, . . . ,𝑚 знайдуться скаляри 𝛼1𝑗, 𝛼2𝑗, . . . , 𝛼𝑟𝑗 ∈ 𝐹, такi, що

𝑥𝑗 = 𝛼1𝑗𝑥1 + 𝛼2𝑗𝑥2 . . .+ 𝛼𝑟𝑗𝑥𝑟.

Розглянемо довiльний вектор 𝑦 ∈ Lin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}. Маємо:

𝑦 = 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑚𝑥𝑚 =

𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑟𝑥𝑟+

𝛽𝑟+1(𝛼1,𝑟+1𝑥1 + 𝛼2,𝑟+1𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑟,𝑟+1𝑥𝑟)+

𝛽𝑟+2(𝛼1,𝑟+2𝑥1 + 𝛼2,𝑟+2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑟,𝑟+2𝑥𝑟) + . . .+

𝛽𝑚(𝛼1,𝑚𝑥1 + 𝛼2,𝑚𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑟,𝑚𝑥𝑟).

Пiсля приведення подiбних i перепозначення коефiцiєнтiв маємо

𝑦 = 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + . . .+ 𝛾𝑟𝑥𝑟.



28

Тобто кожен вектор з лiнiйної оболонки є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟. За лемою 1.32, серед векторiв лiнiйної оболонки не бiльше

за 𝑟 лiнiйно незалежних. Вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 – лiнiйно незалежнi, тобто

вони є базисом лiнiйної оболонки.

Ми довели, що

dimLin {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} = rank {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚}.

2

1.6 Сума i перетин лiнiйних пiдпросторiв

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿.

Означення 1.50. Сумою лiнiйних пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉 називається

множина

𝑈 + 𝑉 = {𝑥 = 𝑢+ 𝑣 : 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉 }.

Перетином лiнiйних пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉 називається множина

𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑥 ∈ 𝑉 }.

Твердження 1.51. Нехай 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿. Тодi 𝑈 +𝑉 < 𝐿,𝑈 ∩𝑉 < 𝐿.

Доведення. 1. Оскiльки 𝑈 ̸= ∅ i 𝑈 ̸= ∅, то 𝑈 + 𝑉 ̸= ∅.
Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 + 𝑉, 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐹. Маємо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 + 𝑉 ⇔ iснують такi

𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉, що 𝑥 = 𝑢1 + 𝑣1, 𝑦 = 𝑢2 + 𝑣2. Звiдки отримуємо

𝜆𝑥+ 𝜇𝑦 = 𝜆𝑢1 + 𝜆𝑣1 + 𝜇𝑢2 + 𝜇𝑣2 = (𝜆𝑢1 + 𝜇𝑢2) + (𝜆𝑣1 + 𝜇𝑣2) ∈ 𝑈 + 𝑉.

2. Оскiльки 0 ∈ 𝑈 i 0 ∈ 𝑉, то 0 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉, тобто 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅.
Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉, 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐹. Маємо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 i 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ⇒ 𝜆𝑥+ 𝜇𝑦 ∈ 𝑈

i 𝜆𝑥+ 𝜇𝑦 ∈ 𝑉 ⇒ 𝜆𝑥+ 𝜇𝑦 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉. 2

Задача 1.52. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿.

Тодi 𝑈 ∪ 𝑉 < 𝐿⇔ 𝑈 ⊂ 𝑉 або 𝑉 ⊂ 𝑈.

Задача 1.53. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , поле 𝐹 мiстить

нескiнченну кiлькiсть елементiв, 𝑛 ∈ N, 𝑈1 < 𝐿,𝑈2 < 𝐿, . . . , 𝑈𝑛 < 𝐿. Тодi

∪𝑛
𝑗=1𝑈𝑗 < 𝐿⇔ ∃𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 : 𝑈𝑘 = ∪𝑛

𝑗=1𝑈𝑗.
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Уточнiть це твердження, вказавши зв’язок мiж числом 𝑛 i кiлькiстю

елементiв в полi 𝐹, при якому виконується остання еквiвалентнiсть.

Теорема 1.54 (формула Грассмана). Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над

полем 𝐹 , 𝑛 = dim𝐿 ∈ N, 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿. Тодi

dim(𝑈 + 𝑉 ) = dim𝑈 + dim𝑉 − dim𝑈 ∩ 𝑉.

Доведення. Розглянемо 𝑈 ∩ 𝑉 < 𝐿. Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 – базис 𝑈 ∩ 𝑉
(𝑚 = 0, 1, 2, . . . , при цьому, якщо 𝑈 ∩𝑉 = {0}, то 𝑚 = 0 i система векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 є порожньою). Тобто dim(𝑈 ∩ 𝑉 ) = 𝑚. Система векторiв

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 – лiнiйно незалежна система в 𝑈 ∩ 𝑉 < 𝑈. Доповнимо її до

базису 𝑈.Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘 – базис 𝑈 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .). Тобто

dim𝑈 = 𝑚+𝑘. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 – лiнiйно незалежна система

в 𝑈 ∩ 𝑉 < 𝑉. Доповнимо її до базису 𝑉. Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙 –

базис 𝑉 (𝑙 = 0, 1, 2, . . .). Тобто dim𝑉 = 𝑚+ 𝑙.

Ми доведемо, що 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙 – базис 𝑈 +𝑉.

Тобто dim(𝑈 + 𝑉 ) = 𝑚+ 𝑘 + 𝑙. Якщо ми це доведемо, то отримуємо

dim(𝑈 + 𝑉 ) = 𝑚+ 𝑘 + 𝑙 = (𝑚+ 𝑘) + (𝑚+ 𝑙)−𝑚

= dim𝑈 + dim𝑉 − dim(𝑈 ∩ 𝑉 ),

тобто доведемо формулу Грассмана.

Перевiримо, що система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘,

𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙 є лiнiйно незалежною. Нехай

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑚𝑥𝑚 + 𝛽1𝑦1 + 𝛽2𝑦2 + . . .+ 𝛽𝑘𝑦𝑘 + (1.1)

𝛾1𝑧1 + 𝛾2𝑧2 + . . .+ 𝛾𝑙𝑧𝑙 = 0.

Перепишемо останню рiвнiсть у виглядi 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . . + 𝛼𝑚𝑥𝑚 +

𝛽1𝑦1 + 𝛽2𝑦2 + . . . + 𝛽𝑘𝑦𝑘 = −𝛾1𝑧1 − 𝛾2𝑧2 − . . . − 𝛾𝑙𝑧𝑙. Лiва частина рiвностi

є вектором з пiдпростору 𝑈 (розкладена за базисом 𝑈), права частина

рiвностi є вектором з пiдпростору 𝑉 (розкладена за базисом 𝑉 ). Тобто

обидвi частини (якi є рiвними) є вектором перетину 𝑈 ∩ 𝑉. Розкладемо
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лiву частину за базисом перетину:

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + . . .+ 𝛼𝑚𝑥𝑚 + 𝛽1𝑦1 + 𝛽2𝑦2 + . . .+ 𝛽𝑘𝑦𝑘 =

𝛿1𝑥1 + 𝛿2𝑥2 + . . .+ 𝛿𝑚𝑥𝑚 ⇔

(𝛼1 − 𝛿1)𝑥1 + (𝛼2 − 𝛿2)𝑥2 + . . .+ (𝛼𝑚 − 𝛿𝑚)𝑥𝑚 + 𝛽1𝑦1 + 𝛽2𝑦2 + . . .+ 𝛽𝑘𝑦𝑘 = 0.

Оскiльки 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘 – лiнiйно незалежнi (базис 𝑈), то

усi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, зокрема 𝛽1 = 𝛽2 = . . . = 𝛽𝑘 = 0.

Пiдставляючи в (7.4), отримуємо

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 . . .+ 𝛼𝑚𝑥𝑚 + 𝛾1𝑧1 + 𝛾2𝑧2 + . . .+ 𝛾𝑙𝑧𝑙 = 0.

Оскiльки 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙 – лiнiйно незалежнi (базис 𝑉 ), то усi

коефiцiєнти дорiвнюють нулю:

𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑚 = 𝛾1 = 𝛾2 = . . . = 𝛾𝑙 = 0.

Ми довели, що система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙 є

лiнiйно незалежною.

Доведемо, що ця система є базисом 𝑈+𝑉. Оберемо довiльне 𝑤 ∈ 𝑈+𝑉.

Тодi 𝑤 = 𝑢+ 𝑣, де 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉. Маємо

𝑢 = 𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝜆𝑚𝑥𝑚 + 𝜇1𝑦1 + 𝜇2𝑦2 + . . .+ 𝜇𝑘𝑦𝑘;

𝑣 = 𝜈1𝑥1 + 𝜈2𝑥2 + . . .+ 𝜈𝑚𝑥𝑚 + 𝜉1𝑧1 + 𝜉2𝑧2 + . . .+ 𝜉𝑙𝑧𝑙,

де 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑘, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑚, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑙 ∈ 𝐹.

Звiдки

𝑤 = 𝑢+ 𝑣 = (𝜆1 + 𝜈1)𝑥1 + (𝜆2 + 𝜈2)𝑥2 + . . .+ (𝜆𝑚 + 𝜈𝑚)𝑥𝑚+

𝜇1𝑦1 + 𝜇2𝑦2 + . . .+ 𝜇𝑘𝑦𝑘 + 𝜉1𝑧1 + 𝜉2𝑧2 + . . .+ 𝜉𝑙𝑧𝑙,

або

1 ·𝑤−(𝜆1+𝜈1)𝑥1− . . .−(𝜆𝑚+𝜈𝑚)𝑥𝑚−𝜇1𝑦1− . . .−𝜇𝑘𝑦𝑘−𝜉1𝑧1− . . .−𝜉𝑙𝑧𝑙 = 0,

тобто система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙, 𝑤 є лiнiйно

залежною. Ми довели, що система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘,

𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑙 є базисом 𝑈 + 𝑉. 2
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1.7 Пряма сума пiдпросторiв. Пряме доповнення

пiдпростору

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹 , 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿.

Означення 1.55. Нехай 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿, 𝑊 = 𝑈 + 𝑉. Пiдпростiр 𝑊

називається прямою сумою пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉, якщо для довiльного 𝑤 ∈
𝑊 iснує єдина пара (𝑢, 𝑣), 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉, така, що 𝑤 = 𝑢 + 𝑣. Позначення

прямої суми: 𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑉.

Означення 1.56. Пiдпростiр 𝑉 називається прямим доповненням

пiдпростору 𝑈, якщо 𝑈 ⊕ 𝑉 = 𝐿.

Твердження 1.57. Нехай 𝑈 < 𝐿, 𝑉 < 𝐿, 𝑊 = 𝑈 + 𝑉. Сума

пiдпросторiв 𝑈 i 𝑉 є прямою сумою тодi i тiльки тодi, коли 𝑈∩𝑉 = {0}.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай 𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑉. Треба довести,

що 𝑈 ∩ 𝑉 = {0}. Нехай 𝑧 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉. Тодi 𝑧 = 𝑧 + 0, 𝑧 ∈ 𝑈,0 ∈ 𝑉, i

𝑧 = 0+ 𝑧,0 ∈ 𝑈, 𝑧 ∈ 𝑉. Iз єдиностi пари отримуємо 𝑧 = 0.

Доведемо достатнiсть. Нехай 𝑈 ∩ 𝑉 = {0}. Оскiльки 𝑊 = 𝑈 + 𝑉 , то

для довiльного 𝑤 ∈ 𝑊 iснує пара (𝑢, 𝑣), 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉, така, що 𝑤 = 𝑢+ 𝑣.

Доведемо єдинiсть цiєї пари. Нехай 𝑤 ∈ 𝑊 , 𝑤 = 𝑢1 + 𝑣1, 𝑤 = 𝑢2 + 𝑣2,

де 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉. Маємо 𝑢1 + 𝑣1 = 𝑢2 + 𝑣2 ⇒ 𝑢1 − 𝑢2 = 𝑣2 − 𝑣1.

Вектор в лiвiй частинi рiвностi належить до 𝑈, в правiй – до 𝑉. Тобто

𝑢1 − 𝑢2 = 𝑣2 − 𝑣1 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 = {0}. Робимо висновок, що 𝑢1 = 𝑢2, 𝑣1 = 𝑣2. 2

Таким чином, запис𝑊 = 𝑈 ⊕𝑉 означає, що𝑊 = 𝑈 +𝑉 i 𝑈 ∩𝑉 = {0}.

Твердження 1.58 (iснування прямого доповнення). Нехай dim𝐿 =

𝑛 ∈ N i 𝑈 < 𝐿. Тодi iснує 𝑉 < 𝐿, таке, що 𝑈 ⊕ 𝑉 = 𝐿.

Доведення. Якщо 𝑈 = {0}, то можемо взяти 𝑉 = 𝐿. Якщо

𝑈 = 𝐿, то можемо взяти 𝑉 = {0}. У випадку 1 6 dim𝑈 <

dim𝐿 розглянемо 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 – довiльний базис 𝑈 i доповнимо його до

базису 𝐿. Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛 – базис 𝐿. Позначимо 𝑉 :=

Lin {𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . , 𝑥𝑛} < 𝐿. Доведемо, що 𝑈 ⊕ 𝑉 = 𝐿.
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Для кожного 𝑥 ∈ 𝐿 маємо розкладання за базисом 𝑥 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +

. . .+𝛼𝑛𝑥𝑛 = (𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2+. . .+𝛼𝑚𝑥𝑚)+(𝛼𝑚+1𝑥𝑚+1+𝛼𝑚+2𝑥𝑚+2+. . .+𝛼𝑛𝑥𝑛)

=: 𝑢+𝑣, де за означенням 𝑢 = 𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2+. . .+𝛼𝑚𝑥𝑚 ∈ 𝑈, 𝑣 = 𝛼𝑚+1𝑥𝑚+1+

𝛼𝑚+2𝑥𝑚+2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝑉. Тобто 𝑈 + 𝑉 = 𝐿.

Нехай

𝑧 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 ⇔ 𝑧 ∈ 𝑈 ∧ 𝑧 ∈ 𝑉 ⇔

𝑧 = 𝜈1𝑥1 + 𝜈2𝑥2 + . . .+ 𝜈𝑚𝑥𝑚 ∧ 𝑧 = 𝜈𝑚+1𝑥𝑚+1 + 𝜈𝑚+2𝑥𝑚+2 + . . .+ 𝜈𝑛𝑥𝑛,

де 𝜈1, . . . , 𝜈𝑛 ∈ 𝐹. Отже, 𝜈1𝑥1 + 𝜈2𝑥2 + . . .+ 𝜈𝑚𝑥𝑚 − 𝜈𝑚+1𝑥𝑚+1 − 𝜈𝑚+2𝑥𝑚+2 −
. . . − 𝜈𝑛𝑥𝑛 = 0. Оскiльки 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 – базис 𝐿, тобто лiнiйно незалежна

система, маємо 𝜈1 = 𝜈2 = . . . = 𝜈𝑛 = 0, отже, 𝑧 = 0, i 𝑈 ∩ 𝑉 = {0}. Ми

отримали 𝑈 ⊕ 𝑉 = 𝐿. 2
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Роздiл 2

Операцiї над матрицями

2.1 Додавання та множення матриць. Обернена матриця

Нехай 𝐹 – довiльне поле, 𝑚,𝑛 ∈ N – довiльнi числа. Позначимо через

Mat(𝑚× 𝑛, 𝐹 ) множину матриць розмiру 𝑚× 𝑛 з елементами з поля 𝐹 .

Якщо 𝐴,𝐵 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚

𝑗=1,...,𝑛

, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚

𝑗=1,...,𝑛

, то

визначено додавання таких матриць:

𝐶 = 𝐴+𝐵, 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚

𝑗=1,...,𝑛

, 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗, 1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑗 6 𝑛.

Очевидно, що операцiя додавання матриць фiксованого розмiру є

асоцiативною, комутативною, має нейтральний елемент (нульову матрицю,

тобто матрицю з усiма нульовими елементами) i у кожної матрицi є

обернена за додаванням. Тобто Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ) є абелевою групою за

додаванням.

Якщо 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚

𝑗=1,...,𝑛

, 𝜆 ∈ 𝐹, то задана операцiя

множення матрицi на число з поля:

𝜆𝐴 = (𝜆𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚

𝑗=1,...,𝑛

.

Перевiрте, що множина матриць Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ) з операцiями додавання

i множення на число є лiнiйним простором, i знайдiть розмiрнiсть цього

простору.

Нехай заданi числа 𝑛,𝑚, 𝑘 ∈ N i заданi двi матрицi 𝐴 ∈ Mat(𝑚×𝑛, 𝐹 ) i
𝐵 ∈ Mat(𝑛×𝑘, 𝐹 ), тобто кiлькiсть стовпцiв у матрицi 𝐴 дорiвнює кiлькостi

рядкiв у матрицi 𝐵.

Означення 2.1. Добутком двох матриць 𝐴 ∈ Mat(𝑚× 𝑛, 𝐹 ) i 𝐵 ∈
Mat(𝑛× 𝑘, 𝐹 ) називається матриця 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) ∈ Mat(𝑚× 𝑘, 𝐹 ), така, що

𝑐𝑖𝑗 =
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗, 𝑖 = 1, ...,𝑚, 𝑗 = 1, ..., 𝑘.

Пишуть 𝐶 = 𝐴𝐵, або 𝐶 = 𝐴 ·𝐵.
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Властивостi множення матриць.

1. Нехай заданi три довiльнi матрицi 𝐴 ∈ Mat(𝑚× 𝑛, 𝐹 ), 𝐵 ∈ Mat(𝑛×
𝑘, 𝐹 ), 𝐶 ∈ Mat(𝑘 × 𝑡, 𝐹 ), 𝑚, 𝑛, 𝑘, 𝑡 ∈ N. Тодi

(𝐴 ·𝐵) · 𝐶 = 𝐴 · (𝐵 · 𝐶).

Зокрема множення квадратних матриць фiксованого розмiру є

асоцiативним. Проведiть детальне доведення цiєї властивостi.

2. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ) i 𝐵 ∈ Mat(𝑛 × 𝑘, 𝐹 ). Чи є правильним,

що 𝐴 · 𝐵 = 𝐵 · 𝐴? По-перше, якщо iснує 𝐵 · 𝐴, то 𝑘 = 𝑚, тобто 𝐴 ∈
Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝐵 ∈ Mat(𝑛 × 𝑚,𝐹 ). По-друге, 𝐴 · 𝐵 ∈ Mat(𝑚 × 𝑚,𝐹 ), а

𝐵 · 𝐴 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ), тобто, якщо цi матрицi є рiвними, то 𝑛 = 𝑚, тобто

дослiджувати питання комутативностi множення матриць має сенс тiльки

для квадратних матриць.

Легко перевiрити, що для 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2 множення як операцiя на

множинi Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ) не є комутативним.

Наведемо приклад для 𝑛 = 2. Нехай

𝐴 =

(︃
1 2

3 4

)︃
, 𝐵 =

(︃
5 6

7 8

)︃
.

Тодi ми маємо

𝐴 ·𝐵 =

(︃
1 2

3 4

)︃(︃
5 6

7 8

)︃
=

(︃
1 · 5 + 2 · 7 1 · 6 + 2 · 8
3 · 5 + 4 · 7 3 · 6 + 4 · 8

)︃
=

(︃
19 22

43 50

)︃
,

i

𝐵 · 𝐴 =

(︃
5 6

7 8

)︃(︃
1 2

3 4

)︃
=

(︃
5 · 1 + 6 · 3 5 · 2 + 6 · 4
7 · 1 + 8 · 3 7 · 2 + 8 · 4

)︃
=

(︃
23 34

31 46

)︃
.

Як бачимо, 𝐴 · 𝐵 ̸= 𝐵 · 𝐴. Наведiть самостiйно аналогiчний приклад для

довiльного 𝑛 > 3.

3. Нейтральний елемент для операцiї множення на множинi
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квадратних матриць Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ). Легко перевiрити, що матриця

𝐼 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 0 · · · 0 0 0

0 0 1 0 · · · 0 0 0
... ... ...

0 0 0 0 · · · 0 1 0

0 0 0 0 · · · 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 )

є нейтральним елементом для множення на Mat(𝑛 × 𝑛, 𝐹 ), тобто для

довiльної 𝐴 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ) виконується 𝐴 · 𝐼 = 𝐼 · 𝐴 = 𝐴.

Перевiримо це. Нехай 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 – довiльна матриця розмiру 𝑛× 𝑛

з елементами з поля 𝐹. Нехай 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 := 𝐴 · 𝐼. Зафiксуємо довiльнi

𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Оскiльки 𝑗-й стовпчик матрицi 𝐼 має нулi на усiх мiсцях

окрiм 𝑗-го (а на 𝑗-му мiсцi 𝑗-го стовпчика стоїть одиниця), ми маємо

𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1 · 0 + 𝑎𝑖2 · 0 + . . .+ 𝑎𝑖,𝑗−1 · 0 + 𝑎𝑖𝑗 · 1+

𝑎𝑖,𝑗+1 · 0 + . . .+ 𝑎𝑖𝑛 · 0 = 𝑎𝑖𝑗.

Тобто 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 для усiх 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, звiдки 𝐵 = 𝐴 · 𝐼 = 𝐴. Аналогiчно

перевiряємо, що для довiльної 𝐴 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ) виконується 𝐼 · 𝐴 = 𝐴.

4. Пiсля дослiдження питання про iснування нейтрального елемента

нам потрiбно дослiдити питання, чи для кожного елемента множини

Mat(𝑛 × 𝑛, 𝐹 ) є обернений за множенням. Але поки що ми не можемо

вiдповiсти на це питання, ми вiдповiмо на нього пiзнiше.

Теорема 2.2 (про визначник добутку матриць). Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐴 ∈
Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ) i 𝐵 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ) – довiльнi матрицi. Тодi

det(𝐴 ·𝐵) = det𝐴 · det𝐵.

Доведення. Нехай 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 i 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 – довiльнi матрицi

розмiру 𝑛× 𝑛 з елементами з поля 𝐹. Ми маємо

det(𝐴 ·𝐵) =
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det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑︀𝑛
𝑖1=1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,1

∑︀𝑛
𝑖1=1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,2 · · ·

∑︀𝑛
𝑖1=1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,𝑛∑︀𝑛

𝑖2=1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,1
∑︀𝑛

𝑖2=1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,2 · · ·
∑︀𝑛

𝑖2=1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,𝑛∑︀𝑛
𝑖3=1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,1

∑︀𝑛
𝑖3=1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,2 · · ·

∑︀𝑛
𝑖3=1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,𝑛

... ... ... ...∑︀𝑛
𝑖𝑛=1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,1

∑︀𝑛
𝑖𝑛=1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,2 · · ·

∑︀𝑛
𝑖𝑛=1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Ми бачимо, що кожен рядок матрицi, у якої обчислюємо визначник, є

сумою 𝑛 рядкiв. Ми знаємо, що визначник матрицi є лiнiйною функцiєю по

кожному з рядкiв. Розкладемо визначник в суму визначникiв за кожним

рядком окремо, i ми отримуємо наступне.

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑︀𝑛
𝑖1=1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,1

∑︀𝑛
𝑖1=1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,2 · · ·

∑︀𝑛
𝑖1=1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,𝑛∑︀𝑛

𝑖2=1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,1
∑︀𝑛

𝑖2=1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,2 · · ·
∑︀𝑛

𝑖2=1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,𝑛∑︀𝑛
𝑖3=1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,1

∑︀𝑛
𝑖3=1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,2 · · ·

∑︀𝑛
𝑖3=1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,𝑛

... ... ... ...∑︀𝑛
𝑖𝑛=1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,1

∑︀𝑛
𝑖𝑛=1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,2 · · ·

∑︀𝑛
𝑖𝑛=1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1

𝑛∑︁
𝑖3=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑛=1

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,1 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,2 · · · 𝑎1,𝑖1𝑏𝑖1,𝑛

𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,1 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,2 · · · 𝑎2,𝑖2𝑏𝑖2,𝑛

𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,1 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,2 · · · 𝑎3,𝑖3𝑏𝑖3,𝑛
... ... ... ...

𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,1 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,2 · · · 𝑎𝑛,𝑖𝑛𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1

𝑛∑︁
𝑖3=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑛=1

𝑎1,𝑖1𝑎2,𝑖2𝑎3,𝑖3 · . . . · 𝑎𝑛,𝑖𝑛 det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑖1,1 𝑏𝑖1,2 · · · 𝑏𝑖1,𝑛

𝑏𝑖2,1 𝑏𝑖2,2 · · · 𝑏𝑖2,𝑛

𝑏𝑖3,1 𝑏𝑖3,2 · · · 𝑏𝑖3,𝑛
... ... ... ...

𝑏𝑖𝑛,1 𝑏𝑖𝑛,2 · · · 𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Вiдзначимо, що якщо серед iндексiв 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 є два рiвнi, то у матрицi

будуть два однаковi рядки, тобто визначник такої матрицi дорiвнює нулю,

i цей доданок у сумi дорiвнює нулю. Тобто достатньо розглядати тiльки тi

доданки, у яких всi iндекси серед 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 є рiзними, тобто цi iндекси
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утворюють деяку перестановку набору 1, 2, . . . , 𝑛. Тому ми маємо

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1

𝑛∑︁
𝑖3=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑛=1

𝑎1,𝑖1𝑎2,𝑖2𝑎3,𝑖3 · . . . · 𝑎𝑛,𝑖𝑛 det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑖1,1 𝑏𝑖1,2 · · · 𝑏𝑖1,𝑛

𝑏𝑖2,1 𝑏𝑖2,2 · · · 𝑏𝑖2,𝑛

𝑏𝑖3,1 𝑏𝑖3,2 · · · 𝑏𝑖3,𝑛
... ... ... ...

𝑏𝑖𝑛,1 𝑏𝑖𝑛,2 · · · 𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

∑︁
𝜎=

(︃
1 2 . . . 𝑛

𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑛

)︃
∈𝑆𝑛

𝑎1,𝑖1𝑎2,𝑖2𝑎3,𝑖3 · . . . · 𝑎𝑛,𝑖𝑛 det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑖1,1 𝑏𝑖1,2 · · · 𝑏𝑖1,𝑛

𝑏𝑖2,1 𝑏𝑖2,2 · · · 𝑏𝑖2,𝑛

𝑏𝑖3,1 𝑏𝑖3,2 · · · 𝑏𝑖3,𝑛
... ... ... ...

𝑏𝑖𝑛,1 𝑏𝑖𝑛,2 · · · 𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Переставимо рядки в матрицi

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑖1,1 𝑏𝑖1,2 · · · 𝑏𝑖1,𝑛

𝑏𝑖2,1 𝑏𝑖2,2 · · · 𝑏𝑖2,𝑛

𝑏𝑖3,1 𝑏𝑖3,2 · · · 𝑏𝑖3,𝑛
... ... ... ...

𝑏𝑖𝑛,1 𝑏𝑖𝑛,2 · · · 𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
так, щоб вони йшли

у природному порядку: спочатку перший, потiм другий i так далi.

При кожнiй перестановцi двох рядкiв визначник множиться на −1, тому

пiсля вказаної перестановки рядкiв визначник буде множитися на знак

перестановки 𝜎 =

(︃
1 2 . . . 𝑛

𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑛

)︃
. Ми отримуємо

∑︁
𝜎=

(︃
1 2 . . . 𝑛

𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑛

)︃
∈𝑆𝑛

𝑎1,𝑖1𝑎2,𝑖2𝑎3,𝑖3 · . . . · 𝑎𝑛,𝑖𝑛 det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑖1,1 𝑏𝑖1,2 · · · 𝑏𝑖1,𝑛

𝑏𝑖2,1 𝑏𝑖2,2 · · · 𝑏𝑖2,𝑛

𝑏𝑖3,1 𝑏𝑖3,2 · · · 𝑏𝑖3,𝑛
... ... ... ...

𝑏𝑖𝑛,1 𝑏𝑖𝑛,2 · · · 𝑏𝑖𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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∑︁
𝜎=

(︃
1 2 . . . 𝑛

𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑛

)︃
∈𝑆𝑛

sign𝜎 · 𝑎1,𝑖1𝑎2,𝑖2𝑎3,𝑖3 · . . . · 𝑎𝑛,𝑖𝑛 · det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏11 𝑏12 · · · 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 · · · 𝑏2𝑛

𝑏31 𝑏32 · · · 𝑏3𝑛
... ... ... ...

𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 · · · 𝑏𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=
∑︁

𝜎=

(︃
1 2 . . . 𝑛

𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑛

)︃
∈𝑆𝑛

sign𝜎 · 𝑎1,𝑖1𝑎2,𝑖2𝑎3,𝑖3 · . . . · 𝑎𝑛,𝑖𝑛 · det𝐵 =

= det𝐴 · det𝐵.

Ми довели, що det(𝐴 ·𝐵) = det𝐴 · det𝐵. 2

Твердження 2.3. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑛 × 𝑛, 𝐹 ) – довiльна матриця

розмiру 𝑛× 𝑛 з елементами з поля 𝐹. Тодi

1. Якщо iснує 𝐵 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ), така, що 𝐴 ·𝐵 = 𝐼, то det𝐴 ̸= 0.

2. Якщо iснує 𝐶 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ), така, що 𝐶 · 𝐴 = 𝐼, то det𝐴 ̸= 0.

Доведення. Маємо

𝐴 ·𝐵 = 𝐼 ⇒ det(𝐴 ·𝐵) = det 𝐼 = 1 ⇒

det𝐴 · det𝐵 = 1 ⇒ det𝐴 ̸= 0.

Пункт 2 доводиться аналогiчно. 2

Тобто якщо у матрицi визначник дорiвнює нулю, то у неї немає анi

правої, анi лiвої оберненої.

Теорема 2.4. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑛 × 𝑛, 𝐹 ), det𝐴 ̸= 0. Тодi iснує 𝐴−1 ∈
Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ), така, що

𝐴 · 𝐴−1 = 𝐴−1 · 𝐴 = 𝐼.

Доведення. Позначимо через ̃︀𝐴 = (̃︀𝑎𝑖𝑗)𝑛𝑖,𝑗=1 – матрицю, елементи якої

знаходяться за формулами

̃︀𝑎𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀 ′ 𝑖
𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}
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(нагадуємо, що, як завжди, через 𝑀 ′ 𝑖
𝑗 позначаємо визначник матрицi, яка

виходить з матрицi 𝐴 пiсля викреслювання рядка з номером 𝑗 i стовпця з

номером 𝑖). Матриця ̃︀𝐴 називається приєднаною до матрицi 𝐴.

Обчислимо добутки матриць 𝐴 · ̃︀𝐴, ̃︀𝐴 · 𝐴.
Ми маємо

𝐴 · ̃︀𝐴 =⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 · · · 𝑎3𝑛
... ... ... ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(−1)1+1𝑀 ′ 1
1 (−1)1+2𝑀 ′ 1

2 · · · (−1)1+𝑛𝑀 ′ 1
𝑛

(−1)2+1𝑀 ′ 2
1 (−1)2+2𝑀 ′ 2

2 · · · (−1)2+𝑛𝑀 ′ 2
𝑛

(−1)3+1𝑀 ′ 3
1 (−1)3+2𝑀 ′ 3

2 · · · (−1)3+𝑛𝑀 ′ 3
𝑛

... ... ... ...

(−1)𝑛+1𝑀 ′ 𝑛
1 (−1)𝑛+𝑀 ′ 𝑛

2 · · · (−1)𝑛+𝑛𝑀 ′ 𝑛
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Матрицi ми множимо за правилом «рядок на стовпець». Для того,

щоб знайти елемент добутку за номером 𝑖𝑗, треба 𝑖-й рядок матрицi 𝐴

помножити на 𝑗-й стовпець матрицi ̃︀𝐴. Вiдзначимо, що в стовпцi номер 𝑗
матрицi ̃︀𝐴 мiстяться алгебраїчнi доповнення до 𝑗-го рядка матрицi 𝐴.

Нагадаємо наступнi властивостi визначникiв:
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑖𝑘(−1)𝑖+𝑘𝑀 ′ 𝑘
𝑖 = det𝐴,

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑖𝑘(−1)𝑗+𝑘𝑀 ′ 𝑘
𝑗 = 0, ∀𝑗 ̸= 𝑖.

Таким чином, ми бачимо, що 𝐴 · ̃︀𝐴 = det𝐴 · 𝐼. Аналогiчно ми

перевiряємо, що ̃︀𝐴 · 𝐴 = det𝐴 · 𝐼.
Це спостереження дає можливiсть побудувати обернену матрицю для

матрицi 𝐴 у випадку, коли det𝐴 ̸= 0. А саме, нехай 𝐴−1 = (𝛽𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1,

𝛽𝑖𝑗 =
1

det𝐴
(−1)𝑖+𝑗𝑀 ′ 𝑖

𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}.

Ми маємо 𝐴 · 𝐴−1 = 𝐴−1 · 𝐴 = 𝐼. 2

Теорема 2.5. Нехай 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ Mat(𝑛× 𝑛, 𝐹 ).

1. Якщо 𝐴 ·𝐵 = 𝐼, то 𝐵 = 𝐴−1.

2. Якщо 𝐶 · 𝐴 = 𝐼, то 𝐶 = 𝐴−1.
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Доведення. Якщо 𝐴 · 𝐵 = 𝐼, то маємо 𝐴−1 · (𝐴 · 𝐵) = 𝐴−1 · 𝐼 ⇒ (𝐴−1 ·
𝐴) · 𝐵 = 𝐴−1 ⇒ 𝐼 · 𝐵 = 𝐴−1 ⇒ 𝐵 = 𝐴−1. Пункт 2 доводиться аналогiчно.

2

2.2 Ранг матрицi. Теорема про ранг матрицi

Означення 2.6. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑚, 𝑛 ∈ N. Стовпцевим
рангом матрицi 𝐴 називається ранг системи її стовпцiв 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛,

тобто найбiльша кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпцiв.

Означення 2.7. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑚, 𝑛 ∈ N. Рядковим
рангом матрицi 𝐴 називається ранг системи її рядкiв 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚, тобто

найбiльша кiлькiсть лiнiйно незалежних рядкiв.

Означення 2.8. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑚, 𝑛 ∈ N.
Детермiнантним рангом матрицi 𝐴 називається найвищий серед

порядкiв ненульових мiнорiв матрицi 𝐴.

Теорема 2.9 (про ранг матрицi). Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑚, 𝑛 ∈
N. Тодi стовпцевий, рядковий i детермiнантний ранги матрицi 𝐴

збiгаються. Їхнє спiльне значення називається рангом матрицi 𝐴 i

позначається rank 𝐴.

Доведення. Позначимо 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚

𝑗=1,...,𝑛

. Якщо один iз рангiв матрицi

𝐴 дорiвнює нулю, то, очевидно, матриця 𝐴 є нульовою, тому iншi два

ранги теж дорiвнюють нулю. Розглянемо випадок ненульової матрицi, i

позначимо її детермiнантний ранг через 𝑟 := rank 𝐴 ∈ N.

Той факт, що детермiнантний ранг матрицi дорiвнює 𝑟, означає, що є

якийсь мiнор порядку 𝑟 матрицi 𝐴, який не дорiвнює нулю, а усi мiнори

матрицi 𝐴 порядкiв, строго бiльших за 𝑟, дорiвнюють нулю.

Не зменшуючи загальностi, вважаємо, що ненульовий мiнор

сформований рядками 1, 2, . . . , 𝑟 i стовпцями 1, 2, . . . , 𝑟, тобто
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𝐷 := det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑟

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑟
... ... ... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 · · · 𝑎𝑟𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ̸= 0.

Нескладно перевiрити, що з цього випливає, що першi 𝑟 стовпцiв

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟 є лiнiйно незалежними i першi 𝑟 рядкiв 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟 є

лiнiйно незалежними. Дiйсно, припустимо, що стовпцi 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟

є лiнiйно залежними. Тодi один iз цих стовпцiв є лiнiйною

комбiнацiєю iнших. Тобто iснує 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟, i iснують числа

𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑗−1, 𝛼𝑗+1, . . . , 𝛼𝑟, такi, що

𝐴𝑗 = 𝛼1𝐴
1 + 𝛼2𝐴

2 + . . .+ 𝛼𝑗−1𝐴
𝑗−1 + 𝛼𝑗+1𝐴

𝑗+1 + . . .+ 𝛼𝑟𝐴
𝑟.

Розглянемо невироджену матрицю⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑟

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑟
... ... ... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 · · · 𝑎𝑟𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Її визначник не змiниться, якщо ми до 𝑗-го стовпця додамо таку лiнiйну

комбiнацiю iнших стовпцiв: −𝛼1𝐴
1 − 𝛼2𝐴

2 − . . . − 𝛼𝑗−1𝐴
𝑗−1 − 𝛼𝑗+1𝐴

𝑗+1 −
. . .−𝛼𝑟𝐴

𝑟. Але пiсля такого додавання 𝑗-й стовпець буде дорiвнювати нулю,

тобто отримуємо, що 𝐷 = 0. Це суперечить припущенню, що 𝐷 ̸= 0.

Отже, ми довели, що стовпчики 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟 є лiнiйно незалежними.

Аналогiчно доводимо, що рядки 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟 є лiнiйно незалежними.

Тобто ми довели, що стовпцевий ранг матрицi > 𝑟, також рядковий

ранг матрицi > 𝑟. Залишилося довести, що обидва цi ранги дорiвнюють 𝑟.

Розглянемо довiльнi 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}. Тодi ми маємо
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det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑟 𝑎1𝑗

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑟 𝑎2𝑗

𝑎31 𝑎32 · · · 𝑎3𝑟 𝑎3𝑗
... ... ... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 · · · 𝑎𝑟𝑟 𝑎𝑟𝑗

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 · · · 𝑎𝑖𝑟 𝑎𝑖𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0 (2.1)

(до матрицi, сформованої першими 𝑟 рядками i першими 𝑟 стовпцями

матрицi 𝐴, додали рядок з номером 𝑖 i стовпець з номером 𝑗).

Пояснимо виконання рiвностi (2.1). Якщо 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑟}, то (2.1)

виконується, бо в матрицi є два однаковi рядки. Якщо 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑟},
то (2.1) виконується, бо в матрицi є два однаковi стовпцi. Якщо ж

𝑖 ∈ {𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . ,𝑚}, 𝑗 ∈ {𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . , 𝑛}, то (2.1) виконується,

бо детермiнантний ранг матрицi 𝐴 дорiвнює 𝑟 (матриця, вiд якої беремо

визначник у формулi (2.1), є мiнором матрицi 𝐴 порядку 𝑟 + 1).

Розкладемо визначник з лiвої частинi формули (2.1) по останньому

рядку. Вiдзначимо, що алгебраїчнi доповнення елементiв останнього рядка

(доповнювальнi мiнори зi знаками) не залежать вiд номера рядка 𝑖, а

тiльки вiд номера стовпця 𝑗, а для останнього елемента останнього рядка

це доповнення не залежить i вiд 𝑗, воно дорiвнює 𝐷.

Тому ми маємо формулу

𝑎𝑖1𝐵1(𝑗) + 𝑎𝑖2𝐵2(𝑗) + . . .+ 𝑎𝑖𝑟𝐵𝑟(𝑗) + 𝑎𝑖𝑗𝐷 = 0

(тут 𝐵1(𝑗), 𝐵2(𝑗), . . . , 𝐵𝑟(𝑗) ∈ 𝐹 – деякi числа, якi залежать тiльки вiд 𝑗).

Оскiльки 𝐷 ̸= 0, з останньої формули ми отримуємо

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝐶1(𝑗) + 𝑎𝑖2𝐶2(𝑗) + . . .+ 𝑎𝑖𝑟𝐶𝑟(𝑗). (2.2)

Ми довели наступне твердження: для довiльних 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚},
𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} знайдуться числа 𝐶1(𝑗), 𝐶2(𝑗), . . . , 𝐶𝑟(𝑗) ∈ 𝐹, якi залежать

тiльки вiд 𝑗, такi, що виконується (2.2).

Зафiксуємо довiльне 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} i запишемо детально формулу
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(2.2) для усiх 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Ми маємо

𝑎1𝑗 = 𝑎11𝐶1(𝑗) + 𝑎12𝐶2(𝑗) + . . .+ 𝑎1𝑟𝐶𝑟(𝑗).

𝑎2𝑗 = 𝑎21𝐶1(𝑗) + 𝑎22𝐶2(𝑗) + . . .+ 𝑎2𝑟𝐶𝑟(𝑗).

𝑎3𝑗 = 𝑎31𝐶1(𝑗) + 𝑎32𝐶2(𝑗) + . . .+ 𝑎3𝑟𝐶𝑟(𝑗).

...

𝑎𝑚𝑗 = 𝑎𝑚1𝐶1(𝑗) + 𝑎𝑚2𝐶2(𝑗) + . . .+ 𝑎𝑚𝑟𝐶𝑟(𝑗).

Тобто для довiльного 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} знайдуться числа
𝐶1(𝑗), 𝐶2(𝑗), . . . , 𝐶𝑟(𝑗) ∈ 𝐹, такi, що виконується рiвнiсть

𝐴𝑗 = 𝐶1(𝑗)𝐴
1 + 𝐶2(𝑗)𝐴

2 + . . .+ 𝐶𝑟(𝑗)𝐴
𝑟.

Iншими словами, 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟}, тобто ранг

системи стовпцiв матрицi 𝐴 не є бiльшим за розмiрнiсть лiнiйної оболонки

перших 𝑟 стовпцiв, тобто не є бiльшим за 𝑟. При цьому стовпцi

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟 є лiнiйно незалежними, тобто стовпцевий ранг матрицi 𝐴

дорiвнює 𝑟.

Аналогiчно (розкладаючи визначник з лiвої частинi формули (2.1) по

останньому стовпцю) ми доведемо, що рядковий ранг матрицi 𝐴 дорiвнює

𝑟. 2

Простим наслiдком теореми про ранг матрицi є наступне твердження.

Наслiдок 2.10. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑛 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑛 ∈ N i нехай det𝐴 = 0.

Тодi рядки матрицi 𝐴 є лiнiйно залежними i стовпцi матрицi 𝐴 є лiнiйно

залежними. 2

Зауваження 2.11. При доведеннi останньої теореми ми довели

наступне твердження, яке можна використовувати для обчислення

рангу матрицi (це твердження також дає еквiвалентне означення

детермiнантного рангу матрицi). Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑚, 𝑛 ∈ N,
i 1 6 𝑟 6 min(𝑚,𝑛). Припустимо, що у матрицi 𝐴 є ненульовий мiнор

порядку 𝑟, а саме 𝑀 𝑗1𝑗2···𝑗𝑟
𝑖1𝑖2···𝑖𝑟 ̸= 0, 1 6 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑟 6 𝑚, 1 6 𝑗1 < 𝑗2 <
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. . . < 𝑗𝑟 6 𝑛. Припустимо також, що усi оточуючi його мiнори дорiвнюють

нулю, тобто для довiльного 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑟} i довiльного

𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} ∖ {𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑟} виконується 𝑀 𝑗1𝑗2···𝑗𝑟𝑗
𝑖1𝑖2···𝑖𝑟𝑖 = 0. Тодi ранг цiєї

матрицi дорiвнює 𝑟.Дивись вправу 7.4 щодо цього методу оточення мiнорiв.

Задача 2.12. Нехай 𝐴,𝐵 ∈ Mat(𝑚×𝑛, 𝐹 ) – двi заданi матрицi, 𝑚,𝑛 ∈
N. Доведiть, що

rank (𝐴+𝐵) 6 rank 𝐴+ rank 𝐵.

Задача 2.13. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚×𝑛, 𝐹 ), 𝐵 ∈ Mat(𝑛×𝑘, 𝐹 ) – двi заданi
матрицi, 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N. Доведiть, що

rank (𝐴 ·𝐵) 6 max(rank 𝐴, rank 𝐵).
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Роздiл 3

Системи лiнiйних рiвнянь

3.1 Розв’язок систем лiнiйних рiвнянь. Теорема Кронекера–

Капеллi. Правило Крамера

Нехай 𝐹 – довiльне поле, 𝑚,𝑛 ∈ N – довiльнi числа. Розглянемо

систему лiнiйних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
...

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚.

(3.1)

Тут 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐹, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚 ∈ 𝐹 – заданi числа,

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹 – невiдомi.

Запишемо систему (3.1) у матричному виглядi. Введемо матрицю

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑚× 𝑛, 𝐹 ),

ця матриця називається матрицею системи (3.1).

Введемо ще два стовпцi

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑛× 1, 𝐹 ), 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑚× 1, 𝐹 ).

Стовпець 𝑋 називається стовпцем невiдомих системи (3.1), стовпець

𝐵 називається стовпцем правих частин системи (3.1). У нових

позначеннях систему (3.1) можна записати у виглядi

𝐴𝑋 = 𝐵.
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Означення 3.1. Стовпець 𝑋0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥01

𝑥02
...

𝑥0𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝐹 𝑛 називається

розв’язком системи (3.1), якщо 𝐴𝑋0 = 𝐵.

Означення 3.2. Система (3.1) називається сумiсною, якщо у неї

є розв’язок. Система (3.1) називається несумiсною, якщо у неї немає

розв’язкiв.

Означення 3.3. Система (3.1) називається визначеною, якщо вона

має єдиний розв’язок. Система (3.1) називається невизначеною, якщо вона

має бiльше за один розв’язок.

Теорема 3.4 (Кронекер–Капеллi). Нехай задана система лiнiйних

рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵, де 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑋 ∈ Mat(𝑛 × 1, 𝐹 ), 𝐵 ∈
Mat(𝑚× 1, 𝐹 ). Ця система є сумiсною тодi i тiльки тодi, коли

rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛 𝑏1

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛 𝑏2
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Доведення. Нехай система є сумiсною, тобто iснує 𝑋0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥01

𝑥02
...

𝑥0𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝐹 𝑛

– розв’язок системи. Ми маємо⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥

0
1 + 𝑎12𝑥

0
2 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥

0
𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥
0
1 + 𝑎22𝑥

0
2 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥

0
𝑛 = 𝑏2

...

𝑎𝑚1𝑥
0
1 + 𝑎𝑚2𝑥

0
2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥

0
𝑛 = 𝑏𝑚

.
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Останню систему рiвностей можна записати iнакше:

𝑥01

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11

𝑎21
...

𝑎𝑚1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝑥02

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎12

𝑎22
...

𝑎𝑚2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ . . .+ 𝑥0𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1𝑛

𝑎2𝑛
...

𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Ми бачимо, що стовпчик 𝐵 належить до лiнiйної оболонки стовпчикiв

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, тому

Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛} = Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵} ⇒

dim
(︀
Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛}

)︀
= dim

(︀
Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵}

)︀
⇒

rank
(︀
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛

)︀
= rank

(︀
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵

)︀
.

Ми довели, що, якщо система є сумiсною, то виконується

rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛 𝑏1

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛 𝑏2
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(в даному випадку ми використовували стовпцевий ранг матриць).

Припустимо тепер, що

rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛 𝑏1

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛 𝑏2
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Поглянемо на ранги обох матриць як на стовпцевi ранги. Ми маємо

rank
(︀
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛

)︀
= rank

(︀
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵

)︀
⇒

dim
(︀
Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛}

)︀
= dim

(︀
Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵}

)︀
.

Але

Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛} ⊂ Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵},
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i у цих просторiв розмiрностi є рiвними, тобто (дивись твердження 1.45)

Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛} = Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵}.

З цього ми маємо

𝐵 ∈ Lin {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛} ⇒

∃𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛 ∈ 𝐹 :

𝜇1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11

𝑎21
...

𝑎𝑚1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝜇2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎12

𝑎22
...

𝑎𝑚2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ . . .+ 𝜇𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1𝑛

𝑎2𝑛
...

𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

З останньої рiвностi ми отримуємо, що𝑋0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜇1

𝜇2
...

𝜇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ є розв’язком нашої

системи рiвнянь, тобто наша система рiвнянь є сумiсною. 2

Теорема 3.5 (правило Крамера). Нехай 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ Mat(𝑛×𝑛, 𝐹 )

– невироджена матриця, тобто det𝐴 ̸= 0, i нехай 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑛×

1, 𝐹 ) – довiльний стовпець. Тодi система лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵 є

визначеною, тобто має єдиний розв’язок

𝑋0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥01

𝑥02
...

𝑥0𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
при цьому для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 маємо формулу

𝑥0𝑗 =
Δ𝑗

Δ
,
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де

Δ = det𝐴, Δ𝑗 = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1,𝑗−1 𝑏1 𝑎1,𝑗+1 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2,𝑗−1 𝑏2 𝑎2,𝑗+1 . . . 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 . . . 𝑎3,𝑗−1 𝑏3 𝑎3,𝑗+1 . . . 𝑎3𝑛
... ... ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛,𝑗−1 𝑏𝑛 𝑎𝑛,𝑗+1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Доведення. Ми маємо систему рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵, i нам дано, що

det𝐴 ̸= 0, тобто що iснує обернена матриця 𝐴−1. Припустимо, що 𝑋0 –

розв’язок системи, тобто 𝐴𝑋0 = 𝐵. Помножимо цю рiвнiсть злiва на 𝐴−1,

ми отримуємо 𝐴−1 · (𝐴𝑋0) = 𝐴−1 · 𝐵, тобто (𝐴−1 · 𝐴) · 𝑋0 = 𝐴−1 · 𝐵, або
𝐼 · 𝑋0 = 𝐴−1 · 𝐵, звiдки 𝑋0 = 𝐴−1 · 𝐵. Тобто ми перевiрили, що якщо

розв’язок системи iснує, то вiн дорiвнює 𝐴−1 ·𝐵.
Перевiримо, що 𝑋0 = 𝐴−1 ·𝐵 дiйсно є розв’язком системи. Ми маємо

𝐴𝑋0 = 𝐴 · (𝐴−1 ·𝐵) = (𝐴 · 𝐴−1) ·𝐵 = 𝐼 ·𝐵 = 𝐵.

Тобто наша система лiнiйних рiвнянь має єдиний розв’язок 𝑋0 = 𝐴−1 ·
𝐵. Для отримання формул треба скористатися формулами для елементiв

оберненої матрицi. Нехай 𝐴−1 = (𝛼𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, тодi ми маємо

𝛼𝑖𝑗 =
1

det𝐴
(−1)𝑖+𝑗𝑀 ′ 𝑖

𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}.

Якщо

𝑋0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥01

𝑥02
...

𝑥0𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴−1 ·𝐵,

то для обчислення 𝑥0𝑗 треба рядок 𝑗 матрицi 𝐴
−1 помножити на стовпець

𝐵, i ми отримуємо

𝑥0𝑗 =
1

det𝐴

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+𝑗𝑀 ′ 𝑗
𝑘𝑏𝑘 =

Δ𝑗

Δ

(тут для обчислення визначника Δ𝑗 використовуємо формулу розкладання

по 𝑗-му стовпцю). 2



50

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵, де 𝐴 ∈ Mat(𝑚 ×
𝑛, 𝐹 ), 𝑋 ∈ Mat(𝑛 × 1, 𝐹 ), 𝐵 ∈ Mat(𝑚 × 1, 𝐹 ). Будемо вважати, що ця

система є сумiсною, тобто виконується умова теореми Кронекера–Капеллi

rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛 𝑏1

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛 𝑏2
... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Проведемо дослiдження щодо можливої кiлькостi розв’язкiв цiєї

системи лiнiйних рiвнянь.

1. Нехай rank𝐴 = 0. Це означає, що матриця 𝐴 є нульовою, i стовпець

𝐵 є нульовим. В такому випадку довiльний вектор 𝑋 ∈ 𝐹 𝑛 є розв’язком

системи.

2. Припустимо тепер, що rank𝐴 = 𝑟 ∈ N, i ранг розширеної матрицi
системи теж дорiвнює 𝑟. Подивимось на ранги обох матриць як на рядковi

ранги. Маємо: iснують 𝑟 рядкiв матрицi 𝐴, якi є лiнiйно незалежними,

а довiльний iнший рядок матрицi 𝐴 є лiнiйною комбiнацiєю цих 𝑟 рядкiв.

Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що першi 𝑟 рядкiв матрицi 𝐴

є лiнiйно незалежними. З цього випливає, що першi 𝑟 рядкiв розширеної

матрицi є лiнiйно незалежними (пояснiть це!). I, оскiльки ранг розширеної

матрицi дорiвнює 𝑟, ми отримуємо, що кожен рядок розширеної матрицi

з номером 𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . ,𝑚 є лiнiйною комбiнацiєю перших 𝑟 рядкiв

розширеної матрицi системи. Тобто кожне рiвняння за номером 𝑟 + 1, 𝑟 +

2, . . . ,𝑚 нашої системи лiнiйних рiвнянь є лiнiйною комбiнацiєю перших 𝑟

рiвнянь.

Ми довели, що кожний розв’язок системи з перших 𝑟 рiвнянь є

розв’язком нашої початкової системи, i навпаки, тобто ми можемо

розв’язувати систему з перших 𝑟 рiвнянь i отримаємо усi розв’язки нашої

системи.

Маємо нову систему рiвнянь
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
...

𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑟

(3.2)

з новою матрицею системи

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑟 × 𝑛, 𝐹 )

i новим стовпцем правих частин �̃� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑟 × 1, 𝐹 ).

Ми знаємо, що

rank 𝐴 = rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛 𝑏1

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛 𝑏2
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑛 𝑏𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑟.

Тобто в матрицi 𝐴 є 𝑟 лiнiйно незалежних стовпцiв (зокрема, 𝑟 6 𝑛). Не

зменшуючи загальностi, будемо вважати, що першi 𝑟 стовпцiв матрицi 𝐴 є

лiнiйно незалежними.

Можливi два випадки.

1. Випадок 𝑟 = 𝑛. У цьому випадку система лiнiйних рiвнянь (3.2) є

системою 𝑟 рiвнянь з 𝑟 невiдомими, i ранг матрицi системи дорiвнює 𝑟.

Оскiльки rank 𝐴 дорiвнює 𝑟, 𝐴 ∈ Mat(𝑟 × 𝑟, 𝐹 ), то det𝐴 ̸= 0, тому, за

правилом Крамера, система має єдиний розв’язок.

2. Випадок 𝑟 < 𝑛. При цьому ми вважаємо, що саме першi 𝑟 стовпцiв
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матрицi 𝐴 є лiнiйно незалежними. Запишемо систему (3.2) у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 = 𝑏1 − 𝑎1,𝑟+1𝑥𝑟+1 − . . .− 𝑎1𝑛𝑥𝑛

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑟𝑥𝑟 = 𝑏2 − 𝑎2,𝑟+1𝑥𝑟+1 − . . .− 𝑎2𝑛𝑥𝑛
...

𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑟𝑟𝑥𝑟 = 𝑏𝑟 − 𝑎𝑟,𝑟+1𝑥𝑟+1 − . . .− 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛.

(3.3)

Оскiльки у матрицi

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑟

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑟
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ стовпцi є лiнiйно

незалежними, то det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑟

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑟
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ̸= 0. Будемо розглядати змiннi

𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛 як параметри системи. Тодi за правилом Крамера для

довiльного набору значень параметрiв 𝑥𝑟+1 = 𝜆𝑟+1, 𝑥𝑟+2 = 𝜆𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛 = 𝜆𝑛

(тут 𝜆𝑟+1, 𝜆𝑟+2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ 𝐹 – довiльнi числа) iснує єдиний стовпчик⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑟 × 1, 𝐹 ), такий що

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑟

𝜆𝑟+1

𝜆𝑟+2

...

𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mat(𝑛× 1, 𝐹 )

є розв’язком початкової системи.

Таким чином, для системи лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵, де 𝐴 ∈ Mat(𝑚×
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𝑛, 𝐹 ), 𝑋 ∈ Mat(𝑛 × 1, 𝐹 ), 𝐵 ∈ Mat(𝑚 × 1, 𝐹 ), можливим є один з трьох

наступних випадкiв:

1. Система є несумiсною, тобто не має розв’язкiв (коли ранг розширеної

матрицi системи не дорiвнює рангу системи).

2. Система є визначеною, тобто має єдиний розв’язок (коли ранг

розширеної матрицi системи дорiвнює рангу системи i дорiвнює кiлькостi

невiдомих).

3. Система є сумiсною i невизначеною (коли ранг розширеної матрицi

системи дорiвнює рангу системи i є строго меншим за кiлькiсть невiдомих).

У випадку, коли поле 𝐹 мiстить нескiнченну кiлькiсть елементiв, система

має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв. При цьому множина розв’язкiв

системи залежить вiд 𝑛 − 𝑟 довiльних параметрiв (тут 𝑟 – ранг матрицi

системи, 𝑛 – кiлькiсть невiдомих).

3.2 Системи однорiдних лiнiйних рiвнянь. Зв’язок мiж

розв’язками неоднорiдної i вiдповiдної однорiдної систем

лiнiйних рiвнянь

Означення 3.6. Система лiнiйних рiвнянь називається однорiдною,

якщо вектор правих частин є нульовим вектором, тобто система має вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0
...

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0.

Твердження 3.7. Розглянемо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь

𝐴𝑋 = 𝑂, де 𝐴 ∈ Mat(𝑚× 𝑛, 𝐹 ), 𝑋 ∈ Mat(𝑛× 1, 𝐹 ) i 𝑂 ∈ Mat(𝑚× 1, 𝐹 ) –

нульовий стовпець. Позначимо через 𝑈 = {𝑋 ∈ 𝐹 𝑛 : 𝐴𝑋 = 𝑂} ⊂ 𝐹 𝑛 –

множину розв’язкiв системи. Тодi 𝑈 < 𝐹 𝑛.

Доведення. Нехай 𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝑈, це означає, що 𝐴𝑋1 = 𝑂 i 𝐴𝑋2 = 𝑂.

Тодi для довiльних 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹 виконується 𝐴(𝛼1𝑋1 + 𝛼2𝑋2) = 𝛼1𝐴𝑋1 +

𝛼2𝐴𝑋2 = 𝛼1 ·𝑂 + 𝛼2 ·𝑂 = 𝑂, тобто 𝛼1𝑋1 + 𝛼2𝑋2 ∈ 𝑈. 2
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Теорема 3.8. Дана система лiнiйних однорiдних рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝑂, де

𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ), 𝑋 ∈ Mat(𝑛 × 1, 𝐹 ) i 𝑂 ∈ Mat(𝑚 × 1, 𝐹 ) – нульовий

стовпець. Позначимо через 𝑈 = {𝑋 ∈ 𝐹 𝑛 : 𝐴𝑋 = 𝑂} < 𝐹 𝑛 – множину

розв’язкiв системи. Тодi dim𝑈 = 𝑛− rank 𝐴.

Доведення. Позначимо через 𝑟 ранг матрицi 𝐴. Не зменшуючи

загальностi, можемо вважати, що першi 𝑟 рiвнянь системи є лiнiйно

незалежними. Тодi наша система рiвнянь є еквiвалентною наступнiй⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0
...

𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛 = 0

новiй системi рiвнянь з новою матрицею системи

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑟 × 𝑛, 𝐹 ).

Ранг матрицi 𝐴 дорiвнює 𝑟 (рядки матрицi 𝐴 є лiнiйно незалежними),

тобто в цiй матрицi є 𝑟 лiнiйно незалежних стовпцiв (зокрема, 𝑟 6 𝑛). Не

зменшуючи загальностi, будемо вважати, що першi 𝑟 стовпцiв матрицi 𝐴 є

лiнiйно незалежними.

Можливi два випадки.

1. Випадок 𝑟 = 𝑛. У цьому випадку наша система лiнiйних рiвнянь

є системою 𝑟 рiвнянь з 𝑟 невiдомими, i ранг матрицi системи дорiвнює

𝑟. Оскiльки rank 𝐴 дорiвнює 𝑟, 𝐴 ∈ Mat(𝑟 × 𝑟, 𝐹 ), то det𝐴 ̸= 0, тому

за правилом Крамера система має єдиний розв’язок. Очевидно, що цей

розв’язок є нульовим 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑛 × 1, 𝐹 ). Тому множина

розв’язкiв 𝑈 = {0}, отже, dim𝑈 = 0 = 𝑛− 𝑟.
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2. Випадок 𝑟 < 𝑛. Не зменшуючи загальностi, ми вважаємо, що саме

першi 𝑟 стовпцiв матрицi 𝐴 є лiнiйно незалежними. Запишемо систему

рiвнянь у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 = −𝑎1,𝑟+1𝑥𝑟+1 − . . .− 𝑎1𝑛𝑥𝑛

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑟𝑥𝑟 = −𝑎2,𝑟+1𝑥𝑟+1 − . . .− 𝑎2𝑛𝑥𝑛
...

𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑟𝑟𝑥𝑟 = −𝑎𝑟,𝑟+1𝑥𝑟+1 − . . .− 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛

. (3.4)

Оскiльки у матрицi

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑟

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑟
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ стовпцi є лiнiйно

незалежними, то det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑟

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑟
... ...

𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 . . . 𝑎𝑟𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ̸= 0. Будемо розглядати змiннi

𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛 як параметри системи. Тодi за правилом Крамера для

довiльного набору значень параметрiв 𝑥𝑟+1 = 𝜆𝑟+1, 𝑥𝑟+2 = 𝜆𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛 = 𝜆𝑛

(тут 𝜆𝑟+1, 𝜆𝑟+2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ 𝐹 – довiльнi числа) iснує єдиний стовпчик⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Mat(𝑟 × 1, 𝐹 ), такий, що

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑟

𝜆𝑟+1

𝜆𝑟+2

...

𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mat(𝑛× 1, 𝐹 )
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є розв’язком системи (3.4).

У нас є 𝑛− 𝑟 незалежних параметрiв. Розглянемо 𝑛− 𝑟 рiзних наборiв

параметрiв: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, . . . ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тобто для кожного 𝑗 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . , 𝑛 розглянемо значення параметрiв

𝑥𝑟+1 = 0, 𝑥𝑟+2 = 0, . . . , 𝑥𝑗−1 = 0, 𝑥𝑗 = 1, 𝑥𝑗+1 = 0, . . . , 𝑥𝑛 = 0, i для такого

набору знайдемо єдиний набiр значень 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟, який є розв’язком

останньої системи (3.4).

Ми знайшли 𝑛− 𝑟 розв’язкiв системи рiвнянь:

𝑋𝑟+1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽11

𝛽21
...

𝛽𝑟1

1

0
...

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, 𝑋𝑟+2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽12

𝛽22
...

𝛽𝑟2

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, . . . , 𝑋𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽1𝑛

𝛽2𝑛
...

𝛽𝑟𝑛

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Ми доведемо, що система 𝑋𝑟+1, 𝑋𝑟+2, . . . , 𝑋𝑛 векторiв є базисом

пiдпростору 𝑈.

Перевiримо лiнiйну незалежнiсть цiєї системи. Нехай

𝜇𝑟+1𝑋𝑟+1 + 𝜇𝑟+2𝑋𝑟+2 + . . .+ 𝜇𝑛𝑋𝑛 = 0,
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де 𝜇𝑟+1, 𝜇𝑟+2, . . . , 𝜇𝑛 ∈ 𝐹. Маємо

𝜇𝑟+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽11

𝛽21
...

𝛽𝑟1

1

0
...

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ 𝜇𝑟+2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽12

𝛽22
...

𝛽𝑟2

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ . . .+ 𝜇𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽1𝑛

𝛽2𝑛
...

𝛽𝑟𝑛

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

*
*
...

*
𝜇𝑟+1

𝜇𝑟+2

...

𝜇𝑛−1

𝜇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

0

0
...

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

звiдки маємо 𝜇𝑟+1 = 𝜇𝑟+2 = . . . = 𝜇𝑛 = 0. Тобто система векторiв

𝑋𝑟+1, 𝑋𝑟+2, . . . , 𝑋𝑛 ∈ 𝑈 є лiнiйно незалежною.

Нехай 𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾1

𝛾2
...

𝛾𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝑈 – довiльний розв’язок системи.

Нехай

𝑍 := 𝛾𝑟+1𝑋𝑟+1 + 𝛾𝑟+2𝑋𝑟+2 + . . .+ 𝛾𝑛𝑋𝑛 ∈ 𝑈,

тобто

𝑍 = 𝛾𝑟+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽11

𝛽21
...

𝛽𝑟1

1

0
...

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ 𝛾𝑟+2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽12

𝛽22
...

𝛽𝑟2

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ . . .+ 𝛾𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽1𝑛

𝛽2𝑛
...

𝛽𝑟𝑛

0

0
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

*
*
...

*
𝛾𝑟+1

𝛾𝑟+2

...

𝛾𝑛−1

𝛾𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Як бачимо, є два розв’язки системи рiвнянь 𝑌 ∈ 𝑈 i 𝑍 ∈ 𝑈, у яких

збiгаються значення параметрiв 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛. За правилом Крамера,
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для довiльного вибору параметрiв iснує єдиний розв’язок системи, у якого

𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛 дорiвнюють вибраним значенням параметрiв. Отже, 𝑌 =

𝑍, тобто 𝑌 ∈ Lin {𝑋𝑟+1, 𝑋𝑟+2, . . . , 𝑋𝑛}. Ми довели, що система векторiв

𝑋𝑟+1, 𝑋𝑟+2, . . . , 𝑋𝑛 є базисом пiдпростору 𝑈, звiдки dim𝑈 = 𝑛− 𝑟. 2

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵, де 𝐴 ∈ Mat(𝑚 ×
𝑛, 𝐹 ), 𝑋 ∈ Mat(𝑛× 1, 𝐹 ), 𝐵 ∈ Mat(𝑚× 1, 𝐹 ). Вiдповiдною до цiєї системи

однорiдною системою лiнiйних рiвнянь називається система 𝐴𝑋 = 𝑂, де

𝑂 ∈ Mat(𝑚 × 1, 𝐹 ) (тобто стовпець правих частин ми замiнили нульовим

стовпцем).

Ми вивчимо зв’язок мiж розв’язками цих двох систем.

Твердження 3.9. Нехай 𝑋1, 𝑋2 – два розв’язки системи 𝐴𝑋 = 𝐵.

Тодi (𝑋1 −𝑋2) є розв’язком системи 𝐴𝑋 = 𝑂.

Доведення. Маємо 𝐴(𝑋1 −𝑋2) = 𝐴𝑋1 − 𝐴𝑋2 = 𝐵 −𝐵 = 𝑂. 2

Твердження 3.10. Нехай 𝑋0 – розв’язок системи 𝐴𝑋 = 𝐵, 𝑌0 –

розв’язок системи 𝐴𝑋 = 𝑂. Тодi (𝑋0+𝑌0) є розв’язком системи 𝐴𝑋 = 𝐵.

Доведення. Маємо 𝐴(𝑋0 + 𝑌0) = 𝐴𝑋0 + 𝐴𝑌0 = 𝐵 +𝑂 = 𝐵. 2

Нехай система 𝐴𝑋 = 𝐵 є сумiсною, позначимо через 𝑋0 один з

розв’язкiв системи (так званий частковий розв’язок), позначимо через 𝑈

множину розв’язкiв системи: 𝑈 = {𝑋 ∈ 𝐹 𝑛 : 𝐴𝑋 = 𝐵}. Множину

розв’язкiв системи називають загальним розв’язком.

Розглянемо вiдповiдну однорiдну систему 𝐴𝑋 = 𝑂, позначимо через 𝑉

множину розв’язкiв однорiдної системи: 𝑉 = {𝑋 ∈ 𝐹 𝑛 : 𝐴𝑋 = 𝑂}. Тобто
𝑉 – загальний розв’язок однорiдної системи.

Ми довели наступну формулу:

𝑈 = 𝑋0 + 𝑉.

Кажуть, що загальним розв’язком неоднорiдної системи лiнiйних рiвнянь

є частковий розв’язок цiєї системи плюс загальний розв’язок вiдповiдної

однорiдної системи.
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Задача 3.11. Нехай 𝐴 ∈ Mat(𝑚 × 𝑛, 𝐹 ) – задана матриця. Доведiть,

що умова, що для довiльного 𝐵 ∈ Mat(𝑚× 1, 𝐹 ) система лiнiйних рiвнянь

𝐴𝑋 = 𝐵 є сумiсною (тут𝑋 ∈ Mat(𝑛×1, 𝐹 )), виконується тодi i тiльки тодi,

коли rank 𝐴 = 𝑚. Доведiть, що умова, що для довiльного 𝐵 ∈ Mat(𝑚 ×
1, 𝐹 ) система лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑋 = 𝐵 є визначеною (тут 𝑋 ∈ Mat(𝑛 ×
1, 𝐹 )), виконується тодi i тiльки тодi, коли rank 𝐴 = 𝑚 i 𝑚 = 𝑛.
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Роздiл 4

Лiнiйнi оператори в скiнченновимiрних лiнiйних просторах

4.1 Координати вектора в базисi. Перетворення координат

вектора при змiнi базису

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈ N. Нехай
𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий базис 𝐿. Тодi для кожного вектора 𝑥 ∈ 𝐿 iснує

єдиний впорядкований набiр чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹, такий, що 𝑥 =

𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑒𝑛 (дивись твердження 1.30).

Означення 4.1. Числа 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹, такi, що 𝑥 = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 +

. . .+ 𝑥𝑛𝑒𝑛, називають координатами вектора 𝑥 в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛.

Всюди далi в нашому курсi ми будемо використовувати наступне

позначення

𝑥𝑒 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐹 𝑛

(тобто 𝑥𝑒 – стовпець координат вектора 𝑥 в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛).

Теорема 4.2. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈
N. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий базис 𝐿. Розглянемо вiдображення 𝐴 : 𝐿→
𝐹 𝑛, яке задається формулою 𝐴(𝑥) = 𝑥𝑒. Тодi 𝐴 є бiєкцiєю, при цьому

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝐹 𝐴(𝜆𝑥+ 𝜇𝑦) = 𝜆𝐴(𝑥) + 𝜇𝐴(𝑦),

тобто вiдображення 𝐴 є iзоморфiзмом просторiв 𝐿 i 𝐹 𝑛.

Доведiть це просте твердження самостiйно.

Твердження 4.3. Нехай 𝐿1 i 𝐿2 – два лiнiйнi простори над полем 𝐹,

якi є iзоморфними, i нехай 𝑇 : 𝐿1 → 𝐿2 – iзоморфiзм. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛
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– базис простору 𝐿1. Тодi 𝑇𝑒1, 𝑇 𝑒2, . . . , 𝑇 𝑒𝑛– базис простору 𝐿2. Зокрема

iзоморфнi простори мають однакову розмiрнiсть.

Доведiть самостiйно це твердження. З останнього твердження

випливає такий наслiдок.

Наслiдок 4.4. Нехай 𝐿1 i 𝐿2 – два лiнiйнi простори над полем 𝐹, i

нехай dim𝐿1 ̸= dim𝐿2. Тодi простори 𝐿1 i 𝐿2 не є iзоморфними. Зокрема

простори 𝐹 𝑛 i 𝐹𝑚 не є iзоморфними при 𝑛 ̸= 𝑚. 2

Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий базис 𝐿 («старий базис»). Нехай є ще

один базис 𝐿 : 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 («новий базис»). Ми хочемо дослiдити, як

змiнюються координати вектора при переходi вiд старого базису до нового.

Розкладемо вектор 𝑢1 за старим базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Маємо

𝑢1 = 𝑡11𝑒1 + 𝑡21𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛1𝑒𝑛.

(звернiть увагу на нумерацiю коефiцiєнтiв!).

Розкладемо вектор 𝑢2 за старим базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Маємо

𝑢2 = 𝑡12𝑒1 + 𝑡22𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛2𝑒𝑛

Для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, продовжуючи цю процедуру, розкладемо

вектор 𝑢𝑗 за старим базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Ми маємо

𝑢1 = 𝑡11𝑒1 + 𝑡21𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛1𝑒𝑛,

𝑢2 = 𝑡12𝑒1 + 𝑡22𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛2𝑒𝑛,

𝑢3 = 𝑡13𝑒1 + 𝑡23𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛3𝑒𝑛,

...

𝑢𝑛 = 𝑡1𝑛𝑒1 + 𝑡2𝑛𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛𝑛𝑒𝑛.

Введемо матрицю

𝑇𝑒→𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡11 𝑡12 . . . 𝑡1𝑛

𝑡21 𝑡22 . . . 𝑡2𝑛
... ...

𝑡𝑛1 𝑡𝑛2 . . . 𝑡𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Ця матриця називається матрицею переходу вiд базису 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛

до базису 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 (для побудови цiєї матрицi ми для кожного

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 розкладаємо вектор 𝑢𝑗 за старим базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i

координати записуємо у 𝑗-й стовпець матрицi переходу).

Нехай 𝑥 ∈ 𝐿 – довiльний вектор, нехай 𝑥 = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + . . . + 𝑥𝑛𝑒𝑛,

тобто 𝑥𝑒 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. Нехай 𝑥 = 𝑦1𝑢1+𝑦2𝑢2+. . .+𝑦𝑛𝑢𝑛, тобто 𝑥𝑢 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Ми маємо

𝑥 = 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 + . . .+ 𝑦𝑛𝑢𝑛 =

𝑦1(𝑡11𝑒1 + 𝑡21𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛1𝑒𝑛)+

𝑦2(𝑡12𝑒1 + 𝑡22𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛2𝑒𝑛)+

𝑦3(𝑡13𝑒1 + 𝑡23𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛3𝑒𝑛) + . . .+

𝑦𝑛(𝑡1𝑛𝑒1 + 𝑡2𝑛𝑒2 + . . .+ 𝑡𝑛𝑛𝑒𝑛).

Зведемо подiбнi доданки в цiй формулi i отримаємо

𝑥 = (𝑡11𝑦1 + 𝑡12𝑦2 + 𝑡13𝑦3 + . . .+ 𝑡1𝑛𝑦𝑛)𝑒1+

(𝑡21𝑦1 + 𝑡22𝑦2 + 𝑡23𝑦3 + . . .+ 𝑡2𝑛𝑦𝑛)𝑒2+

(𝑡31𝑦1 + 𝑡32𝑦2 + 𝑡33𝑦3 + . . .+ 𝑡3𝑛𝑦𝑛)𝑒3+

...

+(𝑡𝑛1𝑦1 + 𝑡𝑛2𝑦2 + 𝑡𝑛3𝑦3 + . . .+ 𝑡𝑛𝑛𝑦𝑛)𝑒𝑛.

Ми отримали наступну важливу формулу.

Твердження 4.5. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – два базиси

простору 𝐿. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується

𝑥𝑒 = 𝑇𝑒→𝑢𝑥𝑢.

2
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Перевiримо, що матриця переходу вiд базису до базису завжди є

невиродженою (тобто її визначник не дорiвнює нулю). Нехай 𝑇𝑢→𝑒 –

матриця переходу вiд базису 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 до базису 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Тодi, за

доведеним, для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується

𝑥𝑒 = 𝑇𝑒→𝑢𝑥𝑢

i

𝑥𝑢 = 𝑇𝑢→𝑒𝑥𝑒.

Пiдставляючи другу формулу в першу, отримуємо, що для довiльного 𝑥 ∈
𝐿 виконується

𝑥𝑒 = 𝑇𝑒→𝑢𝑇𝑢→𝑒𝑥𝑒.

В якостi довiльного вектора в останнiй формулi будемо обирати базиснi

вектори 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Оберемо довiльне 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 i пiдставимо 𝑥 = 𝑒𝑗,

при цьому ми знаємо, що

(𝑒𝑗)𝑒 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(в цьому стовпцi одиниця стоїть на мiсцi 𝑗).
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Тому ми отримуємо, що для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 :⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑇𝑒→𝑢𝑇𝑢→𝑒

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Якщо ми введемо позначення 𝑇𝑒→𝑢𝑇𝑢→𝑒 = (𝜆𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, то для кожного

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 ми маємо рiвнiсть⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1𝑗

𝜆2𝑗
...

𝜆𝑗−1,𝑗

𝜆𝑗𝑗

𝜆𝑗+1,𝑗

...

𝜆𝑛𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тобто для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 ми маємо: 𝑗-й стовпець матрицi 𝑇𝑒→𝑢𝑇𝑢→𝑒

збiгається з 𝑗-м стовпцем одиничної матрицi 𝐼, звiдки

𝑇𝑒→𝑢𝑇𝑢→𝑒 = 𝐼.

Таким чином, матриця переходу вiд базису до базису має обернену

матрицю, тобто вона є невиродженою, при цьому (𝑇𝑒→𝑢)
−1 = 𝑇𝑢→𝑒.

Ми довели також ще одне твердження: якщо матриця 𝑇𝑒→𝑢 є матрицею

переходу вiд базису 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 до базису 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛, то матрицею

зворотнього переходу вiд базису 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 до базису 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 буде

обернена матриця: 𝑇𝑢→𝑒 = 𝑇−1
𝑒→𝑢.
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4.2 Означення лiнiйного оператора. Матриця лiнiйного

оператора у заданому базисi. Дiї над операторами i їхнiми

матрицями

Нехай 𝐿1 i 𝐿2 – два лiнiйнi простiри над одним i тим самим полем 𝐹.

Означення 4.6. Вiдображення 𝐴 : 𝐿1 → 𝐿2 називається лiнiйним

оператором з 𝐿1 в 𝐿2, якщо для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿1 i довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹

виконується 𝐴(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼𝐴(𝑥) + 𝛽𝐴(𝑦).

Задача 4.7. Доведiть, що якщо 𝐴 : 𝐿1 → 𝐿2 – лiнiйний оператор, то

𝐴(0) = 0 (тут в лiвiй частинi рiвностi 0 – це нульовий вектор простору 𝐿1,

а в правiй частинi 0 – це нульовий вектор простору 𝐿2).

В нашому курсi ми будемо вивчати виключно лiнiйнi оператори, якi

дiють в одному просторi, тобто вивчати випадок, коли 𝐿1 = 𝐿2.

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈ N, 𝐴 :

𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий базис 𝐿. Застосуємо

лiнiйний оператор 𝐴 до вектора 𝑒1, отримуємо деякий вектор простору 𝐿,

розкладемо його за базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Маємо

𝐴(𝑒1) = 𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2 + 𝑎31𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛1𝑒𝑛

(звернiть увагу на нумерацiю коефiцiєнтiв!). Застосуємо лiнiйний оператор

𝐴 до вектора 𝑒2, отримуємо деякий вектор простору 𝐿, розкладемо його за

базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Маємо

𝐴(𝑒2) = 𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2 + 𝑎32𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛2𝑒𝑛.

Аналогiчно, для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 ми застосуємо лiнiйний оператор

𝐴 до вектора 𝑒𝑗, отримуємо деякий вектор простору 𝐿, розкладемо його за

базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, тобто ми маємо

𝐴(𝑒1) = 𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2 + 𝑎31𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛1𝑒𝑛

𝐴(𝑒2) = 𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2 + 𝑎32𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛2𝑒𝑛

𝐴(𝑒3) = 𝑎13𝑒1 + 𝑎23𝑒2 + 𝑎33𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛3𝑒𝑛
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...

𝐴(𝑒𝑛) = 𝑎1𝑛𝑒1 + 𝑎2𝑛𝑒2 + 𝑎3𝑛𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑛.

Означення 4.8. Введемо матрицю

𝐴𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ця матриця називається матрицею лiнiйного оператора 𝐴 в базисi

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 (для побудови цiєї матрицi ми для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛

розкладаємо вектор 𝐴(𝑒𝑗) за базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i координати записуємо

у 𝑗-й стовпець матрицi лiнiйного оператора).

Розглянемо довiльний 𝑥 ∈ 𝐿, розкладемо його за базисом 𝑥 = 𝑥1𝑒1 +

𝑥2𝑒2 + . . . + 𝑥𝑛𝑒𝑛 i розглянемо образ цього вектора пiд дiєю оператора 𝐴.

Ми маємо (з урахуванням лiнiйностi оператора 𝐴):

𝐴(𝑥) = 𝐴(𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑒𝑛) =

𝑥1𝐴(𝑒1) + 𝑥2𝐴(𝑒2) + . . .+ 𝑥𝑛𝐴(𝑒𝑛) =

𝑥1(𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2 + 𝑎31𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛1𝑒𝑛)+

𝑥2(𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2 + 𝑎32𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛2𝑒𝑛)+

𝑥3(𝑎13𝑒1 + 𝑎23𝑒2 + 𝑎33𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛3𝑒𝑛)+

...

𝑥𝑛(𝑎1𝑛𝑒1 + 𝑎2𝑛𝑒2 + 𝑎3𝑛𝑒3 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑛) =

(𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛)𝑒1+

(𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛)𝑒2+

(𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 + . . .+ 𝑎3𝑛𝑥𝑛)𝑒3+

...

(𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + 𝑎𝑛3𝑥3 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛)𝑒𝑛.

Таким чином, ми довели наступне твердження.
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Твердження 4.9. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 :=

dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – базис 𝐿. Для

довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується

(𝐴𝑥)𝑒 = 𝐴𝑒𝑥𝑒

(стовпець координат образу вектора 𝑥 пiд дiєю оператора 𝐴 в базисi

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 є добутком матрицi оператора 𝐴 в цьому базисi на стовпець

координат вектора 𝑥 в цьому базисi). 2

Беручи до уваги формулу (𝐴𝑥)𝑒 = 𝐴𝑒𝑥𝑒, зазвичай пишуть 𝐴𝑥 замiсть

𝐴(𝑥).

Теорема 4.10. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈
N, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – довiльний базис 𝐿, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ Mat(𝑛 × 𝑛, 𝐹 ) –

довiльна матриця. Задамо вiдображення 𝐶 : 𝐿→ 𝐿 наступним чином:

∀𝑥 ∈ 𝐿 (𝐶(𝑥))𝑒 = 𝐵𝑥𝑒

(ця формула для кожного 𝑥 ∈ 𝐿 задає набiр координат його образу 𝐶(𝑥),

знаючи координати, ми обчислимо i сам вектор 𝐶(𝑥)). Тодi вiдображення

𝐶 є лiнiйним оператором в просторi 𝐿, i його матриця 𝐶𝑒 = 𝐵.

Доведення. Лiнiйнiсть вiдображення є очевидною. Дiйсно, нехай 𝑥, 𝑦 ∈
𝐿 – довiльнi вектори, i 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 – довiльнi скаляри. Тодi за властивостями

координат маємо

(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦)𝑒 = 𝛼𝑥𝑒 + 𝛽𝑦𝑒,

тому

(𝐶(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦))𝑒 = 𝐵(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦)𝑒 = 𝐵(𝛼𝑥𝑒 + 𝛽𝑦𝑒) = 𝛼𝐵𝑥𝑒 + 𝛽𝐵𝑦𝑒 =

𝛼(𝐶(𝑥))𝑒 + 𝛽(𝐶(𝑦))𝑒.

Якщо у векторiв однаковi координати в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, то цi вектори

є рiвними, тобто

𝐶(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼(𝐶(𝑥)) + 𝛽(𝐶(𝑦)).
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Ми довели, що 𝐶 – лiнiйний оператор в 𝐿.

Знайдемо матрицю цього оператора в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Для

довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 розкладаємо вектор 𝐶(𝑒𝑗) за базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛

i координати записуємо у 𝑗-й стовпець матрицi лiнiйного оператора. Маємо

(𝐶(𝑒𝑗))𝑒 = 𝐵(𝑒𝑗)𝑒 = 𝐵

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏1𝑗

𝑏2𝑗
...

𝑏𝑗−1,𝑗

𝑏𝑗𝑗

𝑏𝑗+1,𝑗

...

𝑏𝑛𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(у стовпцi координат (𝑒𝑗)𝑒 одиниця стоїть на мiсцi 𝑗).

Тобто для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 стовпець з номером 𝑗 матрицi

оператора збiгається з 𝑗-м стовпцем матрицi 𝐵. Тому 𝐶𝑒 = 𝐵. 2

Далi розглянемо дiї над операторами i їхнiми матрицями.

1. Нехай 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор, 𝜆 ∈ 𝐹, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 –

деякий базис 𝐿. Задамо вiдображення 𝜆𝐴 : 𝐿 → 𝐿 наступним чином: для

довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 означимо (𝜆𝐴)(𝑥) = 𝜆𝐴(𝑥). Тодi вiдображення 𝜆𝐴 є

лiнiйним оператором i (𝜆𝐴)𝑒 = 𝜆𝐴𝑒. (Доведiть це).

2. Нехай 𝐴,𝐵 : 𝐿→ 𝐿 – два лiнiйних оператори, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий

базис 𝐿. Задамо вiдображення 𝐴 + 𝐵 : 𝐿 → 𝐿 наступним чином: для

довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 означимо (𝐴 + 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) + 𝐵(𝑥). Тодi вiдображення

𝐴+𝐵 є лiнiйним оператором i (𝐴+𝐵)𝑒 = 𝐴𝑒 +𝐵𝑒. (Доведiть це).

3. Нехай 𝐴,𝐵 : 𝐿 → 𝐿 – два лiнiйних оператори, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 –

деякий базис 𝐿. Задамо вiдображення 𝐴𝐵 : 𝐿 → 𝐿 наступним чином:

для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 означимо (𝐴𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝐵(𝑥)) (у випадку лiнiйних

операторiв їхню композицiю називають добутком i позначають значком

множення). Тодi вiдображення 𝐴𝐵 є лiнiйним оператором i (𝐴𝐵)𝑒 = 𝐴𝑒·𝐵𝑒.

Доведення. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 – довiльнi вектори, i 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 – довiльнi
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скаляри. Тодi ми маємо

(𝐴𝐵)(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝐴(𝐵(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦)) = 𝐴(𝛼𝐵(𝑥) + 𝛽𝐵(𝑦)) =

𝛼𝐴(𝐵(𝑥)) + 𝛽𝐴(𝐵(𝑦)) = 𝛼(𝐴𝐵)(𝑥) + 𝛽(𝐴𝐵)(𝑦).

Тобто вiдображення 𝐴𝐵 є лiнiйним оператором.

Знайдемо його матрицю в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛.

Позначимо 𝐴𝑒 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 i 𝐵𝑒 = (𝑏𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1. Виберемо довiльне 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑛. За означенням матрицi оператора ми маємо

(𝐴𝐵)(𝑒𝑗) = 𝐴(𝐵(𝑒𝑗)) = 𝐴(𝑏1𝑗𝑒1 + 𝑏2𝑗𝑒2 + . . .+ 𝑏𝑛𝑗𝑒𝑛) =

𝑏1𝑗𝐴(𝑒1) + 𝑏2𝑗𝐴(𝑒2) + . . .+ 𝑏𝑛𝑗𝐴(𝑒𝑛) =

𝑏1𝑗(𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2 + . . .+ 𝑎𝑛1𝑒𝑛)+

𝑏2𝑗(𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2 + . . .+ 𝑎𝑛2𝑒𝑛)+

𝑏3𝑗(𝑎13𝑒1 + 𝑎23𝑒2 + . . .+ 𝑎𝑛3𝑒𝑛)+

...

+𝑏𝑛𝑗(𝑎1𝑛𝑒1 + 𝑎2𝑛𝑒2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑛) =

(𝑎11𝑏1𝑗 + 𝑎12𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛𝑗)𝑒1+

(𝑎21𝑏1𝑗 + 𝑎22𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛𝑗)𝑒2+

(𝑎31𝑏1𝑗 + 𝑎32𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎3𝑛𝑏𝑛𝑗)𝑒3+

...

(𝑎𝑛1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑛2𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑗)𝑒𝑛.

Тобто, для довiльного 𝑗, 𝑗-й стовпець матрицi оператора (𝐴𝐵) в базисi

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 дорiвнює

(𝐴𝐵)𝑗𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11𝑏1𝑗 + 𝑎12𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛𝑗

𝑎21𝑏1𝑗 + 𝑎22𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛𝑗

𝑎31𝑏1𝑗 + 𝑎32𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎3𝑛𝑏𝑛𝑗
...

𝑎𝑛1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑛2𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= (𝐴𝑒 ·𝐵𝑒)

𝑗.

Тобто ми довели, що (𝐴𝐵)𝑒 = 𝐴𝑒 ·𝐵𝑒. 2
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4. Нехай 𝐼 : 𝐿 → 𝐿 – тотожне вiдображення, тобто для довiльного

𝑥 ∈ 𝐿 виконується 𝐼(𝑥) = 𝑥, i нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – довiльний базис 𝐿.

Тодi 𝐼 – лiнiйний оператор, а його матриця в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 дорiвнює

одиничнiй матрицi 𝐼𝑒 = 𝐼. (Доведiть це). Увага: ми використовуємо одну

й ту саму букву 𝐼 для тотожного вiдображення i для одиничної матрицi.

5. Нехай 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий базис

𝐿. Нехай лiнiйний оператор 𝐴 є оборотним, тобто iснує лiнiйний оператор

𝐴−1 : 𝐿 → 𝐿, такий, що 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼. Тодi (𝐴−1)𝑒 = (𝐴𝑒)
−1, тобто

матриця оберненого оператора в заданому базисi є оберненою матрицею до

матрицi оператора в цьому базисi. (Доведiть це).

4.3 Образ i ядро лiнiйного оператора

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝐴 : 𝐿→ 𝐿 – лiнiйний оператор.

Означення 4.11. Ядром лiнiйного оператора 𝐴 називається

Ker𝐴 = {𝑥 ∈ 𝐿 : 𝐴(𝑥) = 0}.

Позначення походить вiд англiйського kernel – ядро.

Означення 4.12. Образом лiнiйного оператора 𝐴 називається

Im𝐴 = {𝑦 ∈ 𝐿 : iснує 𝑥 ∈ 𝐿, такий що 𝐴(𝑥) = 𝑦}.

Позначення походить вiд англiйського image – образ.

Твердження 4.13. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝐴 :

𝐿→ 𝐿 – лiнiйний оператор. Тодi Ker𝐴 < 𝐿 i Im𝐴 < 𝐿.

Доведення. 1. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ Ker𝐴, 𝐴𝑥 = 0, 𝐴𝑦 = 0. Нехай 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹.

Тодi 𝐴(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼𝐴(𝑥) + 𝛽𝐴(𝑦) = 𝛼 · 0+ 𝛽 · 0 = 0 ⇒ 𝛼𝑥+ 𝛽𝑦 ∈ Ker𝐴.

Отже Ker𝐴 < 𝐿.

2. Нехай 𝑦1, 𝑦2 ∈ Im𝐴, тобто iснують такi 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐿, що 𝐴(𝑥1) =

𝑦1, 𝐴(𝑥2) = 𝑦2. Нехай 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹. Тодi 𝐴(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2) = 𝛼1𝐴(𝑥1)+𝛼2𝐴(𝑥2) =

𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2 ⇒ 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2 ∈ Im𝐴. Отже, Im𝐴 < 𝐿. 2
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За означенням образу, лiнiйний оператор 𝐴 є сюр’єктивним тодi i тiльки

тодi, коли Im𝐴 = 𝐿.

Твердження 4.14. Лiнiйний оператор 𝐴 є iн’єктивним тодi i

тiльки тодi, коли Ker𝐴 = {0}.

Доведення. Нехай лiнiйний оператор 𝐴 є iн’єктивним. Припустимо,

що 𝑥 ∈ Ker𝐴, тобто 𝐴(𝑥) = 0. Тодi маємо 𝐴(𝑥) = 0 = 𝐴(0) ⇒ 𝑥 = 0.

Отже Ker𝐴 = {0}.
Припустимо, що Ker𝐴 = {0}. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 такi, що 𝐴(𝑥) = 𝐴(𝑦).

Тодi 𝐴(𝑥 − 𝑦) = 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦) = 0, тобто 𝑥 − 𝑦 ∈ Ker𝐴 = {0} ⇒ 𝑥 = 𝑦.

Отже, 𝐴 – iн’єктивний лiнiйний оператор. 2

Теорема 4.15. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈
N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – базис простору

𝐿, 𝐴𝑒 – матриця лiнiйного оператора 𝐴 в цьому базисi. Тодi

dim(Im𝐴) = rank 𝐴𝑒, dim(Ker𝐴) = 𝑛− rank 𝐴𝑒,

зокрема

dim(Im𝐴) + dim(Ker𝐴) = dim𝐿.

З твердження цiєї теореми випливає, що ранг матрицi лiнiйного

оператора не залежить вiд вибору базису.

Доведення. Ми маємо Im𝐴 = {𝐴(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐿}. Нехай 𝑥 ∈ 𝐿

– довiльний вектор. Тодi цей вектор можна розкласти за базисом

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 : 𝑥 = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + . . . + 𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑥𝑗 ∈ 𝐹, 1 6 𝑗 6

𝑛. Тодi ми маємо 𝐴(𝑥) = 𝐴(𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + . . . + 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝑥1𝐴(𝑒1) +

𝑥2𝐴(𝑒2)+. . .+𝑥𝑛𝐴(𝑒𝑛), тобто для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується 𝐴(𝑥) ∈
Lin {𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛)}, iншими словами,

Im𝐴 ⊂ Lin {𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛)}.

Розглянемо довiльний вектор 𝑦 ∈ Lin {𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛)}, 𝑦 =

𝜇1𝐴(𝑒1) + 𝜇2𝐴(𝑒2) + . . . + 𝜇𝑛𝐴(𝑒𝑛), 𝜇𝑗 ∈ 𝐹, 1 6 𝑗 6 𝑛. Тодi 𝑦 = 𝐴(𝜇1𝑒1 +
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𝜇2𝑒2 + . . .+ 𝜇𝑛𝑒𝑛), тобто 𝑦 ∈ Im𝐴. Ми довели, що

Im𝐴 = Lin {𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛)}.

Звiдки

dim(Im𝐴) = dim(Lin {𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛)})

= rank {𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛)}.

Для обчислення рангу перейдемо до координатного запису векторiв. Нам

вiдомо, що (𝐴(𝑒1))𝑒 = 𝐴1
𝑒, (𝐴(𝑒2))𝑒 = 𝐴2

𝑒, . . . , (𝐴(𝑒𝑛))𝑒 = 𝐴𝑛
𝑒 . Тобто

ранг системи векторiв 𝐴(𝑒1), 𝐴(𝑒2), . . . , 𝐴(𝑒𝑛) дорiвнює стовпцевому рангу

матрицi оператора 𝐴𝑒. Отже,

dim(Im𝐴) = rank 𝐴𝑒.

Припустимо, що 𝑥 ∈ Ker𝐴, тобто 𝐴(𝑥) = 0. Запишемо цю рiвнiсть в

координатах:

(𝐴(𝑥))𝑒 = (0)𝑒 ⇔ 𝐴𝑒𝑥𝑒 = (0)𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Якщо ми введемо позначення 𝐴𝑒 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 i 𝑥𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (тут

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 – невiдомi координати вектора 𝑥), то маємо наступну рiвнiсть⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тобто ми маємо систему 𝑛 лiнiйних однорiдних рiвнянь з 𝑛 невiдомими,

матриця цiєї системи рiвнянь дорiвнює 𝐴𝑒. Як ми довели ранiше,

розмiрнiсть пiдпростору розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних рiвнянь

дорiвнює 𝑛− rank 𝐴𝑒. 2
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Простим наслiдком формули dim(Im𝐴) + dim(Ker𝐴) = dim𝐿 з

останньої теореми є такий важливий факт.

Твердження 4.16. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 :=

dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Лiнiйний оператор 𝐴 є

iн’єктивним тодi i тiльки тодi, коли вiн є сюр’єктивним.

Доведення. Лiнiйний оператор 𝐴 є iн’єктивним тодi i тiльки тодi, коли

Ker𝐴 = {0}. Ми маємо Ker𝐴 = {0} ⇔ dimKer 𝐴 = 0 ⇔ dim Im 𝐴 = 𝑛⇔
Im 𝐴 = 𝐿. Лiнiйний оператор 𝐴 є сюр’єктивним тодi i тiльки тодi, коли

Im 𝐴 = 𝐿. 2

4.4 Перетворення матрицi лiнiйного оператора при змiнi

базису

Нехай 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий

базис 𝐿 («старий базис»). Нехай є ще один базис 𝐿 : 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 («новий

базис»). Ми хочемо дослiдити, як змiнюється матриця лiнiйного оператора

при переходi вiд старого базису до нового.

Для довiльного вектора 𝑥 ∈ 𝐿 ми маємо (𝐴(𝑥))𝑒 = 𝐴𝑒𝑥𝑒 i (𝐴(𝑥))𝑢 =

𝐴𝑢𝑥𝑢. Позначимо через 𝑇𝑒→𝑢 = (𝑡𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 – (невироджену) матрицю переходу

вiд базису 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 до базису 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛. Тодi для кожного 𝑥 ∈ 𝐿 ми

маємо 𝑥𝑒 = 𝑇𝑒→𝑢𝑥𝑢, 𝑥𝑢 = 𝑇−1
𝑒→𝑢𝑥𝑒. Ми отримуємо

(𝐴(𝑥))𝑒 = 𝐴𝑒𝑥𝑒 ⇒ 𝑇−1
𝑒→𝑢(𝐴(𝑥))𝑒 = 𝑇−1

𝑒→𝑢𝐴𝑒𝑥𝑒 ⇔ (𝐴(𝑥))𝑢 = 𝑇−1
𝑒→𝑢𝐴𝑒𝑥𝑒

⇒ (𝐴(𝑥))𝑢 = 𝑇−1
𝑒→𝑢𝐴𝑒𝑇𝑒→𝑢𝑥𝑢 = (𝑇−1

𝑒→𝑢𝐴𝑒𝑇𝑒→𝑢)𝑥𝑢.

Як ми довели ранiше (дивись 4.10), з цього випливає, що

𝐴𝑢 = 𝑇−1
𝑒→𝑢𝐴𝑒𝑇𝑒→𝑢.

Остання важлива формула є формулою перетворення матрицi лiнiйного

оператора при змiнi базису.

Знайдемо зв’язок мiж визначниками матриць оператора 𝐴 в рiзних

базисах. Ми маємо
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det𝐴𝑢 = det
(︀
𝑇−1
𝑒→𝑢𝐴𝑒𝑇𝑒→𝑢

)︀
= det𝑇−1

𝑒→𝑢 · det𝐴𝑒 · det𝑇𝑒→𝑢 =

det𝐴𝑒 · det𝑇−1
𝑒→𝑢 · det𝑇𝑒→𝑢 = det𝐴𝑒 · det(𝑇−1

𝑒→𝑢𝑇𝑒→𝑢) det𝐴𝑒 · det 𝐼 = det𝐴𝑒.

Ми довели, що визначник матрицi лiнiйного оператора не залежить вiд

вибору базису. Це дає змогу сформулювати таке означення.

Означення 4.17. Детермiнантом (визначником) лiнiйного

оператора 𝐴 називається визначник матрицi оператора у деякому базисi

простору 𝐿. Детермiнант лiнiйного оператора 𝐴 позначається det𝐴.

4.5 Власнi числа та власнi вектори лiнiйного оператора

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 –

лiнiйний оператор.

Поставимо запитання: чи iснує 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – базис простору 𝐿, в

якому матриця лiнiйного оператора 𝐴 буде мати вигляд

𝐴𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
? (4.1)

Тобто ми намагаємося знайти базис простору, в якому матриця лiнiйного

оператора буде дiагональною.

Нехай матриця лiнiйного оператора має вигляд (4.1). За означенням

матрицi лiнiйного оператора, ми запишемо дiю оператора на базиснi

вектори 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 :

𝐴(𝑢1) = 𝜆1𝑢1 + 0 · 𝑢2 + 0 · 𝑢3 + . . .+ 0 · 𝑢𝑛 = 𝜆1𝑢1

𝐴(𝑢2) = 0 · 𝑢1 + 𝜆2𝑢2 + 0 · 𝑢3 + . . .+ 0 · 𝑢𝑛 = 𝜆2𝑢2

𝐴(𝑢3) = 0 · 𝑢1 + 0 · 𝑢2 + 𝜆3𝑢3 ++0 · 𝑢4 + . . .+ 0 · 𝑢𝑛 = 𝜆3𝑢3

...
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𝐴(𝑢𝑛) = 0 · 𝑢1 + 0 · 𝑢2 + 0 · 𝑢3 + . . .+ 0 · 𝑢𝑛−1 + 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 𝜆𝑛𝑢𝑛.

Тобто якщо матриця лiнiйного оператора в деякому базисi є

дiагональною, то кожен вектор цього базису оператор множить на деяке

число.

Оскiльки нульовий вектор не може входити до базису простору, ми

будемо шукати усi ненульовi вектори простору 𝐿, якi пiд дiєю лiнiйного

оператора 𝐴 множаться на деяке число.

Означення 4.18. Вектор 𝑥 ∈ 𝐿, 𝑥 ̸= 0 називається власним

вектором лiнiйного оператора 𝐴, якщо iснує 𝜆 ∈ 𝐹, таке, що 𝐴(𝑥) = 𝜆𝑥.

При цьому 𝜆 називається власним числом оператора 𝐴 (тобто 𝜆 ∈ 𝐹

називається власним числом оператора 𝐴, якщо iснує вектор 𝑥 ∈ 𝐿, 𝑥 ̸= 0,

такий, що 𝐴(𝑥) = 𝜆𝑥).

Будемо шукати власнi числа i власнi вектори оператора 𝐴. Розглянемо

рiвняння 𝐴(𝑥) = 𝜆𝑥, де 𝐴 – заданий лiнiйний оператор, 𝑥 ∈ 𝐿 – невiдомий

ненульовий вектор, 𝜆 ∈ 𝐹 – невiдоме число.

Виберемо 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – довiльний базис простору 𝐿 i перейдемо до

координатного запису:

𝐴(𝑥) = 𝜆𝑥 ⇔ (𝐴(𝑥))𝑒 = (𝜆𝑥)𝑒 ⇔

𝐴𝑒𝑥𝑒 = 𝜆𝑥𝑒 ⇔ (𝐴𝑒 − 𝜆𝐼)𝑥𝑒 = 0𝑒.

Введемо позначення: 𝐴𝑒 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 – вiдома матриця оператора 𝐴 в базисi

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, 𝑥𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (тут 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛– невiдомi координати вектора

𝑥) i отримаємо наступну рiвнiсть
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 𝑎13 . . . 𝑎1,𝑛−1 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23 . . . 𝑎2,𝑛−1 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆 . . . 𝑎3,𝑛−1 𝑎3𝑛
... ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 . . . 𝑎𝑛,𝑛−1 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тобто ми отримали систему 𝑛 лiнiйних однорiдних рiвнянь вiд 𝑛

змiнних, яка залежить вiд параметра 𝜆, i ми шукаємо ненульовi розв’язки

цiєї системи.

Питання: в якому випадку така система лiнiйних однорiдних рiвнянь

має ненульовий розв’язок?

Як ми довели ранiше, розмiрнiсть простору розв’язкiв однорiдної

системи лiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими дорiвнює 𝑛−𝑟, де 𝑟 – ранг матрицi
системи рiвнянь. Тобто розмiрнiсть простору розв’язкiв є бiльшою за нуль

тодi i тiльки тодi, коли 𝑟 < 𝑛. Оскiльки матриця системи має розмiр 𝑛×𝑛,

то 𝑟 < 𝑛 тодi i тiльки тодi, коли визначник матрицi системи дорiвнює

нулю (ми використовуємо детермiнантний ранг матрицi). Тобто ми довели

наступне важливе твердження.

Твердження 4.19. Система 𝑛 лiнiйних однорiдних рiвнянь вiд 𝑛

змiнних, яка залежить вiд параметра 𝜆, вигляду 𝐴𝑒𝑥𝑒 = 𝜆𝑥𝑒, має

ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

det(𝐴𝑒 − 𝜆𝐼) = 0.

2

У нас була система рiвнянь з невiдомим вектором 𝑥 i невiдомим

скаляром 𝜆, ми звели її до рiвняння з невiдомим 𝜆. Дослiдимо це рiвняння.
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Позначимо через

𝜒𝐴(𝜆) = det(𝐴𝑒 − 𝜆𝐼) = (4.2)

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 𝑎13 . . . 𝑎1,𝑛−1 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23 . . . 𝑎2,𝑛−1 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆 . . . 𝑎3,𝑛−1 𝑎3𝑛
... ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 . . . 𝑎𝑛,𝑛−1 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Функцiя 𝜒𝐴(𝜆) є многочленом вiд 𝜆, тобто 𝜒𝐴(𝜆) ∈ 𝐹 [𝜆], deg𝜒𝐴(𝜆) = 𝑛.

Функцiя 𝜒𝐴(𝜆) є детермiнантом лiнiйного оператора 𝐴− 𝜆𝐼, тому вона

не залежить вiд вибору базису простору.

Означення 4.20. Функцiю 𝜒𝐴(𝜆) називають характеристичним

многочленом лiнiйного оператора 𝐴. Рiвняння 𝜒𝐴(𝜆) = 0 називають

характеристичним рiвнянням лiнiйного оператора 𝐴.

Характеристичний многочлен лiнiйного оператора не залежить вiд

вибору базису простору.

Зауважимо, що оскiльки характеристичний многочлен лiнiйного

оператора має степiнь 𝑛 = dim𝐿, вiн має не бiльше за 𝑛 коренiв в 𝐹 з

урахуванням кратностi.

Обчислимо деякi коефiцiєнти характеристичного многочлена лiнiйного

оператора. Для цього будемо використовувати формулу (4.2).

Очевидно, що старший коефiцiєнт характеристичного многочлена

(коефiцiєнт при 𝜆𝑛) дорiвнює (−1)𝑛. Тобто характеристичний многочлен

має вигляд

𝜒𝐴(𝜆) = (−1)𝑛𝜆𝑛 + 𝑏𝑛−1𝜆
𝑛−1 + 𝑏𝑛−2𝜆

𝑛−2 + . . .+ 𝑏1𝜆+ 𝑏0.

Коефiцiєнт 𝑏0 = 𝜒𝐴(0) = det𝐴, як i усi iншi коефiцiєнти

характеристичного многочлена, вiн не залежить вiд вибору базису.

Знайдемо коефiцiєнт 𝑏𝑛−1. Будемо обчислювати визначник det(𝐴− 𝜆𝐼)

за означенням визначника (як суму по всiх пiдстановках доданкiв елементiв

матрицi ...) i шукати тi доданки, якi мiстять 𝜆𝑛−1. Усi елементи матрицi
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(𝐴−𝜆𝐼), якi не стоять на головнiй дiагоналi, не мiстять 𝜆. А кожен елемент

головної дiагоналi матрицi (𝐴 − 𝜆𝐼) мiстить 𝜆 у першому степенi. Тобто

якщо доданок, який входить у визначник, мiстить 𝜆𝑛−1, то 𝑛− 1 елементiв

матрицi взято з головної дiагоналi матрицi (𝐴− 𝜆𝐼). Звiдки останнiй, 𝑛-й

елемент, теж обирається з головної дiагоналi. Отже, коефiцiєнт при 𝜆𝑛−1 у

det(𝐴−𝜆𝐼) – це коефiцiєнт при 𝜆𝑛−1 у добутку елементiв головної дiагоналi:

(𝑎11 − 𝜆) · (𝑎22 − 𝜆) · (𝑎33 − 𝜆) · . . . · (𝑎𝑛𝑛 − 𝜆).

Нескладно перевiрити, що коефiцiєнт при 𝜆𝑛−1 у цьому добутку

дорiвнює

𝑏𝑛−1 = (−1)𝑛−1(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛).

Як i всi iншi коефiцiєнти характеристичного многочлена, вiн не залежить

вiд вибору базису.

Означення 4.21. Нехай 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор, dim𝐿 =

𝑛. Слiдом лiнiйного оператора називається коефiцiєнт при 𝜆𝑛−1 в

характеристичному многочленi, помножений на (−1)𝑛−1, тобто tr𝐴 =

𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + . . . + 𝑎𝑛𝑛, тут 𝐴𝑒 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 – матриця оператора 𝐴 в

деякому базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 (як ми перевiрили, слiд оператора не залежить

вiд вибору базису). Позначення походить вiд англiйського trace – слiд.

4.6 Лiнiйна незалежнiсть власних векторiв, якi вiдповiдають

рiзним власним числам. Визначник Вандермонда

Теорема 4.22. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈
N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Нехай 𝑘 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑛,

𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 ∈ 𝐹 – попарно рiзнi власнi числа оператора 𝐴, тобто

∀𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 𝜒𝐴(𝜆𝑗) = 0, i 𝜆𝑖 ̸= 𝜆𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 (тут 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}).
Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝐿 – вiдповiднi власнi вектори оператора 𝐴, тобто

∀𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 𝐴(𝑥𝑗) = 𝜆𝑗𝑥𝑗 i 𝑥𝑗 ̸= 0. Тодi вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 є

лiнiйно незалежними.
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Для доведення цiєї теореми нам знадобиться формула для обчислення

визначника спецiального вигляду, так званого визначника Вандермонда.

Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹 – заданi числа. Розглянемо

визначник матрицi розмiру 𝑛× 𝑛 наступного вигляду

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) := det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 . . . 1

𝛼1 𝛼2 𝛼3 . . . 𝛼𝑛

𝛼2
1 𝛼2

2 𝛼2
3 . . . 𝛼2

𝑛

𝛼3
1 𝛼3

2 𝛼3
3 . . . 𝛼3

𝑛
... ...

𝛼𝑛−1
1 𝛼𝑛−1

2 𝛼𝑛−1
3 . . . 𝛼𝑛−1

𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Цей визначник називається визначником Вандермонда.

Теорема 4.23. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹 – заданi числа.

Тодi виконується формула

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) =
∏︁

16𝑖<𝑗6𝑛

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑖).

Доведення. Будемо проводити доведення iндукцiєю по 𝑛.

1. База iндукцiї 𝑛 = 2. Маємо

𝑉 (𝛼1, 𝛼2) = det

(︃
1 1

𝛼1 𝛼2

)︃
= 𝛼2 − 𝛼1.

Твердження теореми доведено.

2. Iндуктивний перехiд 𝑛 − 1 ; 𝑛, 𝑛 > 3. Припустимо, що

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛−1) =
∏︀

16𝑖<𝑗6𝑛−1(𝛼𝑗 − 𝛼𝑖). Ми маємо

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) := det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 . . . 1

𝛼1 𝛼2 𝛼3 . . . 𝛼𝑛

𝛼2
1 𝛼2

2 𝛼2
3 . . . 𝛼2

𝑛

𝛼3
1 𝛼3

2 𝛼3
3 . . . 𝛼3

𝑛
... ...

𝛼𝑛−2
1 𝛼𝑛−2

2 𝛼𝑛−2
3 . . . 𝛼𝑛−2

𝑛

𝛼𝑛−1
1 𝛼𝑛−1

2 𝛼𝑛−1
3 . . . 𝛼𝑛−1

𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Зробимо наступнi перетворення матрицi, якi не змiнюють її визначник,

у вказанiй послiдовностi (кроки пронумеровано):

1. Помножимо рядок номер (𝑛− 1) на (−𝛼𝑛) i додамо до рядка номер

𝑛.

2. Помножимо рядок номер (𝑛− 2) на (−𝛼𝑛) i додамо до рядка номер

(𝑛− 1).

3. Помножимо рядок номер (𝑛− 3) на (−𝛼𝑛) i додамо до рядка номер

(𝑛− 2).

. . .

𝑛− 2. Помножимо рядок номер 2 на (−𝛼𝑛) i додамо до рядка номер 3.

𝑛− 1. Помножимо рядок номер 1 на (−𝛼𝑛) i додамо до рядка номер 2.

Ми маємо

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) :=⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 1 . . . 1

𝛼1 − 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛 0

𝛼2
1 − 𝛼1𝛼𝑛 . . . 𝛼2

𝑛−1 − 𝛼𝑛−1𝛼𝑛 0

𝛼3
1 − 𝛼2

1𝛼𝑛 . . . 𝛼3
𝑛−1 − 𝛼2

𝑛−1𝛼𝑛 0
... ...

𝛼𝑛−2
1 − 𝛼𝑛−3

1 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−2
𝑛−1 − 𝛼𝑛−3

𝑛−1𝛼𝑛 0

𝛼𝑛−1
1 − 𝛼𝑛−2

1 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−1
𝑛−1 − 𝛼𝑛−2

𝑛−1𝛼𝑛 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
.

Розкриємо останнiй визначник за останнiм стовпцем, отримуємо

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) :=

(−1)1+𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝛼1 − 𝛼𝑛 𝛼2 − 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛

𝛼2
1 − 𝛼1𝛼𝑛 𝛼2

2 − 𝛼2𝛼𝑛 . . . 𝛼2
𝑛−1 − 𝛼𝑛−1𝛼𝑛

𝛼3
1 − 𝛼2

1𝛼𝑛 𝛼3
2 − 𝛼2

2𝛼𝑛 . . . 𝛼3
𝑛−1 − 𝛼2

𝑛−1𝛼𝑛

... ...

𝛼𝑛−2
1 − 𝛼𝑛−3

1 𝛼𝑛 𝛼𝑛−2
2 − 𝛼𝑛−3

2 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−2
𝑛−1 − 𝛼𝑛−3

𝑛−1𝛼𝑛

𝛼𝑛−1
1 − 𝛼𝑛−2

1 𝛼𝑛 𝛼𝑛−1
2 − 𝛼𝑛−2

2 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−1
𝑛−1 − 𝛼𝑛−2

𝑛−1𝛼𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
=
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(−1)1+𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝛼1 − 𝛼𝑛 𝛼2 − 𝛼𝑛 . . . 𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛

𝛼1(𝛼1 − 𝛼𝑛) 𝛼2(𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . 𝛼𝑛−1(𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛)

𝛼2
1(𝛼1 − 𝛼𝑛) 𝛼2

2(𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . 𝛼2
𝑛−1(𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛)

... ...

𝛼𝑛−3
1 (𝛼1 − 𝛼𝑛) 𝛼𝑛−3

2 (𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . 𝛼𝑛−3
𝑛−1(𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛)

𝛼𝑛−2
1 (𝛼1 − 𝛼𝑛) 𝛼𝑛−2

2 (𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . 𝛼𝑛−2
𝑛−1(𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
=

(−1)1+𝑛(𝛼1 − 𝛼𝑛)(𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . (𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛)·⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

1 1 . . . 1

𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛−1

𝛼2
1 𝛼2

2 . . . 𝛼2
𝑛−1

... ...

𝛼𝑛−3
1 𝛼𝑛−3

2 . . . 𝛼𝑛−3
𝑛−1

𝛼𝑛−2
1 𝛼𝑛−2

2 . . . 𝛼𝑛−2
𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
=

(−1)1+𝑛(𝛼1 − 𝛼𝑛)(𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . (𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛) ·
∏︁

16𝑖<𝑗6𝑛−1

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑖).

В останнiй рiвностi ми використали iндуктивне припущення.

Тому ми маємо

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) =

(−1)1+𝑛(𝛼1 − 𝛼𝑛)(𝛼2 − 𝛼𝑛) . . . (𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛) ·
∏︁

16𝑖<𝑗6𝑛−1

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑖) =

(𝛼𝑛 − 𝛼1)(𝛼𝑛 − 𝛼2) . . . (𝛼𝑛 − 𝛼𝑛−1) ·
∏︁

16𝑖<𝑗6𝑛−1

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑖) =∏︁
16𝑖<𝑗6𝑛

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑖).

2

Наслiдок 4.24. Якщо числа 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹 є попарно рiзними, то

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ̸= 0. 2

Повернемось тепер до доведення теореми про лiнiйну незалежнiсть

власних векторiв лiнiйного оператора, якi вiдповiдають рiзним власним

числам.
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Доведення. Припустимо, що

𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 = 0,

𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑘 ∈ 𝐹. Застосуємо оператор 𝐴 до обох частин рiвняння:

𝐴(𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝑥𝑘) = 𝛽1𝐴𝑥1 + 𝛽2𝐴𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝐴𝑥𝑘 =

𝛽1𝜆1𝑥1 + 𝛽2𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆𝑘𝑥𝑘 = 𝐴(0) = 0,

тобто

𝛽1𝜆1𝑥1 + 𝛽2𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆𝑘𝑥𝑘 = 0.

Застосуємо оператор 𝐴 до обох частин останньої рiвностi:

𝐴(𝛽1𝜆1𝑥1 + 𝛽2𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆𝑘𝑥𝑘) =

𝛽1𝜆1𝐴𝑥1 + 𝛽2𝜆2𝐴𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆𝑘𝐴𝑥𝑘 =

𝛽1𝜆
2
1𝑥1 + 𝛽2𝜆

2
2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆

2
𝑘𝑥𝑘 = 𝐴(0) = 0,

тобто

𝛽1𝜆
2
1𝑥1 + 𝛽2𝜆

2
2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆

2
𝑘𝑥𝑘 = 0.

Аналогiчно, послiдовно застосовуючи оператор, ми отримаємо таку

систему рiвностей:

𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 = 0,

𝛽1𝜆1𝑥1 + 𝛽2𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆𝑘𝑥𝑘 = 0,

𝛽1𝜆
2
1𝑥1 + 𝛽2𝜆

2
2𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆

2
𝑘𝑥𝑘 = 0,

...

𝛽1𝜆
𝑘−2
1 𝑥1 + 𝛽2𝜆

𝑘−2
2 𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆

𝑘−2
𝑘 𝑥𝑘 = 0,

𝛽1𝜆
𝑘−1
1 𝑥1 + 𝛽2𝜆

𝑘−1
2 𝑥2 + . . .+ 𝛽𝑘𝜆

𝑘−1
𝑘 𝑥𝑘 = 0.

Введемо позначення 𝑦𝑗 := 𝛽𝑗𝑥𝑗 ∈ 𝐿, 1 6 𝑗 6 𝑘. В нових позначеннях

запишемо останню систему рiвностей:
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𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑘 = 0,

𝜆1𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + . . .+ 𝜆𝑘𝑦𝑘 = 0,

𝜆21𝑦1 + 𝜆22𝑦2 + . . .+ 𝜆2𝑘𝑦𝑘 = 0,

...

𝜆𝑘−2
1 𝑦1 + 𝜆𝑘−2

2 𝑦2 + . . .+ 𝜆𝑘−2
𝑘 𝑦𝑘 = 0,

𝜆𝑘−1
1 𝑦1 + 𝜆𝑘−1

2 𝑦2 + . . .+ 𝜆𝑘−1
𝑘 𝑦𝑘 = 0.

Запишемо останню систему рiвностей у координатах. Для цього

виберемо деякий базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i введемо позначення

𝑦𝑗 = 𝑦1𝑗𝑒1 + 𝑦2𝑗𝑒2 + . . .+ 𝑦𝑛𝑗𝑒𝑛, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘.

Зафiксуємо довiльне 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛 i запишемо рiвнiсть 𝑠-х координат

в кожнiй з попереднiх 𝑘 рiвностей. Ми отримуємо

𝑦𝑠1 + 𝑦𝑠2 + . . .+ 𝑦𝑠𝑘 = 0,

𝜆1𝑦𝑠1 + 𝜆2𝑦𝑠2 + . . .+ 𝜆𝑘𝑦𝑠𝑘 = 0,

𝜆21𝑦𝑠1 + 𝜆22𝑦𝑠2 + . . .+ 𝜆2𝑘𝑦𝑠𝑘 = 0,

...

𝜆𝑘−2
1 𝑦𝑠1 + 𝜆𝑘−2

2 𝑦𝑠2 + . . .+ 𝜆𝑘−2
𝑘 𝑦𝑠𝑘 = 0,

𝜆𝑘−1
1 𝑦𝑠1 + 𝜆𝑘−1

2 𝑦𝑠2 + . . .+ 𝜆𝑘−1
𝑘 𝑦𝑠𝑘 = 0.

Таким чином, набiр чисел 𝑦𝑠1, 𝑦𝑠2, . . . , 𝑦𝑠𝑘 задовольняє лiнiйнiй

однорiднiй системi 𝑘 рiвнянь з 𝑘 невiдомими, а визначник цiєї системи

рiвнянь є визначником Вандермонда 𝑉 (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘).

За умовою теореми, 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 є попарно рiзними, звiдки

𝑉 (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘) ̸= 0. За правилом Крамера, ця система має єдиний

розв’язок, отже,

𝑦𝑠1 = 𝑦𝑠2 = . . . = 𝑦𝑠𝑘 = 0.
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Оскiльки 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛 – довiльне число, ми отримуємо, що усi координати

усiх векторiв дорiвнюють нулю, отже,

𝑦1 = 𝑦2 = . . . = 𝑦𝑘 = 0.

Але 𝑦𝑗 := 𝛽𝑗𝑥𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑘, а за умовою теореми 𝑥𝑗 ̸= 0, 1 6

𝑗 6 𝑘. Отже, 𝛽𝑗 = 0, 1 6 𝑗 6 𝑘, тобто вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 є лiнiйно

незалежними. 2

4.7 Дiагоналiзовнiсть лiнiйних операторiв. Власнi

пiдпростори. Алгебраїчна i геометрична кратностi власного

числа

Означення 4.25. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 :=

dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Лiнiйний оператор 𝐴

називається дiагоналiзовним, якщо iснує 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – базис простору

𝐿, в якому матриця лiнiйного оператора 𝐴 має дiагональний вигляд, тобто

𝐴𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Зауважимо, що якщо матриця лiнiйного оператора має вказаний

дiагональний вигляд, то

𝜒𝐴(𝜆) = (−1)𝑛(𝜆− 𝜆1)(𝜆− 𝜆2) · . . . · (𝜆− 𝜆𝑛).

Зокрема характеристичний многочлен дiагоналiзовного оператора має

𝑛 = dim𝐿 коренiв у полi 𝐹 з урахуванням кратностi.

Твердження 4.26. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 :=

dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Нехай 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ 𝐹

– попарно рiзнi власнi числа оператора 𝐴, тобто для довiльного 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑛 виконується 𝜒𝐴(𝜆𝑗) = 0 i 𝜆𝑖 ̸= 𝜆𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 (тут 𝑖, 𝑗 ∈
{1, 2, . . . , 𝑛}). Тодi оператор 𝐴 є дiагоналiзовним.
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Доведення. Це твердження є простим наслiдком попередньої теореми

про лiнiйну незалежнiсть власних векторiв, якi вiдповiдають рiзним

власним числам.

Зафiксуємо довiльне 𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑛. Оскiльки 𝜒𝐴(𝜆𝑗) = 0, iснує вектор

𝑥𝑗 ∈ 𝐿, 𝑥𝑗 ̸= 0, такий, що 𝐴𝑥𝑗 = 𝜆𝑗𝑥𝑗. За умовою, 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 – попарно

рiзнi власнi числа, тому iз попередньої теореми вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 є

лiнiйно незалежними. Тобто 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 – базис простору 𝐿. Обчислимо

матрицю оператора 𝐴 в цьому базисi. Ми маємо

𝐴𝑥1 = 𝜆1𝑥1 = 𝜆1𝑥1 + 0 · 𝑥2 + . . .+ 0 · 𝑥𝑛−1 + 0 · 𝑥𝑛,

𝐴𝑥2 = 𝜆2𝑥2 = 0 · 𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + 0 · 𝑥3 + . . .+ 0 · 𝑥𝑛,
...

𝐴𝑥𝑛 = 𝜆𝑛𝑥𝑛 = 0 · 𝑥1 + 0 · 𝑥2 + . . .+ 0 · 𝑥𝑛−1 + 𝜆𝑛𝑥𝑛.

Таким чином,

𝐴𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

тобто оператор 𝐴 є дiагоналiзовним. 2

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 –

лiнiйний оператор. Нехай 𝜆0 ∈ 𝐹, 𝜒(𝜆0) = 0, – власне число оператора 𝐴.

Означення 4.27. Пiдпростiр

Ker(𝐴− 𝜆0𝐼) = {𝑥 ∈ 𝐿 : (𝐴− 𝜆0𝐼)𝑥 = 0} = {𝑥 ∈ 𝐿 : 𝐴𝑥 = 𝜆0𝑥}

називається власним пiдпростором, який вiдповiдає власному числу 𝜆0.

Тобто власний пiдпростiр, який вiдповiдає власному числу 𝜆0,

складається з векторiв, якi пiд дiєю оператора помножуються на число

𝜆0 (в тому числi, в нього входить i нульовий вектор). Вiдзначимо, що,

оскiльки 𝜒(𝜆0) = 0, маємо dim(Ker(𝐴− 𝜆0𝐼)) ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}.
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Означення 4.28. Нехай 𝜆0 ∈ 𝐹 – власне число оператора 𝐴.

Алгебраїчною кратнiстю власного числа 𝜆0 називається кратнiсть

кореня 𝜆0 в характеристичному многочленi оператора 𝜒𝐴(𝜆) ∈ 𝐹 [𝜆].

Означення 4.29. Нехай 𝜆0 ∈ 𝐹 – власне число оператора 𝐴.

Геометричною кратнiстю власного числа 𝜆0 називається розмiрнiсть

вiдповiдного власного пiдпростору: dim(Ker(𝐴− 𝜆0𝐼)).

Теорема 4.30. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝑛 := dim𝐿 ∈
N, 𝐴 : 𝐿→ 𝐿 – лiнiйний оператор. Нехай 𝜆0 ∈ 𝐹, 𝜒(𝜆0) = 0 – власне число

оператора 𝐴. Тодi геометрична кратнiсть власного числа 𝜆0 є меншою

або рiвною алгебраїчнiй кратностi власного числа 𝜆0.

Доведення. Позначимо через 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛 геометричну кратнiсть

власного числа 𝜆0, тобто dim(Ker(𝐴 − 𝜆0𝐼)) = 𝑘. Нехай вектори

𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘 є базисом Ker(𝐴− 𝜆0𝐼).

Доповнимо систему векторiв 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘 до базису простору: нехай

𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1, . . . , 𝑢𝑛 – базис 𝐿. Запишемо матрицю оператора 𝐴 в

цьому базисi. Оберемо довiльне 𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑘. Оскiльки 𝑢𝑗 ∈ Ker(𝐴− 𝜆0𝐼),

маємо

𝐴𝑢𝑗 = 𝜆0𝑢𝑗 = 0 · 𝑢1 + . . .+ 0 · 𝑢𝑗−1 + 𝜆0𝑢𝑗 + 0 · 𝑢𝑗+1 + . . .+ 0 · 𝑢𝑛.

Таким чином, матриця оператора 𝐴 в цьому базисi має наступний

вигляд

𝐴𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆0 0 0 . . . 0 0 𝑎1,𝑘+2 . . . 𝑎1𝑛

0 𝜆0 0 . . . 0 0 𝑎2,𝑘+2 . . . 𝑎2𝑛
... ...

0 0 0 . . . 0 𝜆0 𝑎𝑘+1,𝑘+2 . . . 𝑎𝑘+1,𝑛

0 0 0 . . . 0 0 𝑎𝑘+2,𝑘+2 . . . 𝑎𝑘+2,𝑛

... ...

0 0 0 . . . 0 0 𝑎𝑛−1,𝑘+2 . . . 𝑎𝑛−1,𝑛

0 0 0 . . . 0 0 𝑎𝑛,𝑘+2 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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тобто першi 𝑘 стовпчикiв вiдповiдають дiагональнiй матрицi з числом 𝜆0

на головнiй дiагоналi.

Таким чином (оскiльки матриця є блоково-трикутною), ми маємо

𝜒𝐴(𝜆) = det(𝐴𝑢 − 𝜆𝐼) = (𝜆0 − 𝜆)𝑘𝜈(𝜆),

де 𝜈(𝜆) ∈ 𝐹 [𝜆]. Ми довели, що кратнiсть кореня 𝜆0 у характеристичному

многочленi (який не залежить вiд вибору базису) є не меншою за 𝑘. Тобто

геометрична кратнiсть власного числа 𝜆0 є меншою або рiвною алгебраїчнiй

кратностi цього власного числа. 2

Твердження 4.31. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹,

𝑛 := dim𝐿 ∈ N, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Тодi оператор

𝐴 є дiагоналiзовним тодi i тiльки тодi, коли одночасно виконуються

наступнi два твердження.

1. Характеристичний многочлен лiнiйного оператора розкладається

в добуток лiнiйних множникiв, тобто

𝜒𝐴(𝜆) = (−1)𝑛(𝜆− 𝜆1)
𝑚1(𝜆− 𝜆2)

𝑚2 · . . . · (𝜆− 𝜆𝑘)
𝑚𝑘, (4.3)

де 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 ∈ 𝐹 – попарно рiзнi числа, 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘 ∈ N, 𝑚1 +𝑚2 +

. . .+𝑚𝑘 = 𝑛.

2. Для кожного кореня характеристичного многочлена 𝜆𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑘

геометрична кратнiсть дорiвнює алгебраїчнiй кратностi.

Доведення. Нехай лiнiйний оператор 𝐴 є дiагоналiзовним. Це означає,

що iснує базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простору 𝐿, в якому матриця оператора 𝐴 має

вигляд

𝐴𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜇1 0 0 . . . 0 0

0 𝜇2 0 . . . 0 0
... ... ... ...

0 0 0 . . . 0 𝜇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛 ∈ 𝐹 не обов’язково попарно рiзнi. Тому ми маємо 𝜒𝐴(𝜆) =

(−1)𝑛(𝜆−𝜇1)(𝜆−𝜇2)·. . .·(𝜆−𝜇𝑛), або, збираючи разом однаковi множники,

можемо записати 𝜒𝐴(𝜆) = (−1)𝑛(𝜆 − 𝜆1)
𝑚1(𝜆 − 𝜆2)

𝑚2 · . . . · (𝜆 − 𝜆𝑘)
𝑚𝑘, де
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𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 ∈ 𝐹 – попарно рiзнi числа, 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘 ∈ N, 𝑚1 + 𝑚2 +

. . .+𝑚𝑘 = 𝑛. Для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 число 𝜆𝑗 з’являється на дiагоналi

матрицi 𝐴𝑒 рiвно 𝑚𝑗 разiв, тому є 𝑚𝑗 рiзних базисних векторiв, якi є

власними векторами оператора 𝐴 iз власним числом 𝜆𝑗. Лiнiйна оболонка

цих векторiв має розмiрнiсть 𝑚𝑗, вона є пiдпростором власного простору

Ker(𝐴−𝜆𝑗𝐼). Тому геометрична кратнiсть кореня 𝜆𝑗 є бiльшою або рiвною

алгебраїчнiй кратностi𝑚𝑗.Ми довели, що бiльшою вона не може бути, тому

геометрична кратнiсть кореня 𝜆𝑗 дорiвнює алгебраїчнiй кратностi 𝑚𝑗.

Припустимо тепер, що виконуються умови 1 i 2 твердження, тобто

характеристичний многочлен оператора 𝐴 має вигляд (4.3), i для кожного

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 маємо dim(Ker(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)) = 𝑚𝑗. Для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘

виберемо базис пiдпростору Ker(𝐴−𝜆𝑗𝐼), позначимо його 𝑒1,𝑗, 𝑒2,𝑗, . . . , 𝑒𝑚𝑗 ,𝑗.

Тодi для кожного 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑗 маємо 𝐴(𝑒𝑠,𝑗) = 𝜆𝑗𝑒𝑠,𝑗. Розглянемо

систему векторiв 𝑒1,1, 𝑒2,1, . . . , 𝑒𝑚1,1, 𝑒1,2, 𝑒2,2, . . . , 𝑒𝑚2,2, . . . , 𝑒1,𝑘, 𝑒2,𝑘, . . . , 𝑒𝑚𝑘,𝑘.

Оскiльки 𝑚1 + 𝑚2 + . . . + 𝑚𝑘 = 𝑛, ця система складається з 𝑛 векторiв.

Перевiримо, що цi 𝑛 векторiв є базисом простору 𝐿. Припустимо, що

лiнiйна комбiнацiя цих векторiв дорiвнює нульовому вектору:

𝛼1,1𝑒1,1 + 𝛼2,1𝑒2,1 + . . .+ 𝛼𝑚1,1𝑒𝑚1,1 + 𝛼1,2𝑒1,2 + 𝛼2,2𝑒2,2 + . . . (4.4)

+𝛼𝑚2,2𝑒𝑚2,2 + . . .+ 𝛼1,𝑘𝑒1,𝑘 + 𝛼2,𝑘𝑒2,𝑘 + . . .+ 𝛼𝑚𝑘,𝑘𝑒𝑚𝑘,𝑘 = 0,

де 𝛼𝑠,𝑗 ∈ 𝐹, 1 6 𝑗 6 𝑘, 1 6 𝑠 6 𝑚𝑗. Для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 позначимо

𝑦𝑗 := 𝛼1,𝑗𝑒1,𝑗 + 𝛼2,𝑗𝑒2,𝑗 + . . . + 𝛼𝑚𝑗 ,𝑗𝑒𝑚𝑗 ,𝑗 ∈ Ker(𝐴 − 𝜆𝑗𝐼). Iз рiвностi (4.4)

маємо 𝑦1 + 𝑦2 + . . . + 𝑦𝑘 = 0. Для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 вектор 𝑦𝑗 є або

власним вектором оператора 𝐴, який вiдповiдає власному числу 𝜆𝑗, або

є нульовим вектором. Оскiльки 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 ∈ 𝐹 – попарно рiзнi числа,

а власнi вектори лiнiйного оператора, якi вiдповiдають рiзним власним

числам, є лiнiйно незалежними, з рiвностi 𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑘 = 0 отримуємо

𝑦1 = 𝑦2 = . . . = 𝑦𝑘 = 0. Тому для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 маємо 𝛼1,𝑗𝑒1,𝑗 +

𝛼2,𝑗𝑒2,𝑗+. . .+𝛼𝑚𝑗 ,𝑗𝑒𝑚𝑗 ,𝑗 = 0. Але вектори 𝑒1,𝑗, 𝑒2,𝑗, . . . , 𝑒𝑚𝑗 ,𝑗 утворюють базис

пiдпростору Ker(𝐴− 𝜆𝑗𝐼), тому вони є лiнiйно незалежними, звiдки 𝛼1,𝑗 =

𝛼2,𝑗 = . . . = 𝛼𝑚𝑗 ,𝑗 = 0. Ми довели, що з (4.4) випливає, що для кожного 𝑗 =



89

1, 2, . . . , 𝑘 i кожного 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑗 виконується 𝛼𝑠,𝑗 = 0. Отже, система 𝑛

векторiв 𝑒1,1, 𝑒2,1, . . . , 𝑒𝑚1,1, 𝑒1,2, 𝑒2,2, . . . , 𝑒𝑚2,2, . . . , 𝑒1,𝑘, 𝑒2,𝑘, . . . , 𝑒𝑚𝑘,𝑘 є лiнiйно

незалежною, тому вона є базисом простору 𝐿. Ми довели, що у просторi 𝐿

є базис, який складається з власних векторiв оператора 𝐴, тому оператор

𝐴 є дiагоналiзовним. 2
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Роздiл 5

Евклiдовi простори

5.1 Скалярний добуток та його властивостi

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, при цьому 𝐹 = R або 𝐹 = C.

Означення 5.1. Вiдображення ⟨·, ·⟩ : 𝐿 × 𝐿 → 𝐹 називається

скалярним добутком в 𝐿, якщо виконуються наступнi три аксiоми:

1. Для кожного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується ⟨𝑥, 𝑥⟩ > 0, при цьому якщо ⟨𝑥, 𝑥⟩ =
0, то 𝑥 = 0. (Мається на увазi, що скалярний добуток ⟨𝑥, 𝑥⟩ є дiйсним

невiд’ємним числом.) Ця аксiома називається додатною визначенiстю.

2. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 виконується ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩ (тут риска

зверху означає комплексне спряження). Ця аксiома називається ермiтовою

симетрiєю.

3. Для довiльних 𝑥1, 𝑥2, 𝑦 ∈ 𝐿 i довiльних 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹 виконується

⟨𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2, 𝑦⟩ = 𝛼1⟨𝑥1, 𝑦⟩ + 𝛼2⟨𝑥2, 𝑦⟩. Ця аксiома називається лiнiйнiстю
за першим аргументом.

Означення 5.2. Лiнiйний простiр, на якому заданий скалярний

добуток, називається евклiдовим простором (нагадуємо, що це лiнiйний

простiр над полем 𝐹 = R або 𝐹 = C).

Далi будемо позначати евклiдiв простiр буквою 𝐸 (замiсть 𝐿).

Наведемо властивостi скалярного добутку.

1. Нехай 𝑥 ∈ 𝐸 – довiльний вектор, тодi ⟨0, 𝑥⟩ = ⟨𝑥,0⟩ = 0.

Доведення. Ми маємо ⟨0, 𝑥⟩ = ⟨1 · 0+ 1 · 0, 𝑥⟩ = 1 · ⟨0, 𝑥⟩+ 1 · ⟨0, 𝑥⟩ =
2⟨0, 𝑥⟩ ⇒ ⟨0, 𝑥⟩ = 0. Також маємо ⟨𝑥,0⟩ = ⟨0, 𝑥⟩ = 0 = 0. 2

2. Нехай 𝑥, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐸 –довiльнi вектори i 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹 – довiльнi скаляри.

Тодi ⟨𝑥, 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2⟩ = ⟨𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2, 𝑥⟩ = 𝛼1⟨𝑦1, 𝑥⟩+ 𝛼2⟨𝑦2, 𝑥⟩ = 𝛼1⟨𝑦1, 𝑥⟩+
𝛼2⟨𝑦2, 𝑥⟩ = 𝛼1⟨𝑥, 𝑦1⟩+ 𝛼2⟨𝑥, 𝑦2⟩.

Ця властивiсть називається напiвлiнiйнiстю. Тобто у випадку дiйсного

поля скалярний добуток є лiнiйною функцiєю i по першому, i по другому
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аргументах, а у випадку комплексного поля скаляри з другого аргументу

виносяться iз комплексним спряженням (!).

Приклад 5.3. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐸 = R𝑛, задамо скалярний добуток

наступною формулою

⟨

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠⟩ = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R𝑛.

Нескладно перевiрити, що ця формула задає скалярний добуток (зробiть

це!).

Приклад 5.4. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐸 = C𝑛, задамо скалярний добуток

наступною формулою

⟨

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠⟩ = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ C𝑛.

Нескладно перевiрити, що ця формула задає скалярний добуток (зробiть

це!).

Зауваження 5.5. Якщо кажуть «евклiдiв простiр R𝑛», то мається на

увазi, що скалярний добуток задається формулою з прикладу 5.3. Якщо

кажуть «евклiдiв простiр C𝑛», то мається на увазi, що скалярний добуток

задається формулою з прикладу 5.4. Якщо лiнiйнi простори R𝑛 або C𝑛

потрiбно розглянути з якимось iншим скалярним добутком, то потрiбно

обов’язково вказати, що розглядається нестандартний скалярний добуток.

Приклад 5.6. Нехай 𝐶[0, 1] – простiр дiйсних неперервних функцiй на

вiдрiзку [0, 1], задамо скалярний добуток наступною формулою

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[0, 1].

Нескладно перевiрити, що ця формула задає скалярний добуток (зробiть

це!).
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Приклад 5.7. Нехай 𝐸 = R2, задамо (нестандартний!) скалярний

добуток наступною формулою

≺

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
,

(︃
𝑦1

𝑦2

)︃
≻= 2𝑥1𝑦1 + 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 + 3𝑥2𝑦2,

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
,

(︃
𝑦1

𝑦2

)︃
∈ R2.

Нескладно перевiрити, що ця формула задає скалярний добуток (зробiть

це!).

5.2 Нерiвнiсть Кошi–Буняковського

Теорема 5.8 (нерiвнiсть Кошi–Буняковського). Нехай 𝐸 – евклiдiв

простiр. Тодi для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується

|⟨𝑥, 𝑦⟩| 6
√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩ ·

√︀
⟨𝑦, 𝑦⟩

(в правiй частинi стоять невiд’ємнi коренi з дiйсних невiд’ємних чисел).

Доведення. Якщо 𝑦 = 0, то нерiвнiсть виконується (0 6 0). Оберемо

довiльнi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, при цьому 𝑦 ̸= 0. Для довiльного 𝜆 ∈ 𝐹 iз першої аксiоми

скалярного добутку випливає

⟨𝑥+ 𝜆𝑦, 𝑥+ 𝜆𝑦⟩ > 0.

Ми маємо

⟨𝑥+ 𝜆𝑦, 𝑥+ 𝜆𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥+ 𝜆𝑦⟩+ ⟨𝜆𝑦, 𝑥+ 𝜆𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩+ 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩+

𝜆⟨𝑦, 𝑥⟩+ 𝜆𝜆⟨𝑦, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩+ 2Re (𝜆⟨𝑦, 𝑥⟩) + 𝜆𝜆⟨𝑦, 𝑦⟩ > 0.

Розглянемо окремо випадки 𝐹 = R i 𝐹 = C.
1. Нехай 𝐹 = R. Тодi остання нерiвнiсть буде мати вигляд:

⟨𝑥, 𝑥⟩+ 2𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩+ 𝜆2⟨𝑦, 𝑦⟩ > 0.

Вказана нерiвнiсть виконується для всiх 𝜆 ∈ R тодi i тiльки тодi, коли

𝐷 = 4(⟨𝑥, 𝑦⟩)2 − 4⟨𝑥, 𝑥⟩⟨𝑦, 𝑦⟩ 6 0 ⇒ |⟨𝑥, 𝑦⟩| 6
√︀

⟨𝑥, 𝑥⟩ ·
√︀
⟨𝑦, 𝑦⟩.

Для випадку дiйсного простору нерiвнiсть Кошi–Буняковського доведено.
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2. Нехай 𝐹 = C. Ми довели наступну нерiвнiсть:

⟨𝑥, 𝑥⟩+ 2Re (𝜆⟨𝑦, 𝑥⟩) + 𝜆𝜆⟨𝑦, 𝑦⟩ > 0.

Нехай ⟨𝑦, 𝑥⟩ = 𝑟(cos𝜓 + 𝑖 sin𝜓), 𝑟 > 0, 𝜓 ∈ R. Будемо обирати 𝜆 у виглядi

𝜆 = 𝑡(cos(−𝜓) + 𝑖 sin(−𝜓)), де 𝑡 ∈ R. Ми маємо

2Re (𝜆⟨𝑦, 𝑥⟩) = 2Re (𝑡(cos(−𝜓) + 𝑖 sin(−𝜓)) · 𝑟(cos𝜓 + 𝑖 sin𝜓)) =

2𝑟𝑡Re ((cos(−𝜓) + 𝑖 sin(−𝜓)) · (cos𝜓 + 𝑖 sin𝜓)) =

2𝑟𝑡Re (cos 0 + 𝑖 sin 0) = 2𝑟𝑡,

крiм того

𝜆𝜆 = |𝜆|2 = |𝑡|2 = 𝑡2.

Отже, ми отримуємо

⟨𝑥, 𝑥⟩+ 2𝑟𝑡+ ⟨𝑦, 𝑦⟩𝑡2 > 0

для довiльного 𝑡 ∈ R. Остання нерiвнiсть виконується для довiльного 𝑡 ∈ R
тодi i тiльки тодi, коли

𝐷 = 4𝑟2 − 4⟨𝑥, 𝑥⟩⟨𝑦, 𝑦⟩ 6 0 ⇒

𝑟 = |⟨𝑦, 𝑥⟩| = |⟨𝑥, 𝑦⟩| 6
√︀

⟨𝑥, 𝑥⟩ ·
√︀

⟨𝑦, 𝑦⟩.

Отже, i у випадку комплексного простору нерiвнiсть Кошi–Буняковського

доведено. 2

Питання 5.9. Коли у нерiвностi Кошi–Буняковського досягається

рiвнiсть?

Приклад 5.10. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐸 = R𝑛. Тодi для довiльних наборiв

дiйсних чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 ∈ R виконується

|𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛| 6
√︁
𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛 ·

√︁
𝑦21 + 𝑦22 + . . .+ 𝑦2𝑛.

Приклад 5.11. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐸 = C𝑛. Тодi для довiльних наборiв

комплексних чисел 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛, 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛 ∈ C виконується

|𝑧1𝑤1 + 𝑧2𝑤2 + . . .+ 𝑧𝑛𝑤𝑛| 6√︀
|𝑧1|2 + |𝑧2|2 + . . .+ |𝑧𝑛|2 ·

√︀
|𝑤1|2 + |𝑤2|2 + . . .+ |𝑤𝑛|2.
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Приклад 5.12. Нехай 𝐶[0, 1] – простiр дiйсних неперервних функцiй

на вiдрiзку [0, 1] зi скалярним добутком, що визначений у Прикладi 5.6

вище. Тодi для довiльних неперервних функцiй 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[0, 1] виконується⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6

√︃∫︁ 1

0

𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 ·

√︃∫︁ 1

0

𝑔2(𝑥)𝑑𝑥.

5.3 Норма вектора

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, при цьому 𝐹 = R або 𝐹 = C.

Означення 5.13. Вiдображення ‖ · ‖ : 𝐿 → [0; +∞) ⊂ R називається

нормою в 𝐿, якщо виконуються наступнi три аксiоми:

1. Для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується ‖𝑥‖ = 0 ⇒ 𝑥 = 0.

2. Для довiльних 𝑥 ∈ 𝐿 i 𝜆 ∈ 𝐹 виконується ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆| · ‖𝑥‖.
3. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 виконується ‖𝑥+𝑦‖ 6 ‖𝑥‖+‖𝑦‖ (ця нерiвнiсть

називається нерiвнiстю трикутника).

Вiдзначимо, що з аксiоми 2 випливає, що 𝑥 = 0 ⇒ ‖𝑥‖ = 0.

Приклад 5.14. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐿 = R𝑛. Задамо норму наступним чином:⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ = |𝑥1|+ |𝑥2|+ . . .+ |𝑥𝑛|.

Перевiрте, що це є нормою.

Приклад 5.15. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐿 = R𝑛. Задамо норму наступним чином:⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ =

√︁
𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛.

Перевiрте, що це є нормою.
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Приклад 5.16. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐿 = R𝑛. Задамо норму наступним чином:⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ = max(|𝑥1|, |𝑥2|, . . . , |𝑥𝑛|).

Перевiрте, що це є нормою.

Теорема 5.17. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр. Тодi формула ‖𝑥‖ =√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩, 𝑥 ∈ 𝐸 задає норму в 𝐸. Ця норма називається нормою,

породженою скалярним добутком.

Доведення. Треба перевiрити виконання трьох аксiом норми.

1. Оскiльки для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸 виконується ⟨𝑥, 𝑥⟩ > 0, то ‖𝑥‖ > 0.

Якщо ‖𝑥‖ = 0, то ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 i, за аксiомою скалярного добутку, 𝑥 = 0.

2. Для довiльних 𝑥 ∈ 𝐿 i 𝜆 ∈ 𝐹 виконується ‖𝜆𝑥‖ =
√︀

⟨𝜆𝑥, 𝜆𝑥⟩ =√︁
𝜆𝜆⟨𝑥, 𝑥⟩ =

√︀
|𝜆|2⟨𝑥, 𝑥⟩ = |𝜆|

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩ = |𝜆|‖𝑥‖.

3. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 виконується

‖𝑥+ 𝑦‖2 = ⟨𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩+ ⟨𝑥, 𝑦⟩+ ⟨𝑦, 𝑥⟩+ ⟨𝑦, 𝑦⟩

= ‖𝑥‖2 + 2Re (⟨𝑥, 𝑦⟩) + ‖𝑦‖2 6 ‖𝑥‖2 + 2|⟨𝑥, 𝑦⟩|+ ‖𝑦‖2

6 ‖𝑥‖2 + 2
√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩ · ⟨𝑦, 𝑦⟩+ ‖𝑦‖2

= ‖𝑥‖2 + 2‖𝑥‖ · ‖𝑦‖+ ‖𝑦‖2 = (‖𝑥‖+ ‖𝑦‖)2.

Тобто ‖𝑥 + 𝑦‖ 6 ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. Ми довели, що формула ‖𝑥‖ =
√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩ задає

норму в просторi 𝐸. 2

В подальшому ми в усiх евклiдових просторах завжди використовуємо

норму, яка породжена скалярним добутком.

Вiдзначимо, що в евклiдовому просторi скалярний добуток можна

виразити через норму. А саме, виконується наступне твердження.

Твердження 5.18. 1. Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв простiр. Тодi для

довiльних векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2). (5.1)
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2. Нехай 𝐸 – комплексний евклiдiв простiр. Тодi для довiльних

векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2) + 𝑖 · 1

2
(‖𝑥+ 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2). (5.2)

Доведення. 1. Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв простiр. Тодi для довiльних

векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ми маємо

‖𝑥+ 𝑦‖2 = ⟨𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩+ ⟨𝑥, 𝑦⟩+ ⟨𝑦, 𝑥⟩+ ⟨𝑦, 𝑦⟩ =

‖𝑥‖2 + 2⟨𝑥, 𝑦⟩+ ‖𝑦‖2,

звiдки отримуємо потрiбну формулу (5.1).

2. Нехай 𝐸 – комплексний евклiдiв простiр. Тодi, як i в попередньому

випадку, обчислення ‖𝑥 + 𝑦‖2 для довiльних векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 (з

урахуванням того, що ⟨𝑥, 𝑦⟩+ ⟨𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩+ ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 2Re ⟨𝑥, 𝑦⟩) дає

Re ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2).

Пiдставимо в останню формулу замiсть вектора 𝑦 вектор 𝑖𝑦. Враховуючи

те, що Re ⟨𝑥, 𝑖𝑦⟩ = Re (−𝑖⟨𝑥, 𝑦⟩) = Im ⟨𝑥, 𝑦⟩ i ‖𝑖𝑦‖ = |𝑖|‖𝑦‖ = ‖𝑦‖, маємо

Im ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑥+ 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2).

Знаючи дiйсну i уявну частини комплексного числа ⟨𝑥, 𝑦⟩, ми отримуємо

потрiбну формулу (5.2). 2

5.4 Ортонормованi системи векторiв та ортонормованi базиси

Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр.

Означення 5.19. Вектори 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 називаються ортогональними,

якщо ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0.

Твердження 5.20. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸

– попарно ортогональнi ненульовi вектори, тобто ⟨𝑥𝑖, 𝑥𝑗⟩ = 0 при 𝑖 ̸=
𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}, i 𝑥𝑗 ̸= 0 при всiх 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Тодi вектори
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 є лiнiйно незалежними.
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Доведення. Нехай 𝜇1𝑥1+𝜇2𝑥2+ . . .+𝜇𝑚𝑥𝑚 = 0. Оберемо довiльне 𝑗 ∈
{1, 2, . . . ,𝑚} i помножимо попередню рiвнiсть скалярно на 𝑥𝑗. Ми маємо

⟨𝜇1𝑥1 + 𝜇2𝑥2 + . . .+ 𝜇𝑚𝑥𝑚, 𝑥𝑗⟩ = ⟨0, 𝑥𝑗⟩ = 0 ⇒

𝜇1⟨𝑥1, 𝑥𝑗⟩+ 𝜇2⟨𝑥2, 𝑥𝑗⟩+ . . .+ 𝜇𝑚⟨𝑥𝑚, 𝑥𝑗⟩ = 0 ⇒ 𝜇𝑗⟨𝑥𝑗, 𝑥𝑗⟩ = 0.

Оскiльки за умовою 𝑥𝑗 ̸= 0, ми отримуємо ⟨𝑥𝑗, 𝑥𝑗⟩ ̸= 0, отже, 𝜇𝑗 = 0

при усiх 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Ми довели, що вектори 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 є лiнiйно

незалежними. 2

Означення 5.21. Система векторiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸 називається

ортонормованою, якщо ⟨𝑥𝑖, 𝑥𝑗⟩ = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}
i ⟨𝑥𝑗, 𝑥𝑗⟩ = 1 при усiх 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚} (тобто цi вектори є попарно

ортогональними i норма кожного вектора дорiвнює одиницi).

Ми довели, що ортонормованi системи є лiнiйно незалежними. Тепер

ми хочемо побудувати ортонормований базис евклiдового простору.

Теорема 5.22 (процес ортогоналiзацiї Грама–Шмiдта). Нехай 𝐸

– евклiдiв простiр, i система векторiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 ∈ 𝐸 є

лiнiйно незалежною. Тодi iснує ортонормована система векторiв

𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚 ∈ 𝐸, така, що для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 виконується

Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑗} = Lin {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑗}.

Доведення. Ми приведемо алгоритм побудови потрiбної

ортонормованої системи.

1. Для 𝑗 = 1. Нам потрiбно побудувати вектор 𝑢1, такий, що ‖𝑢1‖ = 1 i

Lin {𝑦1} = Lin {𝑢1}. Покладемо 𝑢1 =
𝑦1
‖𝑦1‖

(оскiльки 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 є лiнiйно

незалежними, то 𝑦1 ̸= 0, звiдки ‖𝑦1‖ ≠ 0). Ми маємо ‖𝑢1‖ =
1

‖𝑦1‖
·‖𝑦1‖ = 1.

Крiм того, Lin {𝑦1} = {𝛼𝑦1 : 𝛼 ∈ 𝐹} = {𝛼‖𝑦1‖ · 𝑢1 : 𝛼 ∈ 𝐹 } = {𝛽𝑢1 :

𝛽 ∈ 𝐹 } = Lin {𝑢1}.
2. Отже, вектор 𝑢1 вже побудовано. Нам потрiбно побудувати вектор

𝑢2, такий, що ⟨𝑢2, 𝑢1⟩ = 0, ‖𝑢2‖ = 1 i Lin {𝑦1, 𝑦2} = Lin {𝑢1, 𝑢2}. Покладемо
𝑢2 = 𝑦2 + 𝜆𝑢1 i будемо обирати 𝜆 ∈ 𝐹 iз умови ⟨𝑢2, 𝑢1⟩ = 0. Ми маємо
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⟨𝑢2, 𝑢1⟩ = ⟨𝑦2 + 𝜆𝑢1, 𝑢1⟩ = ⟨𝑦2, 𝑢1⟩ + 𝜆⟨𝑢1, 𝑢1⟩ = ⟨𝑦2, 𝑢1⟩ + 𝜆 = 0, звiдки

маємо 𝜆 = −⟨𝑦2, 𝑢1⟩. Зафiксуємо це значення 𝜆. Вiдзначимо, що 𝑢2 = 𝑦2 +

𝜆
𝑦1
‖𝑦1‖

̸= 0 (нетривiальна лiнiйна комбiнацiя лiнiйно незалежних векторiв

𝑦1, 𝑦2). Покладемо 𝑢2 =
𝑢2

‖𝑢2‖
. Очевидно, що ⟨𝑢2, 𝑢1⟩ = 0, ‖𝑢2‖ = 1. Крiм

того, ми маємо 𝑢1 ∈ Lin {𝑦1} ⊂ Lin {𝑦1, 𝑦2}, 𝑢2 ∈ Lin {𝑦1, 𝑦2}. Звiдки
отримуємо Lin {𝑢1, 𝑢2} ⊂ Lin {𝑦1, 𝑦2}. А оскiльки вектори 𝑢1, 𝑢2 є лiнiйно

незалежними (як ортонормована система), ми отримуємо Lin {𝑦1, 𝑦2} =

Lin {𝑢1, 𝑢2}.
3. Нехай вже побудованi вектори 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑠 < 𝑚, вони

утворюють ортонормовану систему, i для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠

виконується Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑗} = Lin {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑗}. Нам потрiбно

побудувати вектор 𝑢𝑠+1. Покладемо �̃�𝑠+1 = 𝑦𝑠+1 + 𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 + . . .+ 𝜆𝑠𝑢𝑠 i

будемо обирати 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠 ∈ 𝐹 iз наступної системи умов: для кожного

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠 виконується ⟨�̃�𝑠+1, 𝑢𝑗⟩ = 0. Ми маємо

⟨�̃�𝑠+1, 𝑢𝑗⟩ = ⟨𝑦𝑠+1 + 𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 + . . .+ 𝜆𝑠𝑢𝑠, 𝑢𝑗⟩ =

⟨𝑦𝑠+1, 𝑢𝑗⟩+ 𝜆1⟨𝑢1, 𝑢𝑗⟩+ 𝜆2⟨𝑢2, 𝑢𝑗⟩+ . . .+ 𝜆𝑠⟨𝑢𝑠, 𝑢𝑗⟩ =

⟨𝑦𝑠+1, 𝑢𝑗⟩+ 𝜆𝑗 = 0.

Отже, для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠 покладемо 𝜆𝑗 = −⟨𝑦𝑠+1, 𝑢𝑗⟩. Тобто для
кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠 виконується ⟨�̃�𝑠+1, 𝑢𝑗⟩ = 0.

Ми маємо: 𝑢1 ∈ Lin {𝑦1}, 𝑢2 ∈ Lin {𝑦1, 𝑦2}, . . . , 𝑢𝑠 ∈ Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠},
звiдки отримуємо �̃�𝑠+1 ∈ Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠, 𝑦𝑠+1}. При цьому за побудовою
�̃�𝑠+1 ̸= 0 (як нетривiальна лiнiйна комбiнацiя лiнiйно незалежних векторiв

𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠, 𝑦𝑠+1). Покладемо 𝑢𝑠+1 =
�̃�𝑠+1

‖�̃�𝑠+1‖
. Тодi для кожного 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑠 виконується ⟨𝑢𝑠+1, 𝑢𝑗⟩ = 0 i ‖𝑢𝑠+1‖ = 1, тобто 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑢𝑠+1

– ортонормована система векторiв. За побудовою ми маємо

𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑢𝑠+1 ∈ Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠, 𝑦𝑠+1} ⇒

Lin {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑢𝑠+1} ⊂ Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠, 𝑦𝑠+1}.
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Оскiльки система векторiв 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑢𝑠+1 є ортонормованою системою,

вона є лiнiйно незалежною системою векторiв, звiдки

Lin {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑢𝑠+1} = Lin {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠, 𝑦𝑠+1}.

Тобто за 𝑚 крокiв ми побудуємо потрiбну ортонормовану систему

векторiв. 2

Простим наслiдком теореми Грама–Шмiдта є наступне твердження.

Твердження 5.23. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N. Тодi
iснує 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – ортонормований базис 𝐸.

Для доведення твердження потрiбно взяти довiльний базис простору 𝐸

i провести процес ортогоналiзацiї.

Твердження 5.24. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – ортонормований базис 𝐸. Тодi для кожного вектора 𝑥 ∈ 𝐸

виконується 𝑥 =
∑︀𝑛

𝑗=1⟨𝑥, 𝑢𝑗⟩𝑢𝑗.

Доведення. Нехай 𝑥 ∈ 𝐸 – довiльний вектор. Розкладемо його за

базисом 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛.Ми маємо 𝑥 = 𝑥1𝑢1+𝑥2𝑢2+. . .+𝑥𝑛𝑢𝑛, де 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈
𝐹. Для довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 помножимо цю рiвнiсть скалярно на 𝑢𝑗,

отримуємо

⟨𝑥, 𝑢𝑗⟩ = ⟨𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛, 𝑢𝑗⟩ = 𝑥1⟨𝑢1, 𝑢𝑗⟩+

𝑥2⟨𝑢2, 𝑢𝑗⟩+ . . .+ 𝑥𝑛⟨𝑢𝑛, 𝑢𝑗⟩ = 𝑥𝑗.

2

Задача 5.25. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛
– деякий базис 𝐸. Припустимо, що для кожного вектора 𝑥 ∈ 𝐸 виконується

𝑥 =
∑︀𝑛

𝑗=1⟨𝑥, 𝑣𝑗⟩𝑣𝑗. Тодi 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 – ортонормований базис 𝐸.

Твердження 5.26. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – ортонормований базис 𝐸. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 – довiльнi
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вектори, позначимо 𝑥𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑦𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. Тодi ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1𝑦1 +

𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

Доведення.

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛, 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 + . . .+ 𝑦𝑛𝑢𝑛⟩ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑥𝑖𝑢𝑖, 𝑦𝑗𝑢𝑗⟩ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑗⟩ = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

2

5.5 Ортогональне доповнення до пiдпростору

Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑈 < 𝐸 – пiдпростiр 𝐸.

Означення 5.27. Ортогональним доповненням до 𝑈 називається

𝑈⊥ = {𝑥 ∈ 𝐸 : ∀𝑦 ∈ 𝑈 ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0} ⊂ 𝐸.

Твердження 5.28. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑈 < 𝐸. Тодi 𝑈⊥ < 𝐸.

Доведення. Нехай 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈⊥, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹. Для довiльного 𝑦 ∈ 𝑈 маємо

⟨𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2, 𝑦⟩ = 𝛼1⟨𝑥1, 𝑦⟩+ 𝛼2⟨𝑥2, 𝑦⟩ = 0.

Отже, 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 ∈ 𝑈⊥. 2

Теорема 5.29. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, i 𝑈 < 𝐸.

Тодi 𝑈 ⊕ 𝑈⊥ = 𝐸.

Доведення. Якщо 𝑈 = {0}, то, очевидно, 𝑈⊥ = {0}⊥ = 𝐸, тому

виконується 𝑈 ⊕ 𝑈⊥ = {0} ⊕ 𝐸 = 𝐸.

Якщо 𝑈 = 𝐸, то 𝑈⊥ = 𝐸⊥ = {0} (доведiть це!), тому виконується

𝑈 ⊕ 𝑈⊥ = 𝐸 ⊕ {0} = 𝐸.

Припустимо тепер, що dim𝑈 = 𝑚, 1 6 𝑚 < 𝑛. Виберемо 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑚

– довiльний базис 𝑈. Доповнимо його до базису всього простору, нехай
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𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑚, 𝑒𝑚+1, . . . , 𝑒𝑛 – базис 𝐸. Проведемо процес ортогоналiзацiї над

системою векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑚, 𝑒𝑚+1, . . . , 𝑒𝑛 i отримаємо ортонормовану

систему векторiв 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛, таку, що для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛

виконується Lin {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑗} = Lin {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑗}. Зокрема 𝑈 =

Lin {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑚} = Lin {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, тобто 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚 –

ортонормований базис 𝑈.

Позначимо через 𝑉 := Lin {𝑢𝑚+1, 𝑢𝑚+2, . . . , 𝑢𝑛}, тодi нам вiдомо, що

𝑈 ⊕ 𝑉 = 𝐸. Доведемо, що 𝑉 = 𝑈⊥. Нехай 𝑥 ∈ 𝑈⊥– довiльний вектор

𝑈⊥, розкладемо його за базисом простору: 𝑥 = 𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . . + 𝑥𝑛𝑢𝑛,

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹. Тодi для довiльного 𝑦 ∈ 𝑈 маємо ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0. Оскiльки для

довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 маємо 𝑢𝑗 ∈ 𝑈, ми отримуємо

⟨𝑥, 𝑢𝑗⟩ = ⟨𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛, 𝑢𝑗⟩ =

𝑥1⟨𝑢1, 𝑢𝑗⟩+ 𝑥2⟨𝑢2, 𝑢𝑗⟩+ . . .+ 𝑥𝑛⟨𝑢𝑛, 𝑢𝑗⟩ = 𝑥𝑗 = 0

для усiх 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. Тобто 𝑥 = 𝑥𝑚+1𝑢𝑚+1 + 𝑥𝑚+2𝑢𝑚+2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛 ∈ 𝑉.

Ми довели, що 𝑈⊥ ⊂ 𝑉.

Доведемо обернене включення. Нехай 𝑥 ∈ 𝑉 – довiльний вектор 𝑉.

Тодi, за означенням 𝑉, маємо 𝑥 = 𝑥𝑚+1𝑢𝑚+1 + 𝑥𝑚+2𝑢𝑚+2 + . . . + 𝑥𝑛𝑢𝑛, де

𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2 . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹. Розглянемо довiльний 𝑦 ∈ 𝑈, тодi 𝑦 = 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 +

. . . + 𝑦𝑚𝑢𝑚, де 𝑦1, 𝑦2 . . . , 𝑦𝑚 ∈ 𝐹. Оскiльки 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – ортонормований

базис 𝐸, ми маємо ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥𝑚+1𝑢𝑚+1+𝑥𝑚+2𝑢𝑚+2+ . . .+𝑥𝑛𝑢𝑛, 𝑦1𝑢1+𝑦2𝑢2+

. . .+ 𝑦𝑚𝑢𝑚⟩ = 0, тобто 𝑥 ∈ 𝑈⊥. Отже, 𝑉 ⊂ 𝑈⊥.

Ми довели, що 𝑈⊥ = 𝑉, звiдки 𝑈 ⊕ 𝑈⊥ = 𝐸. 2

Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N. Сформулюємо декiлька

властивостей ортогонального доповнення.

1. 𝐸⊥ = {0}, {0}⊥ = 𝐸.

2. (𝑈⊥)⊥ = 𝑈 для довiльного 𝑈 < 𝐸.

3. (𝑈 + 𝑉 )⊥ = 𝑈⊥ ∩ 𝑉 ⊥ для довiльних 𝑈, 𝑉 < 𝐸.

4. (𝑈 ∩ 𝑉 )⊥ = 𝑈⊥ + 𝑉 ⊥ для довiльних 𝑈, 𝑉 < 𝐸.

Доведiть цi властивостi самостiйно.
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Роздiл 6

Лiнiйнi оператори в евклiдових просторах

6.1 Лiнiйнi функцiонали в евклiдових просторах

Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹.

Означення 6.1. Функцiя 𝑓 : 𝐿 → 𝐹 називається лiнiйним

функцiоналом в 𝐿, якщо для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐿 i довiльних 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹

виконується 𝑓(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) = 𝛼1𝑓(𝑥1) + 𝛼2𝑓(𝑥2).

Таким чином, лiнiйний функцiонал є лiнiйним оператором iз лiнiйного

простору 𝐿 в одновимiрний лiнiйний простiр 𝐹.

Теорема 6.2 (про загальний вигляд лiнiйного функцiонала в

евклiдовому просторi). Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝑓 : 𝐸 → 𝐹 – лiнiйний функцiонал в 𝐸. Тодi iснує єдиний 𝑦 ∈ 𝐸, такий, що

для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸 виконується 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑦⟩. I навпаки, для довiльного
𝑧 ∈ 𝐸 функцiя 𝑓 : 𝐸 → 𝐹, яка задається формулою 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩, є
лiнiйним функцiоналом в 𝐸.

Доведення. Той факт, що для довiльного 𝑧 ∈ 𝐸 функцiя 𝑓 : 𝐸 → 𝐹,

яка задається формулою 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩, є лiнiйним функцiоналом в 𝐸, є

очевидним (доведiть це). Нехай 𝑓 : 𝐸 → 𝐹 – лiнiйний функцiонал

в 𝐸. Нехай 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – ортонормований базис простору 𝐸. Будемо

шукати потрiбний вектор 𝑦 ∈ 𝐸 у виглядi 𝑦 = 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 + . . . + 𝑦𝑛𝑢𝑛,

де 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝐹 – невiдомi координати вектора 𝑦. Нехай 𝑥 ∈ 𝐸 –

довiльний вектор, розкладемо його за базисом 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛, нехай 𝑥 =

𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛, де 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹. Тодi маємо

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛) =

𝑥1𝑓(𝑢1) + 𝑥2𝑓(𝑢2) + . . .+ 𝑥𝑛𝑓(𝑢𝑛)

i

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑢𝑛, 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 + . . .+ 𝑦𝑛𝑢𝑛⟩ =
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𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛

за формулою скалярного добутку векторiв через їх координати в

ортонормованому базисi. Тодi рiвнiсть 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑦⟩ буде виконуватись для
довiльного 𝑥 ∈ 𝐸, якщо покладемо 𝑦1 = 𝑓(𝑢1), 𝑦2 = 𝑓(𝑢2), . . . , 𝑦𝑛 = 𝑓(𝑢𝑛).

Тобто ми довели iснування потрiбного вектора 𝑦.

Доведемо єдинiсть. Нехай є вектор 𝑦 ∈ 𝐸, такий, що для будь-якого

𝑥 ∈ 𝐸 виконується 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑦⟩, а також є ще один вектор 𝑧 ∈ 𝐸, такий,

що для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐸 виконується 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩. Тодi ми маємо

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∀𝑥 ∈ 𝐸 ⇒ ⟨𝑥, 𝑦 − 𝑧⟩ = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐸.

Покладемо 𝑥 = 𝑦− 𝑧. Тодi ми маємо ⟨𝑦− 𝑧, 𝑦− 𝑧⟩ = 0 ⇒ 𝑦− 𝑧 = 0 ⇒
𝑦 = 𝑧. Єдинiсть доведено. 2

6.2 Спряжений лiнiйний оператор i його властивостi

Теорема 6.3. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝐴 : 𝐸 → 𝐸

– лiнiйний оператор. Тодi iснує єдиний лiнiйний оператор 𝐴* : 𝐸 → 𝐸,

такий, що

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 : ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩.

Такий лiнiйний оператор 𝐴* називається спряженим до оператора

𝐴.

Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор 𝑦 ∈ 𝐸. Розглянемо функцiю

𝑓𝑦 : 𝐸 → 𝐹, яка задається формулою 𝑓𝑦(𝑥) = ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩. Перевiримо, що 𝑓𝑦 –
лiнiйний функцiонал в 𝐸.

Для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹 виконується

𝑓𝑦(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) = ⟨𝐴(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2), 𝑦⟩ = ⟨𝛼1𝐴𝑥1 + 𝛼2𝐴𝑥2, 𝑦⟩ =

𝛼1⟨𝐴𝑥1, 𝑦⟩+ 𝛼2⟨𝐴𝑥2, 𝑦⟩ = 𝛼1𝑓𝑦(𝑥1) + 𝛼2𝑓𝑦(𝑥2).

Тобто 𝑓𝑦 – лiнiйний функцiонал в 𝐸. З теореми про загальний вигляд

лiнiйного функцiонала в евклiдовому просторi iснує єдиний вектор
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простору, такий, що дiя лiнiйного функцiоналу виражається через

скалярний добуток з цим вектором. Цей єдиний вектор простору залежить

вiд обраного вектора 𝑦, ми позначимо цей вектор 𝐴*(𝑦) ∈ 𝐸. Бiльш

детально

∀𝑦 ∈ 𝐸 ∃! 𝐴*(𝑦) ∈ 𝐸 : ∀𝑥 ∈ 𝐸 𝑓𝑦(𝑥) = ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*(𝑦)⟩.

Ми перевiримо, що вiдображення 𝑦 → 𝐴*(𝑦) є лiнiйним оператором в 𝐸.

Нехай 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐸 – довiльнi вектори, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐹 – довiльнi числа. Тодi

з означення 𝐴*(𝑦) ми маємо

∃! 𝐴*(𝑦1) ∈ 𝐸 : ∀𝑥 ∈ 𝐸 ⟨𝐴𝑥, 𝑦1⟩ = ⟨𝑥,𝐴*(𝑦1)⟩,

∃! 𝐴*(𝑦2) ∈ 𝐸 : ∀𝑥 ∈ 𝐸 ⟨𝐴𝑥, 𝑦2⟩ = ⟨𝑥,𝐴*(𝑦2)⟩.

З цих двох рiвностей випливає

⟨𝐴𝑥, 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2⟩ = 𝛼1⟨𝐴𝑥, 𝑦1⟩+ 𝛼2⟨𝐴𝑥, 𝑦2⟩ =

𝛼1⟨𝑥,𝐴*(𝑦1)⟩+ 𝛼2⟨𝑥,𝐴*(𝑦2)⟩ = ⟨𝑥, 𝛼1𝐴
*(𝑦1)⟩+ ⟨𝑥, 𝛼2𝐴

*(𝑦2)⟩ =

⟨𝑥, 𝛼1𝐴
*(𝑦1) + 𝛼2𝐴

*(𝑦2)⟩,∀𝑥 ∈ 𝐸.

Тобто вектор 𝛼1𝐴
*(𝑦1)+𝛼2𝐴

*(𝑦2) має наступну властивiсть: для довiльного

𝑥 ∈ 𝐸 виконується ⟨𝐴𝑥, 𝛼1𝑦1 +𝛼2𝑦2⟩ = ⟨𝑥, 𝛼1𝐴
*(𝑦1) +𝛼2𝐴

*(𝑦2)⟩. З єдиностi

вектора 𝐴*(𝑦) випливає, що 𝐴*(𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2) = 𝛼1𝐴
*(𝑦1) + 𝛼2𝐴

*(𝑦2).

Ми довели, що вiдображення 𝑦 → 𝐴*(𝑦) є лiнiйним оператором в 𝐸.

Таким чином, ми довели, що iснує лiнiйний оператор 𝐴* : 𝐸 → 𝐸, такий,

що

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 : ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩.

Доведемо єдинiсть такого оператора. Нехай iснує ще лiнiйний оператор

𝐴# : 𝐸 → 𝐸, такий, що

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 : ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴#𝑦⟩.

Тодi

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 : ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴#𝑦⟩ ⇒ ⟨𝑥,𝐴*𝑦 − 𝐴#𝑦⟩ = 0.
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Нехай 𝑦 ∈ 𝐸 – довiльний вектор, покладемо 𝑥 = 𝐴*𝑦−𝐴#𝑦. Ми маємо

⟨𝐴*𝑦 − 𝐴#𝑦, 𝐴*𝑦 − 𝐴#𝑦⟩ = 0 ⇒ 𝐴*𝑦 − 𝐴#𝑦 = 0.

Тобто для довiльного 𝑦 ∈ 𝐸 виконується 𝐴*𝑦 = 𝐴#𝑦, що означає 𝐴* = 𝐴#.

Єдинiсть доведено. 2

Наведемо властивостi спряжених операторiв.

1. 𝐼* = 𝐼, оскiльки ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 : ⟨𝐼𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝐼𝑦⟩.
2. Для довiльних лiнiйних операторiв 𝐴,𝐵 виконується

(𝐴+𝐵)* = 𝐴* +𝐵*

(доведiть це!).

3. Для довiльних лiнiйних операторiв 𝐴,𝐵 виконується

(𝐴 ·𝐵)* = 𝐵* · 𝐴*.

Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ми маємо

⟨(𝐴 ·𝐵)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝐴(𝐵𝑥), 𝑦⟩ = ⟨𝐵𝑥,𝐴*𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐵*𝐴*𝑦⟩.

4. Для довiльного лiнiйного оператора 𝐴 i довiльного скаляра 𝜆 ∈ 𝐹

виконується

(𝜆𝐴)* = 𝜆𝐴*

(доведiть це!).

5. Для довiльного лiнiйного оператора 𝐴 виконується

(𝐴*)* = 𝐴.

Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ми маємо ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩, або ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩ =

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩. Тобто ми маємо ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩ = ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩, звiдки ⟨𝐴*𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑦, 𝐴𝑥⟩.
Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, iз означення

спряженого оператора маємо (𝐴*)* = 𝐴.

Твердження 6.4. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝐴 :

𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Тодi виконується

Ker𝐴* = (Im𝐴)⊥, Im𝐴* = (Ker𝐴)⊥.
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Доведення. Доведемо першу з цих властивостей. Нехай 𝑥 ∈ 𝐸 –

довiльний вектор простору, 𝑦 ∈ Ker𝐴* – довiльний вектор Ker𝐴*. Ми

маємо

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩ = ⟨𝑥,0⟩ = 0,

тобто

𝑦 ∈ {𝐴𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐸}⊥ ⇔ 𝑦 ∈ (Im𝐴)⊥.

Ми довели, що Ker𝐴* ⊂ (Im𝐴)⊥.

Нехай 𝑧 ∈ (Im𝐴)⊥ – довiльний вектор (Im𝐴)⊥. Це означає, що

∀𝑦 ∈ Im𝐴 ⟨𝑦, 𝑧⟩ = 0 ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝐸 ⟨𝐴𝑥, 𝑧⟩ = 0 ⇔

∀𝑥 ∈ 𝐸 ⟨𝑥,𝐴*𝑧⟩ = 0 ⇔ 𝐴*𝑧 = 0 ⇒ 𝑧 ∈ Ker𝐴*.

Ми довели, що (Im𝐴)⊥ ⊂ Ker𝐴*, тобто Ker𝐴* = (Im𝐴)⊥.

Друга iз властивостей є наслiдком першої i рiвностi (𝐴*)* = 𝐴. Дiйсно,

розглянемо лiнiйний оператор 𝐵 = 𝐴*. Тодi маємо 𝐵* = (𝐴*)* = 𝐴. Ми

хочемо довести рiвнiсть Im𝐵 = (Ker𝐵*)⊥, яка є еквiвалентною наступнiй:

(Im𝐵)⊥ = Ker𝐵*. Останню рiвнiсть ми довели вище. 2

Теорема 6.5. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝐴 : 𝐸 →
𝐸 – лiнiйний оператор. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис 𝐸,

позначимо через 𝐴𝑒 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, 𝐴

*
𝑒 = (�̃�𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1. Тодi

∀𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} �̃�𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖,

тобто

𝐴*
𝑒 = 𝐴𝑒

𝑡
.

Доведення. Оберемо довiльнi 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}. Ми маємо

⟨𝐴𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖, 𝐴*𝑒𝑗⟩ ⇔ ⟨𝑎1𝑖𝑒1 + 𝑎2𝑖𝑒2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑖𝑒𝑛, 𝑒𝑗⟩ =

⟨𝑒𝑖, �̃�1𝑗𝑒1 + �̃�2𝑗𝑒2 + . . .+ �̃�𝑛𝑗𝑒𝑛⟩ ⇒ 𝑎𝑗𝑖 = �̃�𝑖𝑗.

2
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Таким чином, якщо матриця оператора 𝐴 задана в ортонормованому

базисi, то, щоб побудувати матрицю оператора 𝐴*, треба матрицю 𝐴

транспонувати i взяти комплексне спряження до кожного елемента.

Таку операцiю над матрицями (транспонування i взяття комплексного

спряження до кожного елемента) позначають зiрочкою (тобто якщо 𝐵 ∈
Mat (𝑛× 𝑛, 𝐹 ), де 𝐹 = R або 𝐹 = C, то 𝐵* = 𝐵

𝑡
).

6.3 Самоспряженi лiнiйнi оператори у евклiдових просторах

Означення 6.6. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝐴 : 𝐸 →
𝐸 – лiнiйний оператор. Лiнiйний оператор називається самоспряженим,

якщо 𝐴* = 𝐴, тобто якщо для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩.

Питання: якщо матриця лiнiйного оператора виписана в

ортонормованому базисi, то з якої властивостi матрицi випливає

самоспряженiсть лiнiйного оператора?

Твердження 6.7. Нехай 𝐸 – комплексний евклiдiв простiр, 𝑛 =

dim𝐸 ∈ N, 𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝐴* = 𝐴. Нехай 𝜆0 ∈ C –

власне число оператора 𝐴, тобто 𝜒𝐴(𝜆0) = 0. Тодi 𝜆0 ∈ R.

Доведення. Нам вiдомо, що 𝜒𝐴(𝜆0) = 0 ⇔ ∃𝑥0 ∈ 𝐸, 𝑥0 ̸= 0 : 𝐴𝑥0 =

𝜆0𝑥0. Звiдки отримуємо

⟨𝐴𝑥0, 𝑥0⟩ = ⟨𝑥0, 𝐴𝑥0⟩ ⇔ ⟨𝜆0𝑥0, 𝑥0⟩ = ⟨𝑥0, 𝜆0𝑥0⟩ ⇔

𝜆0⟨𝑥0, 𝑥0⟩ = 𝜆0⟨𝑥0, 𝑥0⟩ ⇒ 𝜆0 = 𝜆0 ⇒ 𝜆0 ∈ R.

2

Твердження 6.8. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝐴* = 𝐴. Нехай 𝜆1, 𝜆2 ∈ R, 𝜆1 ̸= 𝜆2

– власнi числа оператора 𝐴, тобто 𝜒𝐴(𝜆1) = 0, 𝜒𝐴(𝜆2) = 0. Нехай

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸, 𝑥1 ̸= 0, 𝑥2 ̸= 0 – вiдповiднi власнi вектори оператора 𝐴, тобто

𝐴𝑥1 = 𝜆1𝑥1, 𝐴𝑥2 = 𝜆2𝑥2. Тодi виконується ⟨𝑥1, 𝑥2⟩ = 0.
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Доведення. Ми маємо ⟨𝐴𝑥1, 𝑥2⟩ = ⟨𝑥1, 𝐴𝑥2⟩ ⇒ ⟨𝜆1𝑥1, 𝑥2⟩ =

⟨𝑥1, 𝜆2𝑥2⟩ ⇒ 𝜆1⟨𝑥1, 𝑥2⟩ = 𝜆2⟨𝑥1, 𝑥2⟩ ⇒ ⟨𝑥1, 𝑥2⟩ = 0, оскiльки 𝜆1 ̸= 𝜆2. 2

Означення 6.9. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем 𝐹, 𝐴 : 𝐿 → 𝐿

– лiнiйний оператор, 𝑈 < 𝐿. Пiдпростiр 𝑈 називається iнварiантним для

оператора 𝐴, якщо 𝐴 : 𝑈 → 𝑈, тобто для довiльного 𝑢 ∈ 𝑈 виконується

𝐴(𝑢) ∈ 𝑈.

Твердження 6.10. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝐴* = 𝐴. Нехай 𝑈 < 𝐸 – iнварiантний

пiдпростiр для оператора 𝐴, тобто 𝐴 : 𝑈 → 𝑈. Тодi 𝑈⊥ також є

iнварiантним пiдпростором для оператора 𝐴, тобто 𝐴 : 𝑈⊥ → 𝑈⊥.

Доведення. Розглянемо довiльний 𝑥 ∈ 𝑈⊥. Тодi для кожного 𝑦 ∈ 𝑈

ми маємо ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0. З цього отримуємо ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩ = 0, оскiльки за

умовою 𝐴𝑦 ∈ 𝑈. Тобто 𝐴 : 𝑈⊥ → 𝑈⊥. 2

Теорема 6.11 (спектральна теорема для самоспряжених лiнiйних

операторiв в комплексному евклiдовому просторi). Нехай 𝐸 – комплексний

евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Умова

𝐴* = 𝐴 виконується тодi i тiльки тодi, коли iснує ортонормований базис

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простору 𝐸, такий, що

𝐴𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (6.1)

при цьому 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R.

Доведення. 1. Припустимо, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис

простору 𝐸, такий, що матриця оператора 𝐴 в цьому базисi має вигляд

(6.1), при цьому 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R. Оскiльки цей базис є ортонормованим,

то для того, щоб побудувати матрицю 𝐴*
𝑒 в цьому базисi, треба матрицю
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𝐴𝑒 транспонувати i кожен елемент матрицi комплексно спрягти. Матриця

𝐴𝑒 є симетричною, тобто вона не змiнюється при транспонуваннi. Крiм

того, матриця 𝐴𝑒 є дiйсною, тобто вона не змiнюється при комплексному

спряженнi. Ми отримали 𝐴*
𝑒 = 𝐴𝑒, тобто 𝐴* = 𝐴.

2. Припустимо, що 𝐴* = 𝐴. Будемо доводити теорему iндукцiєю по

𝑛 = dim𝐸.

2.1. База iндукцiї 𝑛 = 1. Оберемо довiльний 𝑒1 – ортонормований базис

𝐸. Нехай 𝐴𝑒 = (𝜆1), 𝜆1 ∈ C, тобто 𝐴𝑒1 = 𝜆1𝑒1. Оскiльки 𝐴* = 𝐴, маємо

𝜆1 ∈ R. Базу iндукцiї доведено.

2.2. Iндуктивний перехiд 𝑛 − 1 ; 𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . Тобто ми вважаємо,

що для евклiдових просторiв розмiрностi 𝑛−1 теорема виконується. Нехай

dim𝐸 = 𝑛, 𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝐴* = 𝐴. Ми маємо 𝜒𝐴(𝜆) ∈
C[𝜆], deg𝜒𝐴 = 𝑛 ∈ N. Тобто, з основної теореми алгебри, iснує 𝜆1 ∈ C,
таке, що 𝜒𝐴(𝜆1) = 0. Звiдси iснує 𝑒1 ∈ 𝐸, ‖𝑒1‖ = 1, такий, що 𝐴𝑒1 = 𝜆1𝑒1.

Оскiльки 𝐴* = 𝐴, маємо 𝜆1 ∈ R.

Розглянемо 𝐿 = Lin {𝑒1} < 𝐸, dim𝐿 = 1. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿

маємо 𝑥 = 𝛼𝑒1, 𝛼 ∈ C, звiдки 𝐴𝑥 = 𝐴(𝛼𝑒1) = 𝛼𝐴𝑒1 = 𝛼𝜆1𝑒1 ∈ 𝐿.

Тобто 𝐴 : 𝐿 → 𝐿, а оскiльки 𝐴* = 𝐴, з доведеного ранiше ми маємо

𝐴 : 𝐿⊥ → 𝐿⊥, dim𝐿⊥ = 𝑛 − 1. Розглянемо оператор 𝐴 на пiдпросторi

𝐿⊥, позначимо його 𝐴|𝐿⊥ : 𝐿⊥ → 𝐿⊥, при цьому для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿⊥

виконується 𝐴|𝐿⊥𝑥 = 𝐴𝑥. Тодi 𝐴|*𝐿⊥ = 𝐴|𝐿⊥ (пояснiть це!). За iндуктивним

припущенням, iснує 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис 𝐿⊥, такий, що

для довiльного 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛 виконується 𝐴|𝐿⊥(𝑒𝑗) = 𝐴(𝑒𝑗) = 𝜆𝑗𝑒𝑗, де

𝜆2, 𝜆3, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R. Тодi за побудовою 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис

простору 𝐸, такий, що

𝐴𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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при цьому 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R.

2

Ми хочемо довести аналогiчну теорему для самоспряжених лiнiйних

операторiв у дiйсному евклiдовому просторi. Для цього нам потрiбно

довести, що кожен дiйсний самоспряжений оператор має власний вектор.

Теорема 6.12. Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝐴* = 𝐴. Тодi iснують вектор 𝑥0 ∈
𝐸, 𝑥0 ̸= 0 i число 𝜆0 ∈ R, такi, що 𝐴𝑥0 = 𝜆0𝑥0.

Доведення. Нехай 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 – ортонормований базис 𝐸. Запишемо

матрицю оператора 𝐴 в цьому базисi, нехай 𝐴𝑢 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1. Розглянемо

комплексний евклiдiв простiр C𝑛 i оберемо в ньому ортонормований базис

𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 ∈ C𝑛. Задамо лiнiйний оператор 𝐵 : C𝑛 → C𝑛 за допомогою

матрицi 𝐴𝑢, а саме (𝐵𝑥)𝑣 = 𝐴𝑢𝑥𝑣 для довiльного 𝑥 ∈ C𝑛.

Ми вже перевiряли ранiше, що заданий таким чином оператор є

лiнiйним оператором, а його матрицею в базисi 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 є 𝐵𝑣 = 𝐴𝑢.

Нагадаємо, що 𝐴𝑢 є дiйсною матрицею, i, оскiльки 𝐴* = 𝐴, а базис

𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 є ортонормованим, маємо 𝐴𝑡
𝑢 = 𝐴𝑢. Тобто оскiльки 𝐵

𝑡
𝑣 = 𝐵𝑣,

а базис 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 є ортонормованим, маємо 𝐵* = 𝐵.

Ми маємо 𝜒𝐵(𝜆) ∈ C[𝜆], deg𝜒𝐵 = 𝑛 ∈ N. Тобто, з основної теореми
алгебри, iснує 𝜆0 ∈ C, таке, що 𝜒𝐵(𝜆0) = 0. Звiдси iснує 𝑧0 ∈ C𝑛, 𝑧0 ̸= 0,

такий, що 𝐵𝑧0 = 𝜆0𝑧0. Оскiльки 𝐵* = 𝐵, маємо 𝜆0 ∈ R.

Запишемо умову 𝐵𝑧0 = 𝜆0𝑧0 в координатах. Ми маємо

(𝐵𝑧0)𝑣 = (𝜆0𝑧0)𝑣 ⇒ 𝐵𝑣(𝑧0)𝑣 = 𝜆0(𝑧0)𝑣 ⇒ 𝐴𝑢(𝑧0)𝑣 = 𝜆0(𝑧0)𝑣.

Введемо позначення для стовпця (𝑧0)𝑣: нехай (𝑧0)𝑣 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧1

𝑧2
...

𝑧𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, де
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𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C, або (𝑧0)𝑣 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1 + 𝑖𝑦1

𝑥2 + 𝑖𝑦2
...

𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, де 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 ∈

R. Оскiльки вектор 𝑧0 ̸= 0, маємо: iснує 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 : 𝑥𝑗 ̸= 0 або 𝑦𝑗 ̸= 0.

Ми отримали

𝐴𝑢

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1 + 𝑖𝑦1

𝑥2 + 𝑖𝑦2
...

𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜆0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1 + 𝑖𝑦1

𝑥2 + 𝑖𝑦2
...

𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Оскiльки 𝐴𝑢 є дiйсною матрицею, вiддiляючи дiйсну i уявну частини в

останнiй рiвностi, ми маємо

𝐴𝑢

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜆0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, 𝐴𝑢

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜆0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Як було вiдзначено, один iз стовпцiв

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ або

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ є ненульовим. Не

зменшуючи загальностi,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ̸=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, при цьому 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R.

Повернемося до нашого дiйсного евклiдового простору 𝐸. Розглянемо

в ньому вектор 𝑥0 = 𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 + . . . + 𝑥𝑛𝑢𝑛 ∈ 𝐸, тобто (𝑥0)𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
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Тодi

𝐴𝑢

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜆0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ⇒ 𝐴𝑥0 = 𝜆0𝑥0, 𝑥0 ̸= 0.

2

З цiєї теореми ми отримуємо спектральну теорему для самоспряжених

лiнiйних операторiв у дiйсному евклiдовому просторi.

Теорема 6.13 (cпектральна теорема для самоспряжених лiнiйних

операторiв у дiйсному евклiдовому просторi). Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв

простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Умова

𝐴* = 𝐴 виконується тодi i тiльки тодi, коли iснує ортонормований базис

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простору 𝐸, такий, що

𝐴𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Доведення теореми проводиться так само, як i у випадку комплексного

простору, з використанням теореми про iснування власного вектора у

самоспряженого лiнiйного оператора у дiйсному евклiдовому просторi.

Задача 6.14. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем R, 𝑛 = dim𝐿 ∈ N
i 𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Нехай iснує деякий базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛

лiнiйного простору 𝐿, в якому матриця оператора 𝐴 є симетричною: 𝐴𝑒 =

𝐴𝑡
𝑒. Доведiть, що оператор 𝐴 є дiагоналiзовним.

Задача 6.15. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем R, 𝑛 = dim𝐿 ∈ N i

𝐴 : 𝐿→ 𝐿 – лiнiйний оператор. В якому випадку можна ввести у просторi

𝐿 скалярний добуток таким чином, щоб лiнiйний оператор 𝐴 у отриманому

евклiдовому просторi був самоспряженим?
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6.4 Унiтарнi лiнiйнi оператори у евклiдових просторах

Означення 6.16. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑈 :

𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Оператор 𝑈 називається унiтарним, якщо

𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼.

Таким чином, унiтарний лiнiйний оператор – це оборотний лiнiйний

оператор, для якого обернений оператор є його спряженим оператором.

Теорема 6.17. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑈 : 𝐸 → 𝐸

– лiнiйний оператор. Тодi наступнi три умови є еквiвалентними:

1. 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼, тобто оператор 𝑈 є унiтарним.

2. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩.
3. Для довiльних 𝑥 ∈ 𝐸 виконується ‖𝑈𝑥‖ = ‖𝑥‖.

Доведення. 1 ⇒ 2. Нехай 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼, тодi для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈
𝐸 виконується ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑈*𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝐼𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

2 ⇒ 3. Нехай для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩.
Оберемо довiльний 𝑥 ∈ 𝐸 i покладемо 𝑦 = 𝑥. Ми маємо ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑥⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩,
тобто ‖𝑈𝑥‖ = ‖𝑥‖.

3 ⇒ 2. Для довiльних 𝑧 ∈ 𝐸 виконується ‖𝑈𝑧‖ = ‖𝑧‖. Ми

знаємо (дивись твердження 5.18), що скалярний добуток векторiв можна

обчислити, знаючи норми векторiв.

Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв простiр, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 – довiльнi вектори.

Скористуємось формулою 5.1 твердження 5.18 для векторiв 𝑥, 𝑦 i для

векторiв 𝑈𝑥, 𝑈𝑦, ми маємо

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2)

i

⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑈𝑥+ 𝑈𝑦‖2 − ‖𝑈𝑥‖2 − ‖𝑈𝑦‖2).

За умовою ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖𝑈(𝑥 + 𝑦)‖ = ‖𝑈𝑥 + 𝑈𝑦‖, ‖𝑥‖ = ‖𝑈𝑥‖, ‖𝑦‖ = ‖𝑈𝑦‖,
тому маємо ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸.
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Нехай 𝐸 – комплексний евклiдiв простiр, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 – довiльнi вектори.

Скористуємось формулою 5.2 твердження 5.18 для векторiв 𝑥, 𝑦 i для

векторiв 𝑈𝑥, 𝑈𝑦, ми маємо

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2) + 𝑖 · 1

2
(‖𝑥+ 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2)

i

⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = 1

2
(‖𝑈𝑥+𝑈𝑦‖2−‖𝑈𝑥‖2−‖𝑈𝑦‖2)+𝑖·1

2
(‖𝑈𝑥+𝑖𝑈𝑦‖2−‖𝑈𝑥‖2−‖𝑈𝑦‖2).

За умовою ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖𝑈(𝑥 + 𝑦)‖ = ‖𝑈𝑥 + 𝑈𝑦‖, ‖𝑥 + 𝑖𝑦‖ = ‖𝑈(𝑥 + 𝑖𝑦)‖ =

‖𝑈𝑥 + 𝑖𝑈𝑦‖, ‖𝑥‖ = ‖𝑈𝑥‖, ‖𝑦‖ = ‖𝑈𝑦‖, тому маємо ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ для
довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸.

2 ⇒ 1. Нехай для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 виконується ⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩.
Ми маємо

⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑈 *𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ ⇒ ⟨𝐼𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑈 *𝑈𝑦⟩

для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸. Ми отримали, що 𝑈 *𝑈 = 𝐼* = 𝐼.

Оскiльки простiр 𝐸 є скiнченновимiрним, ми маємо 𝑈 *𝑈 = 𝐼 ⇔
𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 (пояснiть це!). 2

Твердження 6.18. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼. Нехай 𝜆0 ∈ 𝐹 – власне

число 𝑈, тобто 𝜒𝑈(𝜆0) = 0. Тодi |𝜆0| = 1.

Доведення. Ми маємо 𝜒𝑈(𝜆0) = 0, звiдки iснує 𝑥0 ∈ 𝐸, 𝑥0 ̸= 0, такий,

що 𝑈𝑥0 = 𝜆0𝑥0, а оскiльки ‖𝑈𝑥0‖ = ‖𝑥0‖, то отримуємо ‖𝜆0𝑥0‖ = ‖𝑥0‖.
Тому маємо |𝜆0|‖𝑥0‖ = ‖𝑥0‖, звiдки |𝜆0| = 1. 2

Твердження 6.19. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Нехай 𝑉 < 𝐸 – пiдпростiр,

який є iнварiантним для оператора 𝐴, тобто 𝐴 : 𝑉 → 𝑉. Тодi 𝑉 ⊥ є

iнварiантним для оператора 𝐴*, тобто 𝐴* : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥.

Доведення. Нехай 𝑥 ∈ 𝑉 ⊥, 𝑦 ∈ 𝑉 – довiльнi вектори. Тодi ми маємо

⟨𝐴*𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩ = 0,
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тому що за умовою для довiльного 𝑦 ∈ 𝑉 виконується 𝐴𝑦 ∈ 𝑉. Тобто для

довiльного 𝑥 ∈ 𝑉 ⊥ виконується 𝐴*𝑥 ∈ 𝑉 ⊥. 2

Простим наслiдком є наступне твердження.

Твердження 6.20. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N,
𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Нехай 𝑉 < 𝐸 – пiдпростiр, який є

iнварiантним i для оператора 𝐴, i для оператора 𝐴*, тобто 𝐴 : 𝑉 →
𝑉, 𝐴* : 𝑉 → 𝑉. Тодi 𝑉 ⊥ є також iнварiантним i для оператора 𝐴, i для

оператора 𝐴*, тобто 𝐴 : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥, 𝐴* : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥. 2

6.5 Спектральна теорема для унiтарних лiнiйних операторiв

у комплексному евклiдовому просторi

Теорема 6.21 (cпектральна теорема для унiтарних лiнiйних

операторiв у комплексному евклiдовому просторi). Нехай 𝐸 – комплексний

евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор.

Умова 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 виконується тодi i тiльки тодi, коли iснує

ортонормований базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простору 𝐸, такий, що

𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (6.2)

при цьому |𝜆1| = |𝜆2| = . . . = |𝜆𝑛| = 1.

Доведення. 1. Припустимо, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис

простору 𝐸, такий, що матриця оператора 𝑈 в цьому базисi має вигляд

(6.2), при цьому |𝜆1| = |𝜆2| = . . . = |𝜆𝑛| = 1. Оскiльки цей базис

є ортонормованим, щоб побудувати матрицю 𝑈 *
𝑒 , треба матрицю 𝑈𝑒

транспонувати i кожен елемент матрицi комплексно спрягти. Отже, ми
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маємо

𝑈 *
𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

З цього ми отримуємо

𝑈𝑒𝑈
*
𝑒 = 𝑈 *

𝑒𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐼,

оскiльки для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 маємо 𝜆𝑗𝜆𝑗 = |𝜆𝑗|2 = 1. Ми довели,

що 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼.

2. Припустимо, що 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼. Будемо доводити теорему

iндукцiєю по 𝑛 = dim𝐸.

2.1. База iндукцiї 𝑛 = 1. Оберемо довiльний 𝑒1 – ортонормований базис

𝐸. Нехай 𝑈𝑒 = (𝜆1), 𝜆1 ∈ C, тобто 𝑈𝑒1 = 𝜆1𝑒1. З 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 маємо

|𝜆1| = 1. Базу iндукцiї доведено.

2.2. Iндуктивний перехiд 𝑛 − 1 ; 𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . Тобто ми вважаємо,

що для евклiдових просторiв розмiрностi 𝑛−1 теорема виконується. Нехай

dim𝐸 = 𝑛, 𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼. Ми маємо

𝜒𝑈(𝜆) ∈ C[𝜆], deg𝜒𝑈 = 𝑛 ∈ N. Тобто, з основної теореми алгебри, iснує

𝜆1 ∈ C, таке, що 𝜒𝑈(𝜆1) = 0. Звiдси iснує 𝑒1 ∈ 𝐸, ‖𝑒1‖ = 1, такий, що

𝑈𝑒1 = 𝜆1𝑒1. З 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 маємо |𝜆1| = 1. Крiм того, 𝑈𝑒1 = 𝜆1𝑒1 ⇒
𝑈 *𝑈𝑒1 = 𝑈 *(𝜆1𝑒1) ⇒ 𝐼𝑒1 = 𝜆1𝑈

*(𝑒1) ⇒ 𝑈 *(𝑒1) =
1

𝜆1
𝑒1 = 𝜆1𝑒1.

Розглянемо 𝐿 = Lin {𝑒1} < 𝐸, dim𝐿 = 1. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿

маємо 𝑥 = 𝛼𝑒1, 𝛼 ∈ C, звiдки 𝑈𝑥 = 𝑈(𝛼𝑒1) = 𝛼𝑈𝑒1 = 𝛼𝜆1𝑒1 ∈ 𝐿. Крiм

того, 𝑈 *𝑥 = 𝑈 *(𝛼𝑒1) = 𝛼𝑈 *𝑒1 = 𝛼𝜆1𝑒1 ∈ 𝐿. Таким чином, 𝑈 : 𝐿 → 𝐿 i

𝑈 * : 𝐿→ 𝐿. За попередньою теоремою, 𝑈 : 𝐿⊥ → 𝐿⊥ i 𝑈 * : 𝐿⊥ → 𝐿⊥.
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Розглянемо звуження оператора 𝑈 на пiдпростiр 𝐿⊥, тобто 𝑈 |𝐿⊥ : 𝐿⊥ →
𝐿⊥, i для кожного 𝑥 ∈ 𝐿⊥ виконується 𝑈 |𝐿⊥𝑥 = 𝑈𝑥. Вiдзначимо, що цей

оператор є унiтарним 𝑈 |𝐿⊥·𝑈 |*𝐿⊥ = 𝑈 |*𝐿⊥·𝑈 |𝐿⊥ = 𝐼 (пояснiть це!), а dim𝐿⊥ =

𝑛− 1. За iндуктивним припущенням, iснує 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований

базис 𝐿⊥, такий, що для кожного 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛 виконується 𝑈𝑒𝑗 = 𝜆𝑗𝑒𝑗,

де |𝜆𝑗| = 1. Тодi 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис 𝐸, такий, що для

кожного 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛 виконується 𝑈𝑒𝑗 = 𝜆𝑗𝑒𝑗, де |𝜆𝑗| = 1.

Тобто ми отримали, що

𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

i при цьому |𝜆1| = |𝜆2| = . . . = |𝜆𝑛| = 1.

2

Опис унiтарних операторiв у дiйсному евклiдовому просторi є

бiльш складним. Ми опишемо спочатку унiтарнi лiнiйнi оператори у

двовимiрному дiйсному евклiдовому просторi.

6.6 Унiтарнi лiнiйнi оператори у двовимiрному дiйсному

евклiдовому просторi

Нехай 𝐸 = R2 – евклiдiв простiр, 𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор,

𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼.

Нехай 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐸 – ортонормований базис 𝐸, 𝑈𝑒 =

(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
– матриця

оператора в цьому базисi. Запишемо умову 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 мовою

матриць, беручи до уваги те, що базис є ортонормованим. Ми маємо

𝑈𝑒𝑈
*
𝑒 =

(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
·

(︃
𝑎 𝑐

𝑏 𝑑

)︃
=

(︃
1 0

0 1

)︃
.
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Тобто ми маємо систему з чотирьох рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎2 + 𝑏2 = 1

𝑎𝑐+ 𝑏𝑑 = 0

𝑐𝑎+ 𝑑𝑏 = 0

𝑐2 + 𝑑2 = 1

⇔

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎2 + 𝑏2 = 1

𝑎𝑐+ 𝑏𝑑 = 0

𝑐2 + 𝑑2 = 1

.

Добре вiдомо, що 𝑎2 + 𝑏2 = 1 ⇔ ∃𝜙 ∈ R : 𝑎 = cos𝜙, 𝑏 = sin𝜙. Також

𝑐2 + 𝑑2 = 1 ⇔ ∃𝜓 ∈ R : 𝑑 = cos𝜓, 𝑐 = sin𝜓. Пiдставимо це у друге

рiвняння. Ми маємо

cos𝜙 · sin𝜓 + sin𝜙 · cos𝜓 = 0 ⇔ sin(𝜙+ 𝜓) = 0

⇔ 𝜙+ 𝜓 = 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Розглянемо два випадки.

1. Нехай 𝜙+ 𝜓 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z, тобто 𝜓 = 2𝜋𝑚− 𝜙.

Тодi ми отримуємо 𝑎 = cos𝜙, 𝑏 = sin𝜙, 𝑑 = cos𝜓 = cos(2𝜋𝑚 − 𝜙) =

cos𝜙, 𝑐 = sin𝜓 = sin(2𝜋𝑚− 𝜙) = − sin𝜙. Тобто матриця оператора 𝑈 має

вигляд 𝑈𝑒 =

(︃
cos𝜙 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

)︃
.

Отже, оператор 𝑈 є оператором повороту на кут −𝜙 в направленнi вiд

𝑒1 до 𝑒2.

2. Нехай 𝜙 + 𝜓 = 𝜋 + 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z, тобто 𝜓 = 𝜋 + 2𝜋𝑚 − 𝜙. Тодi ми

отримуємо 𝑎 = cos𝜙, 𝑏 = sin𝜙, 𝑑 = cos𝜓 = cos(𝜋+2𝜋𝑚−𝜙) = − cos𝜙, 𝑐 =

sin𝜓 = sin(𝜋 + 2𝜋𝑚 − 𝜙) = sin𝜙. Тобто матриця оператора 𝑈 має вигляд

𝑈𝑒 =

(︃
cos𝜙 sin𝜙

sin𝜙 − cos𝜙

)︃
.

З’ясуємо, що це за оператор.

По-перше, знайдемо власнi числа цього оператора. Маємо

𝜒𝑈𝑒
(𝜆) = det

(︃
cos𝜙− 𝜆 sin𝜙

sin𝜙 − cos𝜙− 𝜆

)︃
=

𝜆2 − 𝜆(cos𝜙− cos𝜙)− (cos2 𝜙+ sin2 𝜙) = 𝜆2 − 1.

Тобто наш оператор має два рiзнi власнi числа 𝜆1 = 1 i 𝜆2 = −1. Звiдси

наш оператор є дiагоналiзовним в базисi з власних векторiв. Оскiльки
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наш оператор є унiтарним, цi вектори є ортогональними. Тобто iснує

ортонормований базис 𝑣1, 𝑣2 ∈ R2,

𝑈𝑣 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
.

Це оператор симетрiї вiдносно осi Lin {𝑣1}.

Задача 6.22. Знайдiть вектори 𝑣1, 𝑣2 (вони залежать вiд 𝜙).

Отже, ми довели наступне твердження.

Твердження 6.23. Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв простiр, dim𝐸 = 2,

𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Тодi умова 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 виконується

тодi i тiльки тодi, коли iснує 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐸 – ортонормований базис 𝐸, в

якому матриця оператора 𝑈 має один iз наступних двох виглядiв

𝑈𝑒 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
або 𝑈𝑒 =

(︃
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

)︃
,

де 𝜙 ∈ R. 2

Для отримання загального опису унiтарних лiнiйних операторiв у

дiйсному евклiдовому просторi нам потрiбна також наступна теорема.

Теорема 6.24. Нехай 𝐿 – дiйсний лiнiйний простiр, 𝑛 = dim𝐿 ∈ N,
𝐴 : 𝐿 → 𝐿 – лiнiйний оператор. Тодi iснує 𝑉 < 𝐿, таке, що 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 i

при цьому dim𝑉 = 1 або dim𝑉 = 2.

Тобто теорема стверджує, що у кожного лiнiйного оператора в

ненульовому дiйсному лiнiйному просторi є iнварiантний пiдпростiр

розмiрностi один або два.

Доведення. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – деякий базис простору 𝐿, i нехай 𝐴𝑒 =

(𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 – матриця оператора 𝐴 в цьому базисi (𝑎𝑖𝑗 ∈ R). Розглянемо

характеристичний многочлен оператора 𝜒𝐴(𝜆) ∈ R[𝜆]. Тодi виконується
одна iз наступних двох можливостей.

1. Iснує дiйсний корiнь многочлена 𝜒𝐴, тобто iснує 𝜆0 ∈ R, таке,
що 𝜒𝐴(𝜆0) = 0. Тодi iснує власний вектор оператора 𝐴, який вiдповiдає
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власному числу 𝜆0: iснує 𝑥0 ∈ 𝐿, 𝑥0 ̸= 0, такий, що 𝐴𝑥0 = 𝜆0𝑥0.

Покладемо 𝑉 = Lin {𝑥0} < 𝐿, dim𝑉 = 1. Для довiльного 𝑦 ∈ 𝑉 ми маємо

𝑦 = 𝛼𝑥0, 𝛼 ∈ R, тому 𝐴𝑦 = 𝐴(𝛼𝑥0) = 𝛼𝐴(𝑥0) = 𝛼𝜆0𝑥0 ∈ 𝑉. Тобто в цьому

випадку ми знайшли iнварiантний пiдпростiр оператора 𝐴 розмiрностi 1.

2. Не iснує дiйсних коренiв многочлена 𝜒𝐴. Розглянемо 𝜒𝐴 як

комплексний многочлен. Оскiльки deg𝜒𝐴 = 𝑛 ∈ N, то iснує комплексний
корiнь цього многочлена: iснує 𝑧0 ∈ C, такий, що 𝜒𝐴(𝑧0) = 0. Розглянемо

комплексний лiнiйний простiр C𝑛 i в ньому деякий базис 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛 ∈
C𝑛. Розглянемо лiнiйний оператор в C𝑛, який в базисi 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛

задається матрицею 𝐴𝑒, а саме лiнiйний оператор 𝐵 : C𝑛 → C𝑛, такий,

що (𝐵𝑥)𝑤 = 𝐴𝑒𝑥𝑤 для довiльного 𝑥 ∈ C𝑛. Ранiше ми доводили, що задане

таким чином вiдображення є лiнiйним оператором, i маємо 𝐵𝑤 = 𝐴𝑒. Тодi

𝜒𝐵(𝜆) = 𝜒𝐴(𝜆), зокрема 𝜒𝐵(𝑧0) = 0. Тому iснує власний вектор оператора

𝐵, який вiдповiдає власному числу 𝑧0: iснує 𝑦0 ∈ C𝑛, 𝑦0 ̸= 0, такий, що

𝐵𝑦0 = 𝑧0𝑦0. Позначимо 𝑧0 = 𝑎0 + 𝑖𝑏0, 𝑎0, 𝑏0 ∈ R i 𝑦0 = (𝛼1 + 𝑖𝛽1)𝑤1 + (𝛼2 +

𝑖𝛽2)𝑤2+. . .+(𝛼𝑛+𝑖𝛽𝑛)𝑤𝑛, де 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 ∈ R, i виконується
𝛼2
1 + 𝛼2

2 + . . .+ 𝛼2
𝑛 + 𝛽2

1 + 𝛽2
2 + . . .+ 𝛽2

𝑛 ̸= 0 (оскiльки 𝑦0 ̸= 0). Ми маємо

𝐴𝑒 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1 + 𝑖𝛽1

𝛼2 + 𝑖𝛽2
...

𝛼𝑛 + 𝑖𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = (𝑎0 + 𝑖𝑏0) ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1 + 𝑖𝛽1

𝛼2 + 𝑖𝛽2
...

𝛼𝑛 + 𝑖𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Враховуючи те, що матриця 𝐴𝑒 є дiйсною, iз останньої рiвностi, вiддiляючи

дiйсну i уявну частини, ми отримуємо

𝐴𝑒 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑎0 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠− 𝑏0 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

𝛽2
...

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (6.3)
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i

𝐴𝑒 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

𝛽2
...

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑏0 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1

𝛼2

...

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝑎0 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

𝛽2
...

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (6.4)

Повернемося тепер до нашого дiйсного простору 𝐿. Розглянемо два вектори

𝑢 := 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐿 i 𝑣 := 𝛽1𝑒1 + 𝛽2𝑒2 + . . . + 𝛽𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐿. Iз

умови 𝛼2
1 + 𝛼2

2 + . . . + 𝛼2
𝑛 + 𝛽2

1 + 𝛽2
2 + . . . + 𝛽2

𝑛 ̸= 0 маємо: 𝑢 ̸= 0 або 𝑣 ̸= 0.

Iз рiвностей (6.3) i (6.4) ми отримуємо

𝐴𝑢 = 𝑎0𝑢− 𝑏0𝑣, 𝐴𝑣 = 𝑏0𝑢+ 𝑎0𝑣.

Позначимо через 𝑉 := Lin {𝑢, 𝑣} < 𝐿. Тодi маємо dim𝑉 = rank{𝑢, 𝑣} ∈
{1, 2}. Перевiримо iнварiантнiсть пiдпростору 𝑉. Розглянемо довiльний 𝑥 ∈
𝑉, тодi для деяких 𝛾, 𝛿 ∈ R виконується 𝑥 = 𝛾𝑢 + 𝛿𝑣, тому ми маємо

𝐴𝑥 = 𝐴(𝛾𝑢 + 𝛿𝑣) = 𝛾𝐴𝑢 + 𝛿𝐴𝑣 = 𝛾(𝑎0𝑢 − 𝑏0𝑣) + 𝛿(𝑏0𝑢 + 𝑎0𝑣) = (𝛾𝑎0 +

𝛿𝑏0)𝑢+ (−𝛾𝑏0 + 𝛿𝑎0)𝑣 ∈ 𝑉, тобто 𝐴 : 𝑉 → 𝑉.

Зауважимо, що насправдi у випадку, коли не iснує дiйсних коренiв

многочлена 𝜒𝐴, розмiрнiсть iнварiантного пiдпростору 𝑉 не може

дорiвнювати одиницi. Доведiть це. 2

6.7 Спектральна теорема для унiтарних лiнiйних операторiв

у дiйсному евклiдовому просторi

Теорема 6.25 (cпектральна теорема для унiтарних лiнiйних

операторiв у дiйсному евклiдовому просторi). Нехай 𝐸 – дiйсний евклiдiв

простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Умова 𝑈𝑈 * =

𝑈 *𝑈 = 𝐼 виконується тодi i тiльки тодi, коли iснує ортонормований

базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простору 𝐸, такий, що
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𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 −1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 −1 . . . 0 0 0 0 0 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 0 0 −1 0 . . . 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 cos𝜙1 − sin𝜙1 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 sin𝜙1 cos𝜙1 0 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 cos𝜙𝑚 − sin𝜙𝑚

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 sin𝜙𝑚 cos𝜙𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.5)

Таким чином, в деякому ортонормованому базисi матриця унiтарного

оператора має блочно-дiагональний вигляд, кожен iз блокiв має розмiр

1 × 1 або 2 × 2. Є 𝑘 блокiв розмiру 1 × 1, в котрих стоїть число 1 (𝑘

може бути вiд 0, коли таких блокiв немає, до 𝑛, коли в матрицi є тiльки

1 на дiагоналi), є 𝑙 блокiв розмiру 1 × 1, в котрих стоїть число −1 (𝑙

може бути вiд 0, коли таких блокiв немає, до 𝑛, коли в матрицi є тiльки

−1 на дiагоналi), i є 𝑚 блокiв розмiру 2 × 2, в котрих стоять матрицi

операторiв повороту на деякi кути (𝑚 може бути вiд 0, коли таких

блокiв немає, до 𝑛/2, коли в матрицi є тiльки блоки поворотiв). Тут

𝜙1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑚 ∈ R, при цьому для довiльного 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 виконується

𝜙𝑗 ̸= 𝜋𝑠, 𝑠 ∈ Z, i 𝑘 + 𝑙 + 2𝑚 = 𝑛.

Зауваження 6.26. Якщо для деякого 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 виконується 𝜙𝑗 =

𝜋𝑠, 𝑠 ∈ Z, то матриця повороту на такий кут має вигляд

(︃
1 0

0 1

)︃
або(︃

−1 0

0 −1

)︃
, тобто такий блок можна переставити вище, до блокiв розмiру

1× 1.

Доведення. 1. Нехай 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис простору

𝐸, такий, що матриця оператора 𝑈𝑒 має вказаний вигляд. Оскiльки цей

базис є ортонормованим, щоб побудувати матрицю 𝑈 *
𝑒 , треба матрицю 𝑈𝑒

транспонувати (i кожен елемент матрицi комплексно спрягти, але дiйснi
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числа не змiнюються при спряженнi). Матрицi 𝑈𝑒 i 𝑈 *
𝑒 мають блочно-

дiагональний вигляд, при цьому розмiри усiх блокiв у них однаковi. При

множеннi таких матриць треба послiдовно помножити усi блоки (перевiрте

це). Але 1 · 1 = 1, (−1) · (−1) = 1, а також(︃
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

)︃
·

(︃
cos𝜙 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

)︃
=

(︃
cos𝜙 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

)︃
·

(︃
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

)︃
=

(︃
1 0

0 1

)︃
.

Ми довели, що 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼, тобто оператор 𝑈 є унiтарним.

2. Припустимо, що 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼. Будемо проводити доведення

iндукцiєю по 𝑛 = dim𝐸.

2.1. База iндукцiї 𝑛 = 1. Оберемо довiльний 𝑒1 – ортонормований базис

𝐸. Нехай 𝑈𝑒 = (𝜆0), 𝜆0 ∈ R, тобто 𝑈𝑒1 = 𝜆0𝑒1. З 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 маємо

|𝜆0| = 1, звiдки 𝜆0 = 1 або 𝜆0 = −1. Базу iндукцiї доведено.

2.2. Iндуктивний перехiд 𝑛 − 1 ; 𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . Тобто ми вважаємо,

що для евклiдових просторiв розмiрностi 𝑛 − 1 теорема виконується.

Нехай dim𝐸 = 𝑛, 𝑈 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 =

𝐼. Скористаємося теоремою про iснування iнварiантного пiдпростору у

дiйсного лiнiйного оператора. Iснує пiдпростiр 𝑉 < 𝐸, dim𝑉 ∈ {1, 2},
такий, що 𝑈 : 𝑉 → 𝑉.

2.2.1. Розглянемо випадок, коли dim𝑉 = 1, i оберемо 𝑒1 –

ортонормований базис 𝑉. Маємо 𝑈𝑒1 ∈ 𝑉, отже, 𝑈𝑒1 = 𝜆1𝑒1 для деякого

𝜆1 ∈ R. Оскiльки оператор 𝑈 є унiтарним, маємо 𝜆1 = 1 або 𝜆1 = −1.

Вiдзначимо, що з того, що 𝑈𝑒1 = 𝜆1𝑒1, випливає 𝑒1 = 𝐼𝑒1 = 𝑈 *𝑈𝑒1 =

𝑈 *(𝜆1𝑒1) = 𝜆1𝑈
*(𝑒1), тобто 𝑈 *(𝑒1) =

1

𝜆1
𝑒1 = 𝜆1𝑒1, оскiльки 𝜆1 = ±1. Таким

чином, пiдпростiр 𝑉 є iнварiантним i для оператора 𝑈, i для оператора 𝑈 * :

𝑈 : 𝑉 → 𝑉, 𝑈 * : 𝑉 → 𝑉. Ми доводили ранiше (дивись твердження 6.20),

що якщо пiдпростiр є iнварiантним i для оператора, i для його спряженого,

то ортогональне доповнення цього пiдпростору також є iнварiантним i для

оператора, i для його спряженого, отже, 𝑈 : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥, 𝑈* : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥,
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при цьому dim𝑉 ⊥ = 𝑛 − 1. Оскiльки рiвнiсть 𝑈𝑈 *𝑥 = 𝑈 *𝑈𝑥 = 𝑥

виконується для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸, то вона виконується i для довiльного

𝑥 ∈ 𝑉 ⊥. Тому 𝑈 |𝑉 ⊥ – обмеження оператора 𝑈 на пiдпростiр 𝑉 ⊥, – також

є унiтарним оператором. За iндуктивним припущенням iснує 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛

– ортонормований базис 𝑉 ⊥, в якому матриця оператора 𝑈 |𝑉 ⊥ має вигляд

(6.5). Тобто матриця (𝑈 |𝑉 ⊥)𝑒 має блочно-дiагональний вигляд, є 𝑘1 блокiв

розмiру 1× 1, в котрих стоїть число 1 (0 6 𝑘1 6 𝑛− 1), є 𝑙1 блокiв розмiру

1 × 1, в котрих стоїть число −1 (0 6 𝑙1 6 𝑛 − 1), i є 𝑚1 блокiв розмiру

2× 2, в котрих стоять матрицi операторiв повороту на деякi кути, усi кути

не є цiлими кратними 𝜋 (0 6 2𝑚1 6 𝑛 − 1). Розглянемо 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 –

ортонормований базис 𝐸. В цьому базисi матриця оператора 𝑈 буде мати

блочно-дiагональний вигляд: 𝑈𝑒 =

(︃
𝜆1 𝑂

𝑂 (𝑈 |𝑉 ⊥)𝑒

)︃
. Якщо 𝜆1 = 1, то ми

отримали потрiбний вигляд матрицi оператора з 𝑘 = 𝑘1+1, 𝑙 = 𝑙1,𝑚 = 𝑚1.

Якщо 𝜆1 = −1, то треба помiняти мiсцями базиснi вектори з номерами

1 i 𝑘1 + 2, i ми отримаємо потрiбний вигляд матрицi оператора з 𝑘 =

𝑘1, 𝑙 = 𝑙1 + 1,𝑚 = 𝑚1. Тобто у випадку, коли dim𝑉 = 1, ми знайшли

ортонормований базис, в якому матриця оператора має вигляд (6.5).

2.2.2. Розглянемо випадок, коли dim𝑉 = 2. Якщо у оператора 𝑈 iснує

власний вектор у пiдпросторi 𝑉, тобто iснує вектор 𝑒1 ∈ 𝑉, ‖𝑒1‖ = 1, такий,

що 𝑈𝑒1 = 𝜆1𝑒1, 𝜆1 = ±1, тодi розглянемо пiдпростiр 𝑉1 = Lin {𝑒1} < 𝐸, для

якого 𝑈 : 𝑉1 → 𝑉1, i застосуємо мiркування з пункту 2.2.1. Припустимо,

що у оператора 𝑈 не iснує власних векторiв у пiдпросторi 𝑉. Оскiльки

рiвнiсть 𝑈𝑈 *𝑥 = 𝑈 *𝑈𝑥 = 𝑥 виконується для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸, то вона

виконується i для довiльного 𝑥 ∈ 𝑉. Тому 𝑈 |𝑉 – обмеження оператора

𝑈 на пiдпростiр 𝑉, – також є унiтарним оператором. Скористуємося

отриманим вище описом унiтарних операторiв у двовимiрному дiйсному

евклiдовому просторi. Iснує 𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛 – ортонормований базис пiдпростору 𝑉,

у якому матриця оператора 𝑈 |𝑉 має вигляд (𝑈 |𝑉 )𝑒 =

(︃
cos𝜙0 − sin𝜙0

sin𝜙0 cos𝜙0

)︃
для деякого 𝜙0 ∈ R, 𝜙0 ̸= 𝜋𝑠, 𝑠 ∈ Z. Тобто ми маємо 𝑈𝑒𝑛−1 =
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cos𝜙0𝑒𝑛−1 + sin𝜙0𝑒𝑛, 𝑈𝑒𝑛 = − sin𝜙0𝑒𝑛−1 + cos𝜙0𝑒𝑛. Застосуємо до обох

рiвностей оператор 𝑈 *, враховуючи 𝑈 *𝑈 = 𝐼, маємо 𝑒𝑛−1 = cos𝜙0𝑈
*𝑒𝑛−1 +

sin𝜙0𝑈
*𝑒𝑛, 𝑒𝑛 = − sin𝜙0𝑈

*𝑒𝑛−1+cos𝜙0𝑈
*𝑒𝑛. Помножимо першу рiвнiсть

на cos𝜙0, а другу на − sin𝜙0 i додамо, отримаємо 𝑈 *𝑒𝑛−1 = cos𝜙0𝑒𝑛−1 −
sin𝜙0𝑒𝑛. Тепер помножимо першу рiвнiсть на sin𝜙0, а другу на cos𝜙0 i

додамо, отримаємо 𝑈 *𝑒𝑛 = sin𝜙0𝑒𝑛−1+cos𝜙0𝑒𝑛.Ми бачимо, що 𝑈 * : 𝑉 → 𝑉.

Таким чином, пiдпростiр 𝑉 є iнварiантним i для оператора 𝑈, i для

оператора 𝑈 *. Ми доводили ранiше (дивись твердження 6.20), що якщо

пiдпростiр є iнварiантним i для оператора, i для його спряженого, то

ортогональне доповнення цього пiдпростору також є iнварiантним i для

оператора, i для його спряженого, отже, 𝑈 : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥, 𝑈* : 𝑉 ⊥ → 𝑉 ⊥,

при цьому dim𝑉 ⊥ = 𝑛 − 2. Оскiльки рiвнiсть 𝑈𝑈 *𝑥 = 𝑈 *𝑈𝑥 = 𝑥

виконується для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸, то вона виконується i для довiльного

𝑥 ∈ 𝑉 ⊥. Тому 𝑈 |𝑉 ⊥ – обмеження оператора 𝑈 на пiдпростiр 𝑉 ⊥, – також є

унiтарним оператором. За iндуктивним припущенням iснує 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛−2

– ортонормований базис 𝑉 ⊥, в якому матриця оператора 𝑈 |𝑉 ⊥ має вигляд

(6.5). Тобто матриця (𝑈 |𝑉 ⊥)𝑒 має блочно-дiагональний вигляд, є 𝑘1 блокiв

розмiру 1× 1, в котрих стоїть число 1 (0 6 𝑘1 6 𝑛− 2), є 𝑙1 блокiв розмiру

1×1, в котрих стоїть число −1 (0 6 𝑙1 6 𝑛−2), i є 𝑚1 блокiв розмiру 2×2,

в котрих стоять матрицi операторiв повороту на деякi кути, усi кути не є

цiлими кратними 𝜋 (0 6 2𝑚1 6 𝑛− 2). Розглянемо 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛−2, 𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛

– ортонормований базис 𝐸. В цьому базисi матриця оператора 𝑈 буде мати

блочно-дiагональний вигляд: 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
(𝑈 |𝑉 ⊥)𝑒 𝑂 𝑂

𝑂 cos𝜙0 − sin𝜙0

𝑂 sin𝜙0 cos𝜙0

⎞⎟⎟⎠ . Тобто

ми отримали потрiбний вигляд матрицi оператора з 𝑘 = 𝑘1, 𝑙 = 𝑙1,𝑚 =

𝑚1 + 1. Отже, i у випадку, коли dim𝑉 = 2, ми знайшли ортонормований

базис, в якому матриця оператора має вигляд (6.5). 2

Приклад 6.27. Застосуємо попередню теорему для отримання опису

унiтарних операторiв у евклiдовому просторi R3. Згiдно з теоремою, для

кожного унiтарного оператора 𝑈 : R3 → R3 знайдеться ортонормований
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базис 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, у якому матриця оператора має один iз наступних шести

видiв.

1. 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , тобто 𝑈 – одиничний оператор: 𝑈𝑥 = 𝑥 для усiх

𝑥 ∈ R3.

2. 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , тобто 𝑈 – оператор симетрiї вiдносно площини

Lin {𝑒1, 𝑒2}.

3. 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , тобто 𝑈 – оператор симетрiї вiдносно прямої

Lin {𝑒1}.

4. 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , тобто 𝑈 – це «мiнус одиничний» оператор:

𝑈𝑥 = −𝑥 для усiх 𝑥 ∈ R3.

5. 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos𝜙 − sin𝜙

0 sin𝜙 cos𝜙

⎞⎟⎟⎠ , 𝜙 ∈ R, тобто 𝑈 – оператор повороту

вiдносно прямої Lin {𝑒1} на кут 𝜙 у напрямку вiд 𝑒2 до 𝑒3.

6. 𝑈𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 cos𝜙 − sin𝜙

0 sin𝜙 cos𝜙

⎞⎟⎟⎠ , 𝜙 ∈ R, тобто 𝑈 – композицiя

оператора повороту вiдносно прямої Lin {𝑒1} на кут 𝜙 у напрямку вiд 𝑒2

до 𝑒3 i оператора симетрiї вiдносно площини Lin {𝑒2, 𝑒3}.

Таким чином, ми отримали наступне твердження.

Твердження 6.28. Нехай 𝑈 : R3 → R3 – унiтарний оператор i

det𝑈 = 1. Тодi оператор 𝑈 є оператором повороту вiдносно деякої прямої.
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2

6.8 Нормальнi лiнiйнi оператори у евклiдових просторах

Означення 6.29. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑇 :

𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Оператор 𝑇 називається нормальним, якщо

𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇, тобто якщо оператор комутує зi своїм спряженим.

Зауважимо, що кожен самоспряжений оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸, 𝐴 = 𝐴*

є нормальним i кожен унiтарний оператор 𝑈 : 𝐸 → 𝐸, 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼

є нормальним. Тобто поняття нормального оператора є узагальненням i

поняття самоспряженого оператора, i поняття унiтарного оператора.

Ми отримаємо опис нормальних лiнiйних операторiв у комплексному

евклiдовому просторi. Для цього нам потрiбна наступна лема.

Лема 6.30. Нехай 𝐿 – комплексний лiнiйний простiр, 𝑛 = dim𝐿 ∈
N, 𝐴,𝐵 : 𝐿 → 𝐿 – два лiнiйнi оператори, i цi оператори комутують:

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. Тодi у цих операторiв є спiльний власний вектор: iснує такий

𝑥0 ∈ 𝐿, 𝑥0 ̸= 0, що 𝐴𝑥0 = 𝜆0𝑥0, 𝐵𝑥0 = 𝜇0𝑥0, де 𝜆0, 𝜇0 ∈ C.

Доведення. Розглянемо 𝜒𝐴(𝜆) ∈ C[𝜆] – характеристичний многочлен

оператора 𝐴. За основною теоремою алгебри цей многочлен має

комплексний корiнь: iснує 𝜆0 ∈ C, таке, що 𝜒𝐴(𝜆0) = 0. Розглянемо

власний пiдпростiр оператора 𝐴, який вiдповiдає власному числу 𝜆0: 𝐿1 :=

Ker(𝐴 − 𝜆0𝐼) = {𝑥 ∈ 𝐿 : 𝐴𝑥 = 𝜆0𝑥} < 𝐿. Оскiльки 𝜒𝐴(𝜆0) = 0, ми

маємо dim𝐿1 > 1. Перевiримо, що цей пiдпростiр є iнварiантним для

оператора 𝐵, тобто 𝐵 : 𝐿1 → 𝐿1. Для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿1 ми маємо

𝐴𝐵𝑥 = 𝐵𝐴𝑥 = 𝐵(𝜆0𝑥) = 𝜆0𝐵𝑥. Тобто вектор 𝐵𝑥 пiд дiєю оператора

𝐴 множиться на 𝜆0, отже, 𝐵𝑥 ∈ 𝐿1 = Ker(𝐴 − 𝜆0𝐼). Розглянемо 𝐵|𝐿1
–

звуження оператора 𝐵 на пiдпростiр 𝐿1 i характеристичний многочлен

цього оператора 𝜒𝐵|𝐿1
(𝜆) ∈ C[𝜆]. За основною теоремою алгебри цей

многочлен має комплексний корiнь: iснує 𝜇0 ∈ C, таке, що 𝜒𝐵|𝐿1
(𝜇0) = 0.

Отже, у просторi 𝐿1 iснує власний вектор оператора 𝐵|𝐿1
, який вiдповiдає
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власному числу 𝜇0: iснує 𝑥0 ∈ 𝐿1, 𝑥0 ̸= 0, такий, що 𝐵|𝐿1
(𝑥0) = 𝐵(𝑥0) =

𝜇0𝑥0. Оскiльки 𝐿1 = Ker(𝐴− 𝜆0𝐼), маємо 𝐴(𝑥0) = 𝜆0𝑥0. 2

Питання: чи виконується твердження цiєї леми для комутуючих

лiнiйних операторiв у дiйсному лiнiйному просторi?

Тепер ми можемо отримати опис нормальних лiнiйних операторiв у

комплексному евклiдовому просторi.

Теорема 6.31 (cпектральна теорема для нормальних лiнiйних

операторiв у комплексному евклiдовому просторi). Нехай 𝐸 – комплексний

евклiдiв простiр, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N, 𝑇 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор. Умова

𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇 виконується тодi i тiльки тодi, коли iснує ортонормований

базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простору 𝐸, такий, що

𝑇𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (6.6)

де 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ C.

Доведення. 1. Припустимо, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис

простору 𝐸, такий, що матриця оператора 𝑇 в цьому базисi має вигляд

(6.6), де 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ C. Оскiльки цей базис є ортонормованим, щоб

побудувати матрицю 𝑇 *
𝑒 , треба матрицю 𝑇𝑒 транспонувати i кожен елемент

матрицi комплексно спрягти. Отже, ми маємо

𝑇 *
𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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З цього ми отримуємо

𝑇𝑒𝑇
*
𝑒 = 𝑇 *

𝑒 𝑇𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Ми довели, що 𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇.

2. Припустимо, що 𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇. Будемо доводити теорему iндукцiєю по

𝑛 = dim𝐸.

2.1. База iндукцiї 𝑛 = 1. Оберемо довiльний 𝑒1 – ортонормований базис

𝐸. Нехай 𝑇𝑒 = (𝜆1), 𝜆1 ∈ C (у одновимiрному просторi матриця довiльного

оператора у довiльному базисi є дiагональною). Базу iндукцiї доведено.

2.2. Iндуктивний перехiд 𝑛 − 1 ; 𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . Тобто ми вважаємо,

що для евклiдових просторiв розмiрностi 𝑛−1 теорема виконується. Нехай

dim𝐸 = 𝑛, 𝑇 : 𝐸 → 𝐸 – лiнiйний оператор, 𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇. За попередньою

лемою, у операторiв 𝑇 i 𝑇 * iснує спiльний власний вектор. Тобто iснує

𝑒1 ∈ 𝐸, ‖𝑒1‖ = 1, такий, що 𝑇𝑒1 = 𝜆1𝑒1, 𝑇
*𝑒1 = 𝜇1𝑒1, де 𝜆1, 𝜇1 ∈ C.

Розглянемо 𝐿 = Lin {𝑒1} < 𝐸, dim𝐿 = 1. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿

маємо 𝑥 = 𝛼𝑒1, 𝛼 ∈ C, звiдки 𝑇𝑥 = 𝑇 (𝛼𝑒1) = 𝛼𝑇𝑒1 = 𝛼𝜆1𝑒1 ∈ 𝐿. Крiм

того, 𝑇 *𝑥 = 𝑇 *(𝛼𝑒1) = 𝛼𝑇 *𝑒1 = 𝛼𝜇1𝑒1 ∈ 𝐿. Таким чином, 𝑇 : 𝐿 → 𝐿 i 𝑇 * :

𝐿→ 𝐿.Ми доводили ранiше (дивись твердження 6.20), що якщо пiдпростiр

є iнварiантним i для оператора, i для його спряженого, то ортогональне

доповнення цього пiдпростору також є iнварiантним i для оператора, i для

його спряженого. Отже, 𝑇 : 𝐿⊥ → 𝐿⊥ i 𝑇 * : 𝐿⊥ → 𝐿⊥.

Розглянемо звуження оператора 𝑇 на пiдпростiр 𝐿⊥, тобто 𝑇 |𝐿⊥ :

𝐿⊥ → 𝐿⊥, такий, що для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿⊥ виконується 𝑇 |𝐿⊥𝑥 =

𝑇𝑥. Вiдзначимо, що цей оператор є нормальним 𝑇 |𝐿⊥ · 𝑇 |*𝐿⊥ = 𝑇 |*𝐿⊥ ·
𝑇 |𝐿⊥ (пояснiть це!), а dim𝐿⊥ = 𝑛 − 1. За iндуктивним припущенням,

iснує 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛 – ортонормований базис 𝐿⊥, такий, що для кожного

𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛 виконується 𝑇𝑒𝑗 = 𝜆𝑗𝑒𝑗, 𝜆𝑗 ∈ C. Тодi 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛
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– ортонормований базис 𝐸, такий, що для кожного 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛

виконується 𝑇𝑒𝑗 = 𝜆𝑗𝑒𝑗. Тобто ми отримали, що

𝑇𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 0 0 . . . 0 0

0 𝜆2 0 0 . . . 0 0

0 0 𝜆3 0 . . . 0 0
... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ C.
2

Задача 6.32. Нехай 𝐿 – лiнiйний простiр над полем C, 𝑛 = dim𝐿 ∈ N i

𝑇 : 𝐿→ 𝐿 – лiнiйний оператор. В якому випадку можна ввести у просторi

𝐿 скалярний добуток таким чином, щоб лiнiйний оператор 𝑇 у отриманому

евклiдовому просторi був нормальним?

Задача 6.33. Нехай 𝐸 – евклiдiв простiр над полем C, 𝑛 = dim𝐸 ∈ N
i 𝑇 : 𝐸 → 𝐸 – нормальний лiнiйний оператор, тобто 𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇. Доведiть,

що iснують два лiнiйнi оператори: унiтарний лiнiйний оператор 𝑈 : 𝐸 →
𝐸, 𝑈𝑈 * = 𝑈 *𝑈 = 𝐼 i самоспряжений лiнiйний оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸, 𝐴 =

𝐴*, такi, що 𝑇 = 𝑈𝐴. Чи єдиним чином можна обрати таку пару унiтарного

i самоспряженого лiнiйних операторiв?

Опис нормальних лiнiйних операторiв у дiйсному евклiдовому просторi

є бiльш складним (про це свiдчить опис унiтарних лiнiйних операторiв у

дiйсному евклiдовому просторi). Ми залишаємо читачевi отримати цей

опис самостiйно за тiєю ж схемою, за якою був отриманий опис унiтарних

лiнiйних операторiв у дiйсному евклiдовому просторi.

Задача 6.34. Нехай 𝐸 = R2 – евклiдiв простiр i 𝑇 : 𝐸 → 𝐸 –

нормальний лiнiйний оператор, тобто 𝑇𝑇 * = 𝑇 *𝑇. Нехай 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐸 –

ортонормований базис 𝐸, 𝑇𝑒 =

(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
– матриця оператора в цьому

базисi. Розв’яжiть матричне рiвняння 𝑇𝑒𝑇
*
𝑒 = 𝑇 *

𝑒 𝑇𝑒 i знайдiть опис
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нормальних лiнiйних операторiв у двовимiрному дiйсному евклiдовому

просторi.

Задача 6.35. Сформулюйте i доведiть спектральну теорему для

нормальних лiнiйних операторiв у дiйсному евклiдовому просторi.
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Роздiл 7

Типовi вправи

7.1 Лiнiйнi простори та лiнiйна незалежнiсть

Вправа 7.1. Чи є наступнi вектори у просторi R4 лiнiйно

незалежними?

a)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

−1

0

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

0

3

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4

−2

3

5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Розв’язок. Запишемо лiнiйну комбiнацiю цих векторiв, прирiвняємо її

до нульового вектора i з’ясуємо, чи можуть якiсь з коефiцiєнтiв лiнiйної

комбiнацiї бути вiдмiнними вiд нуля. Маємо

𝛼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

−1

0

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝛽

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

0

3

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝛾

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
4

−2

3

5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0,

або ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼 + 2𝛽 + 4𝛾 = 0

−𝛼− 2𝛾 = 0

3𝛽 + 3𝛾 = 0

2𝛼 + 𝛽 + 5𝛾 = 0.

Додамо до другого рiвняння перше, а до четвертого – перше, помножене на

(-2). Мета цього перетворення – позбавитися вiд 𝛼 у другому i четвертому

рiвняннях. Маємо
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼 + 2𝛽 + 4𝛾 = 0

2𝛽 + 2𝛾 = 0

3𝛽 + 3𝛾 = 0

−3𝛽 − 3𝛾 = 0.

Друге, третє i четверте рiвняння виявилися еквiвалентними. Розглянемо

систему ⎧⎨⎩𝛼 + 2𝛽 + 4𝛾 = 0

𝛽 + 𝛾 = 0.

Додамо до першого рiвняння друге, помножене на (-2). Отримаємо⎧⎨⎩𝛼 + 2𝛾 = 0

𝛽 + 𝛾 = 0,

або ⎧⎨⎩𝛼 = −2𝛾

𝛽 = −𝛾.

Ця система має нетривiальний (тобто такий, що складається не лише з

нулiв) розв’язок: 𝛼 = 2, 𝛽 = 1, 𝛾 = −1. Отже, вектори є лiнiйно

залежними.

б)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

2

1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3

−1

2

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
4

1

1

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Розв’язок. Прирiвняємо до нульового вектора лiнiйну комбiнацiю цих

векторiв i отримаємо систему рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3𝛽 + 4𝛾 = 0

2𝛼− 𝛽 + 𝛾 = 0

𝛼 + 2𝛽 + 𝛾 = 0

𝛼 + 2𝛾 = 0.
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Виражаємо з четвертого рiвняння 𝛼 й пiдставляємо у друге i третє:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3𝛽 + 4𝛾 = 0

−𝛽 − 3𝛾 = 0

2𝛽 − 𝛾 = 0

𝛼 = −2𝛾.

З цiєї системи знаходимо, що 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0. Отже, вектори є лiнiйно

незалежними.

Вправа 7.2. Чи є лiнiйним пiдпростором простору R3 множина

векторiв вигляду

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

1

⎞⎟⎟⎠ : 𝑥1, 𝑥2 ∈ R

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭?

Розв’язок 1. Оскiльки

⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

1

⎞⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2

1

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1 + 𝑦1

𝑥2 + 𝑦2

2

⎞⎟⎟⎠, а 2 ̸= 1, то дана

множина не є лiнiйним пiдпростором.

Розв’язок 2. Зауважимо, що нульовий вектор належить будь-якому

лiнiйному пiдпростору, але данiй множинi нуль не належить, тому вона не

може бути лiнiйним пiдпростором.

Вправа 7.3. Чи є множина 𝐿 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

0

𝑥3

𝑥4

𝑥5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
: 𝑥𝑖 ∈ R, 𝑥5 = 2𝑥1, 𝑥3 + 𝑥4 = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
лiнiйним пiдпростором простору R5? Якщо так, знайдiть його базис i

розмiрнiсть.

Розв’язок. Враховуючи умови 𝑥5 = 2𝑥1 i 𝑥3 + 𝑥4 = 0, запишемо
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довiльний вектор пiдпростору 𝐿 у виглядi

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

0

𝑥3

−𝑥3
2𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, де 𝑥1, 𝑥3 – довiльнi

дiйснi числа. Перевiримо замкненiсть множини 𝐿 вiдносно операцiй

додавання i множення на скаляр.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

0

𝑥3

−𝑥3
2𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1

0

𝑦3

−𝑦3
2𝑦1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1 + 𝑦1

0

𝑥3 + 𝑦3

−(𝑥3 + 𝑦3)

2(𝑥1 + 𝑦1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Бачимо, що отриманий вектор належить до 𝐿. Отже, 𝐿 замкнена вiдносно

додавання. Розглянемо множення на скаляр.

𝛼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

0

𝑥3

−𝑥3
2𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼𝑥1

0

𝛼𝑥3

−𝛼𝑥3
2𝛼𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Бачимо, що отриманий вектор належить до 𝐿, отже, ми перевiрили

замкненiсть 𝐿 вiдносно множення на скаляр. Таким чином, 𝐿 – лiнiйний

пiдпростiр простору R5.

Знайдемо базис 𝐿.

Ми маємо ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

0

𝑥3

−𝑥3
2𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑥1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ 𝑥3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (7.1)
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тобто кожен вектор пiдпростору 𝐿 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

𝑒1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Перевiримо, що вектори 𝑒1, 𝑒2 утворюють базис пiдпростору 𝐿.

Зазначимо, що вектор у лiвiй частинi рiвностi 7.1 дорiвнює нулю тiльки

якщо 𝑥1 = 𝑥3 = 0, тобто тiльки коли лiнiйна комбiнацiя у правiй частинi

рiвностi 7.1 тривiальна. Отже, вектори 𝑒1 та 𝑒2 є лiнiйно незалежними, i

будь-який вектор з 𝐿 можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї 𝑒1 i 𝑒2.

Таким чином, 𝑒1, 𝑒2 – базис пiдпростору 𝐿, dim𝐿 = 2.

7.2 Ранг матрицi

Щоб знайти детермiнантний ранг матрицi за означенням, треба

послiдовно шукати ненульовi мiнори першого, другого, . . . , 𝑛-го порядку.

Це доволi кропiтка робота, але є бiльш простий метод оточення мiнорiв.

Знаходимо ненульовий мiнор першого порядку. Далi розглядаємо лише

тi мiнори другого порядку, якi мiстять в собi знайдений мiнор першого

порядку. Якщо всi такi мiнори дорiвнюють нулю, то ранг дорiвнює одиницi.

Якщо хоча б один з мiнорiв другого порядку ненульовий, то розглядаємо

лише тi мiнори третього порядку, в яких вiн мiститься, i т.д. Можливiсть

шукати ранг матрицi таким чином випливає iз доведення теореми про ранг

матрицi (дивись зауваження 2.11 до теореми про ранг матрицi).

Вправа 7.4. Знайдiть ранг матрицi методом оточення мiнорiв

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
2 −1 3 −2 8

4 −2 5 1 14

2 −1 1 8 4

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язок. Знайдемо ненульовий мiнор першого порядку, наприклад,

𝑀 1
1 = 𝑎11 = 2 ̸= 0.
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Розглянемо мiнори другого порядку, що мiстять 𝑀 1
1 , i подивимось, чи є

серед них такий, що не дорiвнює нулю. Маємо:

𝑀 12
12 =

⃒⃒⃒⃒
⃒2 −1

4 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0, 𝑀12

13 =

⃒⃒⃒⃒
⃒2 −1

2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0, 𝑀 13

12 =

⃒⃒⃒⃒
⃒2 3

4 5

⃒⃒⃒⃒
⃒ = −2 ̸= 0.

Тепер розглянемо лише тi мiнори матрицi 𝐴, що мiстять 𝑀 13
12 .

𝑀 123
123 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 −1 3

4 −2 5

2 −1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0, 𝑀 134

123 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 3 −2

4 5 1

2 1 8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0, 𝑀 135

123 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 3 8

4 5 14

2 1 4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

Оскiльки всi такi мiнори виявилися рiвними нулю, то rank𝐴 = 2.

Вправа 7.5. Знайдiть ранг наступної матрицi за допомогою

елементарних перетворень:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 1 1 2 3

3 1 5 5 5

4 2 3 3 1

5 3 0 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Розв’язок. Знайдемо рядковий ранг за допомогою таких перетворень:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 1 1 2 3

3 1 5 5 5

4 2 3 3 1

5 3 0 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴2→𝐴2+(−𝐴1)−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 1 1 2 3

1 0 4 3 2

4 2 3 3 1

5 3 0 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴2↔𝐴1−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 4 3 2

2 1 1 2 3

4 2 3 3 1

5 3 0 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐴2 → 𝐴2 − 2𝐴1

𝐴3 → 𝐴3 − 4𝐴1

−−−−−−−−→
𝐴4→𝐴4−5𝐴1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 4 3 2

0 1 −7 −4 −1

0 2 −13 −9 −7

0 3 −20 −13 −8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴4→𝐴4−𝐴2−𝐴3−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3−2𝐴2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 4 3 2

0 1 −7 −4 −1

0 0 1 −1 −5

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Отримана матриця має схiдчастий вигляд. Легко перевiрити, що ненульовi

рядки у схiдчастiй матрицi лiнiйно незалежнi (зробiть це!). Тому рядковий

ранг дорiвнює 3 (три ненульовi рядки).
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7.3 Системи лiнiйних рiвнянь

Вправа 7.6. Дослiдiть сумiснiсть системи лiнiйних рiвнянь, знайдiть

загальний розв’язок i один частковий розв’язок системи лiнiйних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4𝑥1 + 14𝑥2 + 6𝑥3 + 2𝑥4 = 12

9𝑥1 + 15𝑥2 + 6𝑥3 + 6𝑥4 = 12

9𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 + 7𝑥4 = 2

.

Розв’язок. Записуємо розширену матрицю системи та за допомогою

елементарних перетворень приводимо її до схiдчастого вигляду.⎛⎜⎜⎝
4 14 6 2 12

9 15 6 6 12

9 4 1 7 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2/3−−−−−→
𝐴1→𝐴1/2

⎛⎜⎜⎝
2 7 3 1 6

3 5 2 2 4

9 4 1 7 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1+(−1)𝐴2−−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
−1 2 1 −1 2

3 5 2 2 4

9 4 1 7 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1×(−1)−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 −2 −1 1 −2

3 5 2 2 4

9 4 1 7 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+(−3)𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−9)𝐴1

⎛⎜⎜⎝
1 −2 −1 1 −2

0 11 5 −1 10

0 22 10 −2 20

⎞⎟⎟⎠ 𝐴3→𝐴3+(−2)𝐴2−−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 −2 −1 1 −2

0 11 5 −1 10

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Бачимо, що rank𝐴 = rank ̃︀𝐴 = 2, тому система сумiсна. Оскiльки rank𝐴 =

2, знайдеться ненульовий мiнор другого порядку. Наприклад⃒⃒⃒⃒
⃒1 1

0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

За допомогою елементарних перетворень зробимо вiдповiдну пiдматрицю

одиничною.(︃
1 −2 −1 1 −2

0 11 5 -1 10

)︃
𝐴1→𝐴1+𝐴2−−−−−−→

(︃
1 9 4 0 8

0 11 5 -1 10

)︃
𝐴2→−𝐴2−−−−−→(︃

1 9 4 0 8

0 −11 −5 1 −10

)︃
.
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Змiннi подiляються на двi групи: залежнi (тi, якi виражаються через

iншi), та незалежнi (тi, через якi виражаються iншi). Зауважимо, що

розподiл на залежнi та незалежнi змiннi може бути рiзним, але кiлькiсть

залежних та незалежних змiнних завжди однакова. Кiлькiсть залежних

змiнних дорiвнює рангу матрицi, кiлькiсть незалежних змiнних дорiвнює

загальному числу змiнних мiнус ранг матрицi системи. Ми отримали

одиничну матрицю розмiру 2 × 2 у першому та четвертому стовпчиках.

Тому перша та четверта змiннi будуть залежними, а друга i третя –

незалежними. Запишемо систему рiвнянь, що вiдповiдає цiй матрицi:⎧⎨⎩𝑥1 + 9𝑥2 + 4𝑥3 = 8

− 11𝑥2 − 5𝑥3 + 𝑥4 = −10

Ця система еквiвалентна вихiднiй системi. Далi виражаємо тi невiдомi, що

вiдповiдають одиничному мiнору через iншi:⎧⎨⎩𝑥1 = 8− 9𝑥2 − 4𝑥3

𝑥4 = 11𝑥2 + 5𝑥3 − 10

Цими формулами дається загальний розв’язок системи, якщо вважати,

що 𝑥2 та 𝑥3 приймають всi значення з поля 𝐹 . Але прийнято загальний

розв’язок записувати у векторнiй формi:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
8− 9𝑥2 − 4𝑥3

𝑥2

𝑥3

11𝑥2 + 5𝑥3 − 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
8

0

0

−10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+𝑥2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−9

1

0

11

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+𝑥3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−4

0

1

5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥2, 𝑥3 ∈ R.

Це i є остаточна вiдповiдь.

Вираз

𝑥2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−9

1

0

11

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝑥3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−4

0

1

5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥2, 𝑥3 ∈ R
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є загальним розв’язком однорiдної системи рiвнянь (тобто вихiдної

системи, в якiй у правiй частинi всiх рiвнянь стоять нулi). Вектори⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−9

1

0

11

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ i

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−4

0

1

5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
– це базис пiдпростору розв’язкiв однорiдної системи. Вектор⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

8

0

0

−10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
– частковий розв’язок неоднорiдної системи рiвнянь (перевiрте це!).

Вправа 7.7. Розв’яжiть систему лiнiйних рiвнянь за правилом

Крамера ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 1

𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 = 2

3𝑥1 − 2𝑥2 = −4.

Розв’язок. Оскiльки

Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 −1 2

1 1 −3

3 −2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = −13 ̸= 0,

то

𝑥1 =
1

Δ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 −1 2

2 1 −3

−4 −2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 18

13
,

𝑥2 =
1

Δ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 1 2

1 2 −3

3 −4 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 53

13
,
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𝑥3 =
1

Δ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 −1 1

1 1 2

3 −2 −4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 15

13
.

7.4 Лiнiйнi простори (продовження)

Ранiше ми зрозумiли, що лiнiйний пiдпростiр може бути описаний за

допомогою базису. Ще один спосiб задавати лiнiйний пiдпростiр – за

допомогою систем лiнiйних рiвнянь.

Вправа 7.8. Знайдiть систему лiнiйних рiвнянь, яка задає лiнiйний

пiдпростiр, натягнутий на дану систему векторiв у просторi R4 :

𝑎1 = (1,−1, 1, 0), 𝑎2 = (1, 1, 0, 1), 𝑎3 = (0,−2, 1,−1).

Розв’язок 1. Маємо пiдпростiр

𝐿 = Lin {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}.

Помiтимо одразу, що 𝑎3 = 𝑎1 − 𝑎2, а 𝑎1 i 𝑎2 лiнiйно незалежнi. Тому

насправдi

𝐿 = Lin {𝑎1, 𝑎2} = {𝑥 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 : 𝛼𝑖 ∈ R}.

Зауважимо, що dim𝐿 = 2. Нехай 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝐿 – довiльний

вектор.

Координати довiльного вектора 𝑥 задаються системою лiнiйних рiвнянь

вiдносно невiдомих 𝛼𝑖: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼1 + 𝛼2 = 𝑥1

−𝛼1 + 𝛼2 = 𝑥2

𝛼1 = 𝑥3

𝛼2 = 𝑥4.

Знайдемо умови сумiсностi даної системи рiвнянь. Для цього приведемо
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розширену матрицю системи до схiдчастого вигляду.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 𝑥1

−1 1 𝑥2

1 0 𝑥3

0 1 𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴2→𝐴2+𝐴1−−−−−−−−−→

𝐴3→𝐴3+(−1)𝐴1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 𝑥1

0 2 𝑥1 + 𝑥2

0 −1 𝑥3 − 𝑥1

0 1 𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴2→𝐴2/2−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 𝑥1

0 1
𝑥1 + 𝑥2

2
0 −1 𝑥3 − 𝑥1

0 1 𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴3→𝐴3+𝐴2−−−−−−−−−→

𝐴4→𝐴4+(−1)𝐴2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 𝑥1

0 1
𝑥1 + 𝑥2

2

0 0 𝑥3 − 𝑥1 +
𝑥1 + 𝑥2

2

0 0 𝑥4 −
𝑥1 + 𝑥2

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Очевидно, що ранг матрицi системи дорiвнює двом. Згiдно з теоремою

Кронекера–Капеллi, ця система є сумiсною тодi i тiльки тодi, коли ранг

розширеної матрицi системи теж дорiвнює двом. А це виконується за

умови: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥3 − 𝑥1 +

𝑥1 + 𝑥2
2

= 0

𝑥4 −
𝑥1 + 𝑥2

2
= 0.

Тому лiнiйний простiр задається системою рiвнянь⎧⎨⎩𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0

𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥4 = 0.

Розв’язок 2. Розглянемо рiвняння

𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + 𝜆3𝑥3 + 𝜆4𝑥4 = 0.

Якщо 𝑎1 i 𝑎2 задовольняють це рiвняння, то будь-яка їхня лiнiйна

комбiнацiя теж його задовольняє. Тобто умови на 𝜆𝑖 наступнi:⎧⎨⎩𝜆1 − 𝜆2 + 𝜆3 = 0

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆4 = 0
.

У матричному виглядi (︃
1 −1 1 0

1 1 0 1

)︃
.
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Отже, ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆1

𝜆2

𝜆3

𝜆4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆1

𝜆2

−𝜆1 + 𝜆2

−𝜆1 − 𝜆2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜆1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝜆2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тобто 𝐿 – це простiр розв’язкiв системи⎧⎨⎩𝑥1 − 𝑥3 − 𝑥4 = 0

𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 0.

Увага! Строго кажучи, 𝐿 – це пiдпростiр простору розв’язкiв цiєї

системи. Рiвнiсть досягається через рiвнiсть розмiрностей пiдпростору

i охоплюючого простору. Зауважимо, що вiдповiдi у двох варiантах

розв’язку записанi по-рiзному, але вони еквiвалентнi.

Розглянемо у деякому сенсi обернену задачу.

Вправа 7.9. Лiнiйний пiдпростiр простору R4 складається iз векторiв

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), координати яких задовольняють наступну систему

рiвнянь: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2𝑥1 − 4𝑥2 + 5𝑥3 + 3𝑥4 = 0

3𝑥1 − 6𝑥2 + 4𝑥3 + 2𝑥4 = 0

4𝑥1 − 8𝑥2 + 17𝑥3 + 11𝑥4 = 0.

Знайдiть базис пiдпростору.

Розв’язок. Знайдемо загальний розв’язок даної системи рiвнянь:⎛⎜⎜⎝
2 −4 5 3

3 −6 4 2

4 −8 17 11

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1+(−1)𝐴2−−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
−1 2 1 1

3 −6 4 2

4 −8 17 11

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+3𝐴1−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+4𝐴1⎛⎜⎜⎝

−1 2 1 1

0 0 7 5

0 0 21 15

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→−𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−3)𝐴2

⎛⎜⎜⎝
1 −2 −1 −1

0 0 7 5

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2/7−−−−−→

(︃
1 −2 −1 −1

0 0 1 5/7

)︃
𝐴1→𝐴1+𝐴2−−−−−−→

(︃
1 −2 0 −2/7

0 0 1 5/7

)︃
.
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Задана система рiвнянь еквiвалентна системi⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 − 2𝑥2 −

2

7
𝑥4 = 0

𝑥3 +
5

7
𝑥4 = 0.

Незалежнi змiннi – 𝑥2 та 𝑥4, залежнi змiннi – 𝑥1 та 𝑥3. Маємо:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 2𝑥2 +

2

7
𝑥4

𝑥3 = −5

7
𝑥4,⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑥2 +

2

7
𝑥4

𝑥2

−5

7
𝑥4

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑥2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+
𝑥4
7

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

0

−5

7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Отже, базис лiнiйного пiдпростору розв’язкiв заданої однорiдної

системи має вигляд

𝑒1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

0

−5

7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким чином, розмiрнiсть пiдпростору розв’язкiв однорiдної системи

рiвнянь дорiвнює числу невiдомих мiнус ранг матрицi. В нашому випадку

це 4− 2 = 2.

Вправа 7.10. Знайдiть базиси суми та перетину лiнiйних пiдпросторiв

простору R3 :

𝐿1 = Lin {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}, 𝐿2 = Lin {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3},

де

𝑎1 = (2, 4, 2), 𝑏1 = (2, 3,−1),

𝑎2 = (1, 1,−1), 𝑏2 = (1, 2, 2),

𝑎3 = (1, 3, 3), 𝑏3 = (1, 1,−3).



145

Розв’язок. Вiдповiдно до означення суми лiнiйних пiдпросторiв

𝐿1 + 𝐿2 = {𝑥 = 𝑢+ 𝑣 : 𝑢 ∈ 𝐿1, 𝑣 ∈ 𝐿2} =

{𝑥 = 𝑢+ 𝑣 : 𝑢 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + 𝛼3𝑎3, 𝑣 = 𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2 + 𝛽3𝑏3, 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ R}

= {𝑥 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + 𝛼3𝑎3 + 𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2 + 𝛽3𝑏3 : 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ R} =

Lin {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3}.

Базис 𝐿1+𝐿2 – це максимальна лiнiйно незалежна система векторiв iз 𝐿1+

𝐿2. Для того, щоб її знайти, приведемо матрицю, в рядках якої знаходяться

вектори 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, до схiдчастого вигляду.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

1 1 −1

1 3 3

2 3 −1

1 2 2

1 1 −3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴1→𝐴1/2−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1

1 1 −1

1 3 3

2 3 −1

1 2 2

1 1 −3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴4→𝐴4+(−2)𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴𝑖 → 𝐴𝑖 + (−1)𝐴1,

𝑖 = 2, 3, 5, 6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1

0 −1 −2

0 1 2

0 −1 −3

0 0 1

0 −1 −4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐴3 → 𝐴3 +𝐴2,

𝐴4 → 𝐴4 + (−𝐴2)
−−−−−−−−−→
𝐴6→𝐴6+(−𝐴2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1

0 −1 −2

0 0 0

0 0 −1

0 0 1

0 0 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴𝑖 → −𝐴𝑖,

𝑖 = 2, 4
−−−−−−→
𝐴6→−𝐴6/2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1

0 1 2

0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴𝑖→𝐴𝑖+(−𝐴4),−−−−−−−−→

𝑖=5,6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1

0 1 2

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Оскiльки ми отримали три ненульовi рядки у схiдчастому виглядi матрицi,

то dim(𝐿1+𝐿2) = 3. Базисом суми пiдпросторiв 𝐿1+𝐿2 є цi три ненульовi

рядки:

𝑒1 = (1, 2, 1)

𝑒2 = (0, 1, 2)

𝑒3 = (0, 0, 1).

Якщо ми хочемо, щоб базис складався з векторiв 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, то треба при

зведеннi матрицi до схiдчастого вигляду не змiнювати порядок рядкiв, а
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в якостi базису взяти тi вектори з 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, на мiсцi яких при зведеннi ми

отримали ненульовi рядки. В нашому випадку базис 𝐿1 + 𝐿2 – це вектори

𝑎1, 𝑎2, 𝑏1.

Знайдемо базис перетину пiдпросторiв 𝐿1 ∩ 𝐿2. Вiдповiдно до означення

𝐿1 ∩ 𝐿2 = {𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑥 ∈ 𝐿1 ∧ 𝑥 ∈ 𝐿2} =

{𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑥 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + 𝛼3𝑎3 ∧ 𝑥 = 𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2 + 𝛽3𝑏3, 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ R}.

Запишемо систему лiнiйних рiвнянь, яку задовольняють 𝛼𝑖, 𝛽𝑖. Для цього

порiвняємо вiдповiднi координати рiвних векторiв 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + 𝛼3𝑎3 та

𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2 + 𝛽3𝑏3. Ми маємо⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = 2𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3

4𝛼1 + 𝛼2 + 3𝛼3 = 3𝛽1 + 2𝛽2 + 𝛽3

2𝛼1 − 𝛼2 + 3𝛼3 = −𝛽1 + 2𝛽2 − 3𝛽3.

Ми отримали систему лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝛼𝑖, 𝛽𝑖.

Запишемо матрицю цiєї системи, але спочатку перенесемо доданки з правої

частини рiвнянь у лiву. Розв’яжемо однорiдну систему.⎛⎜⎜⎝
2 1 1 −2 −1 −1

4 1 3 −3 −2 −1

2 −1 3 1 −2 3

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+(−2)𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−𝐴1)

⎛⎜⎜⎝
2 1 1 −2 −1 −1

0 −1 1 1 0 1

0 −2 2 3 −1 4

⎞⎟⎟⎠
𝐴1→𝐴1+𝐴2−−−−−−−−−−−−−−−→

𝐴3→𝐴3+(−2)𝐴2,𝐴2→−𝐴2

⎛⎜⎜⎝
2 0 2 −1 −1 0

0 1 −1 −1 0 −1

0 0 0 1 −1 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1+𝐴3−−−−−−→
𝐴2→𝐴2+𝐴3⎛⎜⎜⎝

2 0 2 0 −2 2

0 1 −1 0 −1 1

0 0 0 1 −1 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1/2−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 0 −1 1

0 1 −1 0 −1 1

0 0 0 1 −1 2

⎞⎟⎟⎠ .

Отримали систему ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼1 + 𝛼3 − 𝛽2 + 𝛽3 = 0

𝛼2 − 𝛼3 − 𝛽2 + 𝛽3 = 0

𝛽1 − 𝛽2 + 2𝛽3 = 0.
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Незалежнi змiннi – 𝛼3, 𝛽2, 𝛽3, залежнi – 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1. Маємо:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼1 = −𝛼3 + 𝛽2 − 𝛽3

𝛼2 = 𝛼3 + 𝛽2 − 𝛽3

𝛽1 = 𝛽2 − 2𝛽3.

Знайдемо загальний вигляд вектора з перетину 𝐿1 ∩ 𝐿2.

𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2 + 𝛽3𝑏3 = (𝛽2 − 2𝛽3)𝑏1 + 𝛽2𝑏2 + 𝛽3𝑏3 = 𝛽2(𝑏1 + 𝑏2)+

𝛽3(−2𝑏1 + 𝑏3) = 𝛽2(

⎛⎜⎜⎝
2

3

−1

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
1

2

2

⎞⎟⎟⎠) + 𝛽3(−2

⎛⎜⎜⎝
2

3

−1

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
1

1

−3

⎞⎟⎟⎠) =

𝛽2

⎛⎜⎜⎝
3

5

1

⎞⎟⎟⎠+ 𝛽3

⎛⎜⎜⎝
−3

−5

−1

⎞⎟⎟⎠ = (𝛽2 − 𝛽3)

⎛⎜⎜⎝
3

5

1

⎞⎟⎟⎠ = 𝛾

⎛⎜⎜⎝
3

5

1

⎞⎟⎟⎠ .

Таким чином, базис пiдпростору 𝐿1 ∩ 𝐿2 – це вектор

⎛⎜⎜⎝
3

5

1

⎞⎟⎟⎠.
У попередньому прикладi базис перетину 𝐿1∩𝐿2 можна було б знайти,

пiдставляючи у вираз 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + 𝛼3𝑎3 тi вирази для 𝛼1 та 𝛼2, що ми

знайшли.

Перевiримо, що виконується формула Грассмана. З приведення перших

трьох рядкiв матрицi, що складалася з шести рядкiв, до схiдчастого

вигляду бачимо, що dim𝐿1 = 2. Окремо знайдемо dim𝐿2.⎛⎜⎜⎝
2 3 −1

1 2 2

1 1 −3

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2↔𝐴1−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 2 2

2 3 −1

1 1 −3

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+(−2)𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−𝐴1)⎛⎜⎜⎝

1 2 2

0 −1 −5

0 −1 −5

⎞⎟⎟⎠ 𝐴3→𝐴3+(−𝐴2)−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 2 2

0 −1 −5

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Оскiльки ненульових рядкiв два, то dim𝐿2 = 2. Тодi

dim(𝐿1 + 𝐿2) = 3 = 2 + 2− 1 = dim𝐿1 + dim𝐿2 − dim(𝐿1 ∩ 𝐿2).
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7.5 Обернена матриця

Вправа 7.11. Нехай

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 2

0 2 −1

3 1 1

⎞⎟⎟⎠ .

Знайдiть обернену матрицю.

Розв’язок.

𝐴−1 =
1

det𝐴

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⃒⃒⃒⃒
⃒2 −1

1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ −

⃒⃒⃒⃒
⃒0 −1

3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒0 2

3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒

−

⃒⃒⃒⃒
⃒0 2

1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒1 2

3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ −

⃒⃒⃒⃒
⃒1 0

3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒

⃒0 2

2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒ −

⃒⃒⃒⃒
⃒1 2

0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒1 0

0 2

⃒⃒⃒⃒
⃒

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑡

= −1

9

⎛⎜⎜⎝
3 2 −4

−3 −5 1

−6 −1 2

⎞⎟⎟⎠ .

Iснує ще один спосiб знаходження оберненої матрицi – метод Гаусса.

Опишемо цей алгоритм. За означенням ми повиннi знайти матрицю 𝑋,

таку, що 𝐴𝑋 = 𝐼. Якщо помножити матрицю на кожен стовпчик матрицi

𝑋 окремо, то для 𝑖-го стовпця 𝑋 𝑖 невiдомих коефiцiєнтiв матрицi 𝑋,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, ми отримуємо систему рiвнянь 𝐴𝑋 𝑖 = 𝐼 𝑖, де 𝐼 𝑖 – це 𝑖-й

стовпчик одиничної матрицi 𝐼. Зазначимо, що матриця системи для всiх

цих систем рiвнянь однакова – це матриця 𝐴, а стовпцi правих частин рiзнi.

Розв’яжемо системи 𝐴𝑋 𝑖 = 𝐼 𝑖 для всiх 𝐼 𝑖 одночасно. Для цього до матрицi

𝐴 розмiру 𝑛× 𝑛 припишемо справа одиничну матрицю 𝐼 того ж порядку:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛 1 0 . . . 0

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ми отримали так звану розширену матрицю розмiру 𝑛×2𝑛. За допомогою

елементарних перетворень з рядками розширеної матрицi (𝐴|𝐼) зробимо
так, щоб на мiсцi матрицi 𝐴 опинилася матриця 𝐼. Тодi на мiсцi матрицi 𝐼

з’явиться матриця 𝐴−1: (𝐼|𝐴−1).
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Вправа 7.12. Знайдiть матрицю 𝐴−1, якщо

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 2

2 3 −1

3 1 4

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язок. Маємо:

(𝐴|𝐼) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 1 0 0

2 3 −1 0 1 0

3 1 4 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ 𝐴3→𝐴3+(−3)𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴2→𝐴2+(−2)𝐴1

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 1 0 0

0 3 −5 −2 1 0

0 1 −2 −3 0 1

⎞⎟⎟⎠
𝐴3↔𝐴2−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 1 0 0

0 1 −2 −3 0 1

0 3 −5 −2 1 0

⎞⎟⎟⎠ 𝐴3→𝐴3+(−3)𝐴2−−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 1 0 0

0 1 −2 −3 0 1

0 0 1 7 1 −3

⎞⎟⎟⎠
𝐴2→𝐴2+2𝐴3−−−−−−−−−→

𝐴1→𝐴1+(−2)𝐴3

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 −13 −2 6

0 1 0 11 2 −5

0 0 1 7 1 −3

⎞⎟⎟⎠ .

Отже,

𝐴−1 =

⎛⎜⎜⎝
−13 −2 6

11 2 −5

7 1 −3

⎞⎟⎟⎠ .

Перевiрте самостiйно, що 𝐴𝐴−1 = 𝐼.

Звернiть увагу на те, в якiй послiдовностi ми виконуємо елементарнi

перетворення. Спочатку ми повиннi на якомусь мiсцi отримати одиницю (у

нашому прикладi цього спецiально робити не довелося). Потiм переставити

рядки так, щоб одиниця опинилася на головнiй дiагоналi. Потiм ми

множимо рядок з одиницею на вiдповiднi коефiцiєнти i додаємо до iнших

рядкiв так, щоб усi iншi елементи стовпчика з одиницею стали нулями.

Потiм отримуємо одиницю в iншому стовпчику i повторюємо процедуру,

але так, щоб не зiпсувати стовпчики, якi ми вже перетворили. Ще раз

зауважимо, що всi елементарнi перетворення здiйснюються з рядками

розширеної матрицi.
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Вправа 7.13. Знайдiть 𝐴−1, якщо

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −1 −1 . . . −1 −1

1 0 1 . . . 1 1

1 1 0 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Розв’язок. Ми маємо⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −1 −1 . . . −1 −1 1 0 0 . . . 0 0

1 0 1 . . . 1 1 0 1 0 . . . 0 0

1 1 0 . . . 1 1 0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . 1 0 0 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴𝑖→𝐴𝑖+𝐴1,−−−−−−→
𝑖=2,3,...,𝑛.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −1 −1 . . . −1 −1 1 0 0 . . . 0 0

0 −1 0 . . . 0 0 1 1 0 . . . 0 0

0 0 −1 . . . 0 0 1 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 −1 1 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴1→𝐴1−

∑︀𝑛
𝑖=2 𝐴𝑖−−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 . . . 0 0 2− 𝑛 −1 −1 . . . −1 −1

0 −1 0 . . . 0 0 1 1 0 . . . 0 0

0 0 −1 . . . 0 0 1 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 −1 1 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴𝑖→𝐴𝑖×(−1),−−−−−−−−→
𝑖=1,2,...,𝑛.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0 0 𝑛− 2 1 1 . . . 1 1

0 1 0 . . . 0 0 −1 −1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0 −1 0 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1 −1 0 0 . . . 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Отже,

𝐴−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑛− 2 1 1 . . . 1 1

−1 −1 0 . . . 0 0

−1 0 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−1 0 0 . . . 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

7.6 Лiнiйнi оператори

Вправа 7.14. Оператор 𝐴 в R2 здiйснює послiдовно центральну

симетрiю та проєкцiю на вiсь 𝑂𝑥1. Перевiрте, що 𝐴 – це лiнiйний оператор,

знайдiть його ядро, образ, перевiрте формулу з теореми 4.15. Знайдiть

матрицю оператора в базисi з ортiв координатних осей.

Розв’язок. При центральнiй симетрiї вектор

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
переходить у вектор(︃

−𝑥1
−𝑥2

)︃
, а вектор

(︃
−𝑥1
−𝑥2

)︃
при проекцiї на вiсь 𝑂𝑥1 – у вектор

(︃
−𝑥1
0

)︃
. Тому

𝐴

(︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃)︃
=

(︃
−𝑥1
0

)︃
.

Перевiримо, що 𝐴 – це лiнiйний оператор.

𝐴

(︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
+

(︃
𝑧1

𝑧2

)︃)︃
= 𝐴

(︃(︃
𝑥1 + 𝑧1

𝑥2 + 𝑧2

)︃)︃
=

(︃
−𝑥1 − 𝑧1

0

)︃
=

(︃
−𝑥1
0

)︃
+

(︃
−𝑧1
0

)︃
=

𝐴

(︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃)︃
+ 𝐴

(︃(︃
𝑧1

𝑧2

)︃)︃
;

𝐴

(︃
𝛼

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃)︃
= 𝐴

(︃(︃
𝛼𝑥1

𝛼𝑥2

)︃)︃
=

(︃
−𝛼𝑥1
0

)︃
= 𝛼

(︃
−𝑥1
0

)︃
= 𝛼𝐴

(︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃)︃
.
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Знайдемо ядро 𝐴.

Ker𝐴 = {𝑥 ∈ R2 : 𝐴𝑥 = 0} =

{︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
∈ R2 :

(︃
−𝑥1
0

)︃
=

(︃
0

0

)︃}︃

=

{︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
∈ R2 : 𝑥1 = 0

}︃
=

{︃(︃
0

𝑥2

)︃
∈ R2 : 𝑥2 ∈ R

}︃
.

Таким чином, ядро оператора збiгається з вiссю 𝑂𝑥2. Зрозумiло, що

dimKer𝐴 = 1, а базис Ker𝐴 – це, наприклад, вектор

(︃
0

1

)︃
.

Знайдемо образ оператора 𝐴.

Im𝐴 =

{︃(︃
𝑦1

𝑦2

)︃
∈ R2 : ∃

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
∈ R2 : 𝐴

(︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃)︃
=

(︃
𝑦1

𝑦2

)︃}︃
={︃(︃

𝑦1

𝑦2

)︃
∈ R2 :

(︃
𝑦1

𝑦2

)︃
=

(︃
−𝑥1
0

)︃
, де 𝑥1 – довiльне дiйсне число

}︃
={︃(︃

𝑦1

0

)︃
де 𝑦1 – довiльне дiйсне число

}︃
.

Таким чином, Im𝐴 збiгається з вiссю 𝑂𝑥1, dim Im𝐴 = 1, базис Im𝐴 – це,

наприклад, вектор

(︃
1

0

)︃
. Зрозумiло, що

dimR2 = 2 = 1 + 1 = dimKer𝐴+ dim Im𝐴.

Знайдемо матрицю оператора 𝐴 в базисi 𝑒1, 𝑒2, де 𝑒1 =

(︃
1

0

)︃
, 𝑒2 =

(︃
0

1

)︃
.

Для цього знайдемо образи векторiв 𝑒1, 𝑒2 пiд дiєю оператора 𝐴.

𝐴𝑒1 = 𝐴

(︃(︃
1

0

)︃)︃
=

(︃
−1

0

)︃
= −

(︃
1

0

)︃
= −1 · 𝑒1 + 0 · 𝑒2.

𝐴𝑒2 = 𝐴

(︃(︃
0

1

)︃)︃
=

(︃
0

0

)︃
= 0 · 𝑒1 + 0 · 𝑒2.

Координати векторiв 𝐴𝑒1 та 𝐴𝑒2 в базисi 𝑒1, 𝑒2 записуємо в стовпчики

матрицi 𝐴𝑒:

𝐴𝑒 =

(︃
−1 0

0 0

)︃
.
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Вправа 7.15. Оператор заданий матрицею в деякому базисi

𝐴𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1

−1 2 0

2 2 −3

⎞⎟⎟⎠ .

Знайдiть його ядро та образ, базиси ядра та образу, перевiрте формулу з

теореми 4.15.

Розв’язок. Ядро складається з розв’язкiв системи

𝐴𝑒

⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥2

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’яжемо систему⎛⎜⎜⎝
1 0 −1

−1 2 0

2 2 −3

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−2)𝐴1

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1

0 2 −1

0 2 −1

⎞⎟⎟⎠
𝐴2→−𝐴2−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1

0 −2 1

0 2 −1

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1+𝐴2−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+𝐴2

(︃
1 −2 0

0 −2 1

)︃
.

⎧⎨⎩𝑥1 = 2𝑥2

𝑥3 = 2𝑥2

.

⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
2𝑥2

𝑥2

2𝑥2

⎞⎟⎟⎠ = 𝑥2

⎛⎜⎜⎝
2

1

2

⎞⎟⎟⎠ .

Таким чином,

Ker𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝛼
⎛⎜⎜⎝
2

1

2

⎞⎟⎟⎠ : 𝛼 ∈ R

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,

базис Ker𝐴: 𝑢1 =

⎛⎜⎜⎝
2

1

2

⎞⎟⎟⎠, dimKer𝐴 = 1.
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Нагадаємо, що

Im𝐴 = Lin {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3},

де 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 – стовпцi матрицi 𝐴. Тому для знаходження базису Im𝐴 серед

стовпцiв матрицi знайдемо лiнiйно незалежнi.⎛⎜⎜⎝
1 0 −1

−1 2 0

2 2 −3

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2/2−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+𝐴1

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

−1 1 −1

2 1 −1

⎞⎟⎟⎠ 𝐴3→𝐴3+𝐴2

−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

−1 1 0

2 1 0

⎞⎟⎟⎠ .

Таким чином, базис образу 𝐴 – це, наприклад,

𝑣1 =

⎛⎜⎜⎝
1

−1

2

⎞⎟⎟⎠ та 𝑣2 =

⎛⎜⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎟⎠ , а dim Im𝐴 = 2.

Бачимо, що

dimKer𝐴+ dim Im𝐴 = 1 + 2 = 3 = dimR3.

Вправа 7.16. Матриця оператора 𝐴 в базисi 𝑒1, 𝑒2 має вигляд:

𝐴𝑒 =

(︃
3 −2

1 4

)︃
.

Знайдiть матрицю оператора 𝐴 в базисi 𝑢1 = 𝑒1 + 2𝑒2, 𝑢2 = 𝑒1 − 𝑒2.

Розв’язок. Спочатку запишемо матрицю переходу вiд базису 𝑒1, 𝑒2 до

базису 𝑢1, 𝑢2. Для цього запишемо координати векторiв 𝑢1, 𝑢2 в базисi 𝑒1, 𝑒2

у стовпчики матрицi:

𝑇𝑒→𝑢 =

(︃
1 1

2 −1

)︃
.

Вiдповiдно до формули оберненої матрицi

𝑇−1
𝑒→𝑢 = −1

3

(︃
−1 −1

−2 1

)︃
=

1

3

(︃
1 1

2 −1

)︃
.

Тому

𝐴𝑢 =
1

3

(︃
1 1

2 −1

)︃(︃
3 −2

1 4

)︃(︃
1 1

2 −1

)︃
=

1

3

(︃
8 2

−11 13

)︃
.
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7.7 Власнi числа та вектори лiнiйних операторiв

Вправа 7.17. Знайдiть власнi числа та власнi вектори оператора, що

у деякому базисi задається матрицею

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
4 −5 2

5 −7 3

6 −9 4

⎞⎟⎟⎠ .

Чи є цей оператор дiагоналiзовним?

Розв’язок. Знайдемо власнi числа оператора.

det(𝐴− 𝜆𝐼) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒4− 𝜆 −5 2

5 −7− 𝜆 3

6 −9 4− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = −𝜆3 + 𝜆2 = 0.

Отже, 𝜆1,2 = 0, 𝜆3 = 1. Знайдемо власнi вектори. Для цього потрiбно

знайти розв’язок однорiдної системи лiнiйних рiвнянь з матрицею 𝐴− 𝜆𝐼.

𝐴− 𝜆1,2𝐼 = 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
4 −5 2

5 −7 3

6 −9 4

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1+(−𝐴2)−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
−1 2 −1

5 −7 3

6 −9 4

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+5𝐴1−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+6𝐴1⎛⎜⎜⎝

−1 2 −1

0 3 −2

0 3 −2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2/3−−−−−→
𝐴1→−𝐴1

⎛⎝1 −2 1

0 1 −2

3

⎞⎠ 𝐴1→𝐴1+2𝐴2−−−−−−−→

(︃
1 0 −1/3

0 1 −2/3

)︃
.

Отже, ⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑥3/3

2𝑥3/3

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =
1

3
𝑥3

⎛⎜⎜⎝
1

2

3

⎞⎟⎟⎠ .

Власнi вектори, що вiдповiдають власному числу 𝜆 = 0, мають вигляд

𝑐

⎛⎜⎜⎝
1

2

3

⎞⎟⎟⎠ , 𝑐 ̸= 0.
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Умова 𝑐 ̸= 0 виключає нульовий вектор. Тепер розглянемо випадок 𝜆 = 1.

𝐴− 𝜆3𝐼 = 𝐴− 𝐼 =

⎛⎜⎜⎝
3 −5 2

5 −8 3

6 −9 3

⎞⎟⎟⎠ 𝐴3→𝐴3+(−𝐴2)−−−−−−−−→
𝐴1↔𝐴3

⎛⎜⎜⎝
1 −1 0

5 −8 3

3 −5 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+(−5)𝐴1−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−3)𝐴1

⎛⎜⎜⎝
1 −1 0

0 −3 3

0 −2 2

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2/3−−−−−→

(︃
1 −1 0

0 −1 1

)︃
.

Отже, ⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑥2

𝑥2

𝑥2

⎞⎟⎟⎠ = 𝑥2

⎛⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎠ .

Власнi вектори, що вiдповiдають власному числу 𝜆 = 1, мають вигляд

𝑏

⎛⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑏 ̸= 0.

Таким чином, iснує всього два лiнiйно незалежнi власнi вектори у

тривимiрному просторi R3, тобто базису з власних векторiв не iснує, тому

оператор не є дiагоналiзовним.

Вправа 7.18. Знайдiть власнi числа та власнi вектори лiнiйного

оператора, який в деякому базисi задається матрицею

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
7 −12 6

10 −19 10

12 −24 13

⎞⎟⎟⎠ .

Чи є оператор дiагоналiзовним? Якщо так, то випишiть матрицю переходу

вiд даного базису до базису з власних векторiв.
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Розв’язок. Знайдемо власнi числа.

det(𝐴− 𝜆𝐼) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒7− 𝜆 −12 6

10 −19− 𝜆 10

12 −24 13− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = −𝜆3 + 𝜆2 + 𝜆+ 1 =

(𝜆− 1)(𝜆2 − 1) = (𝜆− 1)2(𝜆+ 1) = 0.

Отже, 𝜆1,2 = 1, 𝜆3 = −1. Знайдемо власнi вектори.

𝐴− 𝜆1,2𝐼 = 𝐴− 𝐼 =

⎛⎜⎜⎝
6 −12 6

10 −20 10

12 −24 12

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→𝐴1/6,𝐴2→𝐴2/10−−−−−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3/12⎛⎜⎜⎝

1 −2 1

1 −2 1

1 −2 1

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+(−𝐴1)−−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+(−𝐴1)

(︁
1 −2 1

)︁
.

Отже, ⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
2𝑥2 − 𝑥3

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ = 𝑥2

⎛⎜⎜⎝
2

1

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑥3

⎛⎜⎜⎝
−1

0

1

⎞⎟⎟⎠ .

Власнi вектори, що вiдповiдають власному числу 𝜆 = 1, мають вигляд

𝛼

⎛⎜⎜⎝
2

1

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝛽

⎛⎜⎜⎝
−1

0

1

⎞⎟⎟⎠ , |𝛼|+ |𝛽| ≠ 0.

Умова |𝛼|+ |𝛽| ≠ 0 виключає нульовий вектор.

𝐴− 𝜆3𝐼 = 𝐴+ 𝐼 =

⎛⎜⎜⎝
8 −12 6

10 −18 10

12 −24 14

⎞⎟⎟⎠ 𝐴𝑖→𝐴𝑖/2−−−−−→
𝑖=1,2,3

⎛⎜⎜⎝
4 −6 3

5 −9 5

6 −12 7

⎞⎟⎟⎠
𝐴1→𝐴1+(−𝐴2)−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎝
−1 3 −2

5 −9 5

6 −12 7

⎞⎟⎟⎠ 𝐴2→𝐴2+5𝐴1−−−−−−−→
𝐴3→𝐴3+6𝐴1

⎛⎜⎜⎝
−1 3 −2

0 6 −5

0 6 −5

⎞⎟⎟⎠ 𝐴1→−𝐴1−−−−−→
𝐴2→𝐴2/6
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⎛⎝1 −3 2

0 1 −5

6

⎞⎠ 𝐴1→𝐴1+3𝐴2−−−−−−−→

⎛⎜⎝1 0 −1

2

0 1 −5

6

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑥3/2

5𝑥3/6

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ =
1

6
𝑥3

⎛⎜⎜⎝
3

5

6

⎞⎟⎟⎠ .

Власнi вектори, що вiдповiдають власному числу 𝜆 = −1, мають вигляд

𝛾

⎛⎜⎜⎝
3

5

6

⎞⎟⎟⎠ , 𝛾 ̸= 0.

Вiдповiдно до твердження 4.15, власнi вектори, що вiдповiдають 𝜆 = 1, i

власнi вектори, що вiдповiдають 𝜆 = −1, лiнiйно незалежнi. Тому iснує

базис iз власних векторiв

𝑢1 =

⎛⎜⎜⎝
2

1

0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑢2 =

⎛⎜⎜⎝
−1

0

1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑢3 =

⎛⎜⎜⎝
3

5

6

⎞⎟⎟⎠ .

Матриця оператора в цьому базисi має вигляд

𝐴𝑢 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ .

Матриця переходу вiд базису 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 до базису 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 має вигляд

𝑇𝑒→𝑢 =

⎛⎜⎜⎝
2 −1 3

1 0 5

0 1 6

⎞⎟⎟⎠ .

Увага! Порядок власних векторiв у базисi 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 такий самий, як

порядок власних чисел на головнiй дiагоналi матрицi. Тобто в базисi 𝑣1 =

𝑢3, 𝑣2 = 𝑢1, 𝑣3 = 𝑢2 матриця оператора буде мати вигляд

𝐴𝑣 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ ,
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а матриця переходу матиме вигляд

𝑇𝑒→𝑣 =

⎛⎜⎜⎝
3 2 −1

5 1 0

6 0 1

⎞⎟⎟⎠ .

Перевiрте самостiйно формулу

𝐴𝑣 = 𝑇−1
𝑒→𝑣𝐴𝑣𝑇𝑒→𝑣.
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