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АНОТАЦIЯ

Євгеньєва Є.О. Граничнi режими iз сингулярним загостренням у

квазiлiнiйних параболiчних рiвняннях. — Квалiфiкацiйна наукова пра-

ця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. — Iнститут при-

кладної математики i механiки Нацiональної академiї наук України, Харкiв-

ський нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна Мiнiстерства освiти i

науки України, Харкiв, 2019.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваної задачi, наведено зв’язок

роботи з науковими програмами, планами, темами. Сформульовано мету, за-

дачi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отрима-

них результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача

та апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури, описано iсто-

рiю проблематики та наведено ключовi результати, отриманi в областi дослi-

дження за останнiй час.

Початок активного розвитку теорiї сингулярних граничних режимiв при-

падає на 1960-тi роки i пов’язаний iз дослiдженням процесу контрольовано-

го термоядерного синтезу. При побудовi математичної моделi цього процесу

виникали сингулярнi граничнi умови. Вперше таку задачу вивчили О.А. Са-

марський та I.М. Соболь у 1963 роцi. Вони показали, що за певних умов на

характер загострення температури на межi областi виникає ефект просторо-

вої локалiзацiї, тобто, нескiнчена температура не розповсюджується на всю

область за скiнчений промiжок часу, а локалiзується бiля її межi.

У 1970-х роках дуже активно вивчалася модель розповсюдження тепла у

повнiстю iонiзованiй плазмi та ефект просторової локалiзацiї. А вже з 1980-
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х рокiв задачi з сингулярними умовами на межi почали позицiонуватись як

окремий напрямок дослiджень якiсних властивостей рiвнянь з частинними

похiдними. Серед вiдомих вчених, що займалися цiєю проблемою слiд видi-

лити В.О. Галактiонова, М.В. Змiтренко, С.П. Курдюмова, О.П. Михайлова,

О.А. Самарського, А.С. Калашнiкова, B.H. Gilding, M.A. Herrero, C. Cortazar,

M. Elgueta. Основнi дослiдження були пов’язанi зi знаходженням необхiдних

та достатнiх умов локалiзацiї граничного режиму для параболiчних рiвнянь

з рiзними класами коефiцiєнтiв теплопровiдностi.

Також активно розвивається та модифiкується бар’єрна технiка, вивчаю-

ться класи автомодельних розв’язкiв, розробляється метод з використанням

наближених автомодельних розв’язкiв.

У 1999 роцi А.Є. Шишковим та А.Г. Щелковим був запропонований но-

вий метод дослiдження сингулярних граничних режимiв. Метод енергети-

чних оцiнок використовує принципово iнший пiдхiд, вiдмiнний вiд бар’єрних

технiк. Пiзнiше у серiї робiт В.О. Галактiонова та А.Є. Шишкова (2003–2006

роки) вiн був розвинутий для широкого класу двiчi нелiнiйних параболiчних

рiвнянь другого порядку та для рiвнянь високих порядкiв.

Однак, у вищезгаданих роботах метод енергетичних оцiнок дозволяв зна-

йти лише умови локалiзацiї граничного режиму i не давав мiстких результа-

тiв про поведiнку розв’язку бiля зони сингулярностi. Тому основною метою

роботи стала модифiкацiя методу для дослiдження поведiнки розв’язкiв ши-

рокого класу рiвнянь. Такi дослiдження розширюють вже вiдомi класичнi

результати та показують ефективнiсть нового методу дослiдження локалiзо-

ваних граничних режимiв iз сингулярним загостренням.

Другий роздiл присвячений вивченню такої задачi:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× Ω,

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω),
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де 1 6 𝑇 <∞, Δ𝑝 𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
, Ω — обмежена область в R𝑛 (𝑛 >

1) з гладкою межею 𝜕Ω ∈ 𝐶2. Параметри нелiнiйностi 𝑝 та 𝑞 задовольняють

умовам: 𝑝 > 𝑞 > 0. У роботi розгялдається клас слабких розв’язкiв задачi.

Визначення. Функцiя 𝑢 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1(Ω)) називається слабким

розв’язком описаної задачi, якщо

i) 𝑢(𝑡, ·) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );𝑊

1,𝑝+1(Ω));

ii) (|𝑢(𝑡, ·)|𝑞−1𝑢(𝑡, ·))𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 ); (
∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω))*);

iii) для довiльної функцiї 𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1((0, 𝜏);
∘
𝑊 1, 𝑝+1(Ω)) з довiльним 𝜏 < 𝑇

виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝜏

0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡+
∫︁ 𝜏

0

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

iv) виконується початкова умова.

Будемо розглядати множину 𝑈𝑢0,𝐹 як клас усiх слабких розв’язкiв 𝑢 задачi,

якi задовольняють енергетичнiй умовi:

ℎ(𝜏) + 𝐸(𝑡) = ℎ𝑢(𝜏) + 𝐸𝑢(𝑡) := sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐹 (𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

де 𝐹 (𝑡) > 0 — довiльна монотонно неспадна на iнтервалi [0, 𝑇 ) функцiя, така,

що 𝐹 (𝑡) → ∞ при 𝑡 → 𝑇 . Ця умова визначає поведiнку функцiй на межi

областi, а саме, у клас 𝑈𝑢0,𝐹 входять розв’язки якi на межi мають сингулярне

загострення при 𝑡→ 𝑇 .

У пiдродiлах 2.1 та 2.2 описана постановка задачi, представлено означе-

ння слабкого розв’язку та наведенi важливi допомiжнi результати. Зокрема,

визначенi важливi для дослiдження параметризованi енергетичнi функцiї, якi

пов’язанi з розв’язком 𝑢 та визначають його поведiнку в залежностi вiд вiд-
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станi до межi областi:

𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁ 𝑡

𝑇
2

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏,

ℎ(𝑡, 𝑠) := sup
06𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

де сiмейство областей Ω(𝑠) := {𝑥 ∈ Ω : 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕Ω) > 𝑠}, 𝑠 > 0.

У пiдроздiлi 2.3 дослiджуються розв’язки задачi з класу 𝑈𝑢0,𝐹 за умови

𝑝 = 𝑞 та за експоненцiальної поведiнки розв’язку на межi. Основним резуль-

татом цього пiдроздiлу є теорема 2.5.

Теорема 2.5. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок iз класу 𝑈𝑢0,𝐹 з

функцiєю 𝐹 , визначеною таким чином:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝜇(𝑡) := exp
(︁
𝜔0(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀𝑡 < 𝑇,

де 𝜔0 > 0, 𝜇 > 0 — деякi сталi. Тодi iснують такi сталi 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 < ∞, що

виконується рiвномiрна по 𝑡 < 𝑇 оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝑐1 exp
(︀
𝑐2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇

0 𝑠−
𝑝+1
𝜇

)︀
∀ 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′0 := 𝑐3min

(︂
1, 𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+1

0

)︂
.

У пiдроздiлi 2.4 також дослiджуються розв’язки задачi з класу 𝑈𝑢0,𝐹 за

умови 𝑝 = 𝑞, але поведiнка розв’язку на межi визначається пологим степене-

вим режимом. Основним результатом цього пiдроздiлу є теорема 2.6.

Теорема 2.6. Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний розв’язок з класу 𝑈𝑢0,𝐹

з функцiєю 𝐹 :

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛼(𝑡) := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−𝛼 ∀ 𝑡 < 𝑇,

де 𝜔0 > 0, 𝛼 > 1
𝑝+1 — деякi сталi. Тодi iснує стала 𝐺 < ∞ i таке значення

𝑠 > 0, що виконується рiвномiрна оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝜔0𝑠
−𝛼(𝑝+1) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠).

У пiдроздiлi 2.5 розглядаються розв’язки задачi iз класу 𝑈𝑢0,𝐹 у випадку,

коли 𝑝 > 𝑞, а поведiнка на межi описується степеневою функцiєю. Основним

результатом цього пiдроздiлу є теорема 2.7.
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Теорема 2.7. Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний розв’язок з множини

𝑈𝑢0,𝐹 , де 𝐹 визначається спiввiдношенням:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛽 := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−(
𝑞+1
𝑝−𝑞−𝛽) ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜔0 > 0, 0 < 𝛽 < 𝛽0 =

𝑞 + 1

𝑝− 𝑞
− 1

𝑝
.

Тодi iснує така стала 𝐺 > 0 i значення 𝑠 > 0, що справедлива рiвномiрна за

𝑡 6 𝑇 оцiнка:

𝐸𝑢(𝑡, 𝑠) + ℎ𝑢(𝜏, 𝑠) 6 𝐺𝜔
𝑞+1

𝛽(𝑝−𝑞)

0 𝑠−𝜈 ∀ 𝑡 6 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

де 𝜈 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝑞+1−𝛽(𝑝−𝑞))
𝛽(𝑝−𝑞)2 .

У третьому роздiлi вивчаються квазiлiнiйнi рiвняння з потенцiалом аб-

сорбцiї, а саме:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× Ω, 𝜆 > 𝑝 > 𝑞 > 0.

Визначення. Функцiя 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) називається слаб-

ким розв’язком представленого рiвняння, якщо:

i) 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︁
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑙𝑜𝑐 (Ω)
)︁
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 )× Ω);

ii) (|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω))*
)︀
+ 𝐿

𝜆+1
𝜆

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω))*
)︀
;

iii) виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝑏

𝑎

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡+
∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖+𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢𝜂

]︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для довiльних 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑇 та довiльної функцiї

𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω)
)︀
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω)
)︀
,

де 𝑊 1,𝑝+1
𝑐 (Ω), 𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω) є пiдпросторами 𝑊 1,𝑝+1(Ω), 𝐿𝜆+1(Ω) функцiй з ком-

пактним носiєм в Ω.

У пiдроздiлi 3.1 представлено огляд лiтератури, пов’язаної з дослiджен-

ням таких рiвнянь. Найбiльший iнтерес тут представляють великi розв’язки.
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Великим розв’язком вищеописаного рiвняння називається слабкий розв’язок

з нескiнченими початковими та крайовими умовами. Питання iснування та

поведiнки великих розв’язкiв є дуже актуальним напрямом дослiджень та ви-

вчається багатьма вiдомими вченими зi всього свiту, а саме L. Veron, W. Al Sayed,

M. Marcus, А.Є. Шишков, C. Bandle, G. Diaz, J.I. Diaz, Y. Du, R. Peng,

P. Polaĉik та iншi.

У пiдроздiлi 3.2 дано чiтке формулювання задачi, представлено визна-

чення слабкого розв’язку. Також описано потенцiал абсорбцiї та умови на

нього.

Функцiя 𝑏 називається потенцiалом абсорбцiї, вона є неперервною в областi

[0, 𝑇 ]× Ω та задовольняє умовам виродження:

𝑏(𝑡, 𝑥) > 0 в [0, 𝑇 )× Ω, 𝑏(𝑡, 𝑥) = 0 на {𝑇} × Ω.

Характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується спiввiдношеннями:

𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥)) ≤ 𝑏(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑎2(𝑡)𝑔2(𝑑(𝑥)) ∀ (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 )× Ω,

де 𝑔1(𝑠) ≤ 𝑔2(𝑠) — довiльнi неспаднi додатнi функцiї, визначенi для всiх 𝑠 > 0.

Застосовуючи результати, отриманi в роздiлi 2, за допомогою методу енер-

гетичних оцiнок, отримано оцiнки слабких розв’язкiв вказаного рiвняння.

Суттєву роль при цьому вiдiграє поведiнка мiноранти 𝑎1. Важливо вiдзна-

чити, що усi результати у цьому роздiлi отриманi для довiльних слабких

розв’язкiв вiдповiдної задачi, у тому числi i для великих.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння за умови 𝑝 =

𝑞. Основним результатом цього пiдроздiлу є теорема 3.8.

Теорема 3.8. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок розглянутого рiвня-

ння i нехай потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам виродження, описаним

вище. Покладемо, що характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується
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умовою на функцiю 𝑎1:

𝑎1(𝑡) ≥ 𝜅−1 exp
(︁
−𝜔0(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 > 0, 𝜔0 > 0, 𝜇 > 0,

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 справедлива енергетична оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠)+𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾1 min
0<𝑠<𝑠

{︂
exp

(︂
𝐾2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇

0 (𝑠− 𝑠)−
𝑝+1
𝜇

)︂
·𝐺1(𝑠)

}︂
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0),

𝐺1(𝑠) =

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

де сталi 𝐾1 < ∞, 𝐾2 < ∞ залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi,

значення 𝑠′0 > 0 залежить вiд 𝜅.

У пiдроздiлi 3.4 отримано оцiнку поведiнки розв’язкiв, коли характер

виродження потенцiалу абсорбцiї є степеневим. Така оцiнка для лiнiйного

рiвняння (𝑝 = 𝑞 = 1) була отримана Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik. Тож, резуль-

тати цього пiдроздiлу є розширенням на нелiнiйний випадок та представленi

у теоремi 3.9.

Теорема 3.9. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння i нехай 𝑏

задовольняє умовам виродження, а мiноранта 𝑎1 задовольняє умовi:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜇 >
(𝑝+ 2)(𝜆− 𝑝)

(𝑝+ 1)2
.

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 має мiсце оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 min

0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

де 𝜃 = (𝑝+1)(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
𝜆−𝑝 , стала 𝐾 < ∞ залежить тiльки вiд вiдомих параме-

трiв задачi, 𝑠 > 0.

У пiдроздiлi 3.5 дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння за умови 𝑝 >

𝑞. Результати цього роздiлу представленi теоремi 3.10.

Теорема 3.10. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння i нехай

потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам виродження, а функцiя 𝑎1 задо-
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вольняє умовi:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,
𝜆− 𝑝

𝑝
< 𝜇 <

𝜆− 𝑝

𝑝− 𝑞
.

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 виконується оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞) min
0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

де 𝜃 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) , стала 𝐾 <∞ та значення 𝑠 > 0 залежать

тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi.

Слiд вiдмiтити, що в кiнцi кожного пiдроздiлу третього роздiлу наведено

приклади часткових випадкiв, якi допомагають краще зрозумiти структуру

отриманих оцiнок загального вигляду.

Ключовi слова: квазiлiнiйне параболiчне рiвняння, слабкий розв’язок,

граничний режим iз сингулярним загостренням, енергетична функцiя, виро-

джений потенцiал абсорбцiї, великий розв’язок.
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ABSTRACT

Yevgeniia A. Yevgenieva. Boundary regimes with singular peaki-

ng for quasilinear parabolic equations. — Qualification scientific paper,

manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Physics and Mathematics: Speciality 01.01.02

Differential equations. —- Institute of Applied Mathematics and Mechanics of

National Academy of Sciences of Ukraine, V.N. Karazin Kharkiv National Uni-

versity, the Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2019.

The introduction substantiates the relevance of the problem under study,

and provides a link between thesis and scientific programs, plans, themes. The

purpose, tasks and methods of research are formulated there. The scientific novelty

and value of the obtained results are determined. The information about the

publication, personal contribution of the applicant and testing the results of the

thesis are provided.

The first section is devoted to the review and analysis of literature, describes

the history of the problem and presents the key results obtained in the field of

recent research.

The beginning of the active development of the theory of singular boundary

modes dates back to the 1960s and is associated with the study of the process

of controlled thermonuclear fusion. Singular boundary conditions arose when

constructing the mathematical model of this process. This problem was first

studied by A.A. Samarskii and I.M. Sobol in 1963. They showed that under

certain conditions on the character of temperature peaking on the boundary of

the domain, there is the effect of spatial localization, namely, infinite temperature

does not extend to the whole domain for a finite period of time, but localizes near

its boundary.

In the 1970s, the model of heat propagation in fully ionized plasma and the
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effect of spatial localization were studied very actively. And since the 1980s, si-

ngular boundary condition problems have begun to be positioned as a separate

direction for the study of qualitative properties of partial differential equati-

ons. Among the well-known scientists who dealt with this problem should be

distinguished V.A. Galaktionov, N.V. Zmitrenko, S.P. Kurdyumov, A.P. Mikhai-

lov, A.A. Samarskii, A.S. Kalashnikov, B.H. Gilding, M.A. Herrero, C. Cortazar,

M. Elgueta. The main studies were related to finding the necessary and sufficient

conditions for localization of the boundary regime for parabolic equations with

different classes of thermal conductivity coefficients.

Barrier technique was also being actively developed and modified, the classes

of self-similar solutions are being studied, and a method using approximate self-

similar solutions is being developed.

In 1999, A.E. Shishkov and A.G. Shchelkov proposed a new method for the

study of singular boundary regimes. The method of energy estimates uses a

fundamentally different approach other than barrier techniques. Later, in a series

of works by V.A. Galaktionov and A.E. Shishkov (2003–2006), it was developed

for a wide class of doubly nonlinear second-order parabolic equations and for

high-order equations.

However, in the works mentioned above, the method of energy estimates was

able to find only the conditions of localization of the boundary regimes and did

not give essential results about the behavior of a solution near the blow-up zone.

Therefore, the main purpose of the work was to modify the method for investigati-

ng the behavior of solutions of a wide class of equations. Such studies extend the

already known classical results and demonstrate the efficiency of a new method

of investigating localized boundary regimes with singular peaking.

The second section is devoted to the study of the following problem:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× Ω,
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𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω),

where 1 6 𝑇 < ∞, Δ𝑝 𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
, Ω — is a bounded domain in

R𝑛 (𝑛 > 1) with a smooth boundary 𝜕Ω ∈ 𝐶2. The parameters of nonlinearity

𝑝 and 𝑞 are satisfied the condition: 𝑝 > 𝑞 > 0. In the work the class of weak

solutions are considered.

Definition. Function 𝑢 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1(Ω)) is called a weak solution of

the described problem if

i) 𝑢(𝑡, ·) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );𝑊

1,𝑝+1(Ω));

ii) (|𝑢(𝑡, ·)|𝑞−1𝑢(𝑡, ·))𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 ); (
∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω))*);

iii) for an arbitrary function 𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1((0, 𝜏);
∘
𝑊 1, 𝑝+1(Ω)) with an arbitrary

𝜏 < 𝑇 the following integral identity holds:∫︁ 𝜏

0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡+
∫︁ 𝜏

0

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

iv) the initial condition holds.

We will consider the set 𝑈𝑢0,𝐹 as a class of all weak solutions 𝑢 of the problem,

which are satisfied the energy condition:

ℎ(𝜏) + 𝐸(𝑡) = ℎ𝑢(𝜏) + 𝐸𝑢(𝑡) := sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐹 (𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

where 𝐹 (𝑡) > 0 is an arbitrary monotonically nondecreasing function on the

interval [0, 𝑇 ) such that 𝐹 (𝑡) → ∞ as 𝑡→ 𝑇 . This condition defines the behavior

of the function on the bundary, namely, class 𝑈𝑢0,𝐹 contains the solutions which

have the singular peaking on the boundary as 𝑡→ 𝑇 .

In the subsections 2.1 and 2.2 the statement of the problem is described,

the definition of a weak solution is presented and an important auxiliary results

are given. In particular, the parameterized energy functions that are related to the
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solution 𝑢 and determine its behavior depending on the distance to the domain

boundary are identified:

𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁ 𝑡

𝑇
2

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏,

ℎ(𝑡, 𝑠) := sup
06𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

where the family of subdomains Ω(𝑠) := {𝑥 ∈ Ω : 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕Ω) > 𝑠}, 𝑠 > 0.

In the subsection 2.3 solutions of the problem from the class 𝑈𝑢0,𝐹 are investi-

gated under the condition 𝑝 = 𝑞 and the exponential behavior of the solution on

the boundary. The main result of this subsection is theorem 2.5.

Theorem 2.5. Let 𝑢 be an arbitrary weak solution from the class 𝑈𝑢0,𝐹 with

function 𝐹 , which is defined by the following way:

𝐹 = 𝐹𝜇(𝑡) := exp
(︁
𝜔0(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀𝑡 < 𝑇,

where 𝜔0 > 0, 𝜇 > 0 are some constants. Then there exist constants 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 <∞

such that the following uniform with respect to 𝑡 < 𝑇 estimate holds:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝑐1 exp
(︀
𝑐2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇

0 𝑠−
𝑝+1
𝜇

)︀
∀ 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′0 := 𝑐3min

(︂
1, 𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+1

0

)︂
.

In the subsection 2.4 solutions of the problem from the class 𝑈𝑢0,𝐹 are investi-

gated under the condition 𝑝 = 𝑞 as well, but the behavior of the solution on the

boundary is defined by a flat power regime. The main result of this subsection is

theorem 2.6.

Theorem 2.6. Let 𝑢 be an arbitrary weak solution from the class 𝑈𝑢0,𝐹 with

function 𝐹 of the form:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛼(𝑡) := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−𝛼 ∀ 𝑡 < 𝑇,

where 𝜔0 > 0, 𝛼 > 1
𝑝+1 are some constants. Then there exist constant 𝐺 < ∞

and the value 𝑠 > 0 such that the uniform estimate holds:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝜔0𝑠
−𝛼(𝑝+1) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠).
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In the subsection 2.5 solutions of the problem from the class 𝑈𝑢0,𝐹 are investi-

gated under the condition 𝑝 > 𝑞 and the behavior of the solution on the boundary

is defined by a power function. The main result of this subsection is theorem 2.7.

Theorem 2.7. Let 𝑢 be an arbitrary weak solution from the class 𝑈𝑢0,𝐹 with

function 𝐹 is defined by the following relation:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛽 := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−(
𝑞+1
𝑝−𝑞−𝛽) ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜔0 > 0, 0 < 𝛽 < 𝛽0 =

𝑞 + 1

𝑝− 𝑞
− 1

𝑝
.

Then there exist constant 𝐺 > 0 and value 𝑠 > 0 such that the uniform with

respect to 𝑡 < 𝑇 estimate holds:

𝐸𝑢(𝑡, 𝑠) + ℎ𝑢(𝜏, 𝑠) 6 𝐺𝜔
𝑞+1

𝛽(𝑝−𝑞)

0 𝑠−𝜈 ∀ 𝑡 6 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

where 𝜈 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝑞+1−𝛽(𝑝−𝑞))
𝛽(𝑝−𝑞)2 .

In the third section a quasilinear equation with absorption potential is studi-

ed, namely:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× Ω, 𝜆 > 𝑝 > 𝑞 > 0.

Definition. Function 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) is called a weak soluti-

on of the presented equation if:

i) 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︁
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑙𝑜𝑐 (Ω)
)︁
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 )× Ω);

ii) (|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω))*
)︀
+ 𝐿

𝜆+1
𝜆

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω))*
)︀
;

iii) the integral identity holds:∫︁ 𝑏

𝑎

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡+
∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖+𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢𝜂

]︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

for arbitrary 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑇 and for an arbitrary function

𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω)
)︀
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω)
)︀
,

where 𝑊 1,𝑝+1
𝑐 (Ω), 𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω) are a subspaces of 𝑊 1,𝑝+1(Ω), 𝐿𝜆+1(Ω) of functions

with a compact support in Ω.
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In the subsection 3.1 the survey of the papers that connected with the investi-

gation of such equations is presented. Large solutions are the most interesting ones

there. A weak solution of the mentioned equation is called a large solution if it

satisfies infinity initial and boundary values. Existence and properties of large

solutions are very actual research field and are studied by many famous authors

from all over the world, namely, L. Veron, W. Al Sayed, M. Marcus, А.Є. Ши-

шков, C. Bandle, G. Diaz, J.I. Diaz, Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik and others.

In the subsection 3.2 the clear statement of the problem is given, the definiti-

on of the weak solution is presented. The absorption potential and the conditions

on it are described there as well.

The function 𝑏 is called an absorption potential, it is a continuous function in

the domain [0, 𝑇 ]× Ω and satisfies the following degenerate conditions:

𝑏(𝑡, 𝑥) > 0 in [0, 𝑇 )× Ω, 𝑏(𝑡, 𝑥) = 0 on {𝑇} × Ω.

The character of degeneration of the absorption potential is defined by the followi-

ng relation:

𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥)) ≤ 𝑏(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑎2(𝑡)𝑔2(𝑑(𝑥)) ∀ (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 )× Ω,

where 𝑔1(𝑠) ≤ 𝑔2(𝑠) are arbitrary nondecreasing positive functions, which are

defined for all 𝑠 > 0.

Applying the results obtained in section 2 and using the method of energy

estimates, we can obtain estimates of weak solutions of the mentioned equation.

An essential role is played by the behavior of the minorant 𝑎1. It is important

to note that all results in this section are obtained for all weak solutions of the

corresponding problem, including large solutions.

In the subsection 3.3 weak solutions of the equation are investigated under

the condition 𝑝 = 𝑞. The main result of this subsection is theorem 3.8.

Theorem 3.8. Let 𝑢 be an arbitrary weak solution of the equation under consi-
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deration and let the absorption potential 𝑏 satisfies the conditions of degeneration

from above. Let also that the character of degeneration of the absorption potential

is defined by the following condition on the function 𝑎1:

𝑎1(𝑡) ≥ 𝜅−1 exp
(︁
−𝜔0(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 > 0, 𝜔0 > 0, 𝜇 > 0,

Then for all 𝑇2 < 𝑡 < 𝑇 the following energy estimate holds:

ℎ(𝑡, 𝑠)+𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾1 min
0<𝑠<𝑠

{︂
exp

(︂
𝐾2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇

0 (𝑠− 𝑠)−
𝑝+1
𝜇

)︂
·𝐺1(𝑠)

}︂
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0),

𝐺1(𝑠) =

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

where the constants 𝐾1 < ∞, 𝐾2 < ∞ depend on the known parameters only,

the value 𝑠′0 > 0 depends on 𝜅.

In the subsection 3.4 estimate of the behavior of weak solutions is obtained

when the character of degeneration of absorption potential is a power function.

Such estimate for the linear equation (𝑝 = 𝑞 = 1) was obtained by Y. Du, R. Peng,

P. Polaĉik. So, the main result of this subsection is an expansion on nonlinear case

and represents in theorem 3.9.

Theorem 3.9. Let 𝑢 be an arbitrary weak solution of the equation and let 𝑏

satisfies the conditions of degeneration and the minorant 𝑎1 satisfies the condition:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜇 >
(𝑝+ 2)(𝜆− 𝑝)

(𝑝+ 1)2
.

Then for all 𝑇2 < 𝑡 < 𝑇 the following estimate holds:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 min

0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

where 𝜃 = (𝑝+1)(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
𝜆−𝑝 , the constant𝐾 <∞ depends on the known parameters

only, 𝑠 > 0.

In the subsection 3.5 weak solutions of the equation are investigated under

the condition 𝑝 > 𝑞. The main result of this subsection is theorem 3.10.
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Theorem 3.10. Let 𝑢 be an arbitrary weak solution of the equation and let

the absorption potential 𝑏 satisfies the conditions of degeneration, and let function

𝑎1(𝑡) satisfies the condition:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,
𝜆− 𝑝

𝑝
< 𝜇 <

𝜆− 𝑝

𝑝− 𝑞
.

Then for all 𝑇2 < 𝑡 < 𝑇 the following estimate holds:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞) min
0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

where 𝜃 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) , the constant 𝐾 < ∞ and the value

𝑠 > 0 depend on the known parameters only.

It should be noted that in the end of each subsection of the third section

there are examples of partial cases which can help to understand the structure of

obtained general estimates better.

Keywords: quasilinear parabolic equation, weak solution, boundary regime

with singular peaking, energy function, degenerate absorption potential, large

solution.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження.

У 1960-х роках почався бурхливий розвиток теорiї сингулярних граничних

режимiв разом iз розвитком теорiї сильно нестацiонарних та нелiнiйних про-

блем контрольованого термоядерного синтезу. Перша математична модель

цього процесу була представлена та вивчена у роботi [42] у 1963 роцi. Умо-

ви на межi областi задачi були сингулярними, тобто розв’язок на межi мав

прямувати до нескiнченостi при наближеннi до деякого часу 𝑇 < ∞. Було

виявлено цiкавий ефект просторової локалiзацiї, коли нескiнченiсть локалi-

зується у фiксованiй областi бiля межi i не поширюється глибоко всередину

областi задачi.

Усi дослiдження минулого сторiччя були присвяченi знаходженню умов

на граничний режим, при яких має мiсце локалiзацiя розв’язкiв лiнiйних та

квазiлiнiйних рiвнянь другого порядку в одномiрних та багатомiрних обла-

стях, а також вивченню поведiнки розв’язкiв таких задач. Найбiльш вагомi

результати були отриманi В.О. Галактiоновим, М.В. Змiтренко, С.П. Курдю-

мовим, О.П. Михайловим, О.А. Самарським, А.С. Калашнiковим, B.H. Gi-

lding, M.A. Herrero, C. Cortazar, M. Elgueta та багатьма iншими у роботах

[5–8,22–24,27,28,39–42,55,65,69]. Усi дослiдження проводились бар’єрною те-

хнiкою (методом порiвняння). Цей пiдхiд полягає у порiвняннi розв’язкiв за-

дачi з автомодельними розв’язками задачi з модельними граничними даними.

Багато труднощiв виникало, коли задача не мала автомодельних розв’язкiв i

необхiдно було знаходити iншi шляхи дослiдження, наприклад, метод пошу-

ку наближених автомодельних розв’язкiв (див. [9–12]). У будь-якому випад-

ку, цей метод є досить результативним, хоча i має багато обмежень та не є

унiверсальним.

У 1999 роцi у роботi [45] А.Є. Шишковим та А.Г. Щелковим був запропо-
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нований новий метод дослiдження сингулярних граничних режимiв. Метод

енергетичних оцiнок використовує принципово iнший пiдхiд, що полягає у

ефективнiй оцiнцi перетокiв енергiї у нескiнченiй послiдовностi часових ша-

рiв, якi накопичуються бiля часу загострення, i не використовує бар’єрних

технiк. Вiн є комбiнацiєю декiлькох методiв та пiдходiв. А саме, використовує

метод апрiорних оцiнок типу Сен-Венана та нелiнiйний варiант цього методу,

а також метод локальних енергетичних оцiнок.

Пiзнiше у серiї робiт В.О. Галактiонова та А.Є. Шишкова [61–64] (2003–

2006) метод енергетичних оцiнок був розвинутий для широкого класу двiчi

нелiнiйних параболiчних рiвнянь другого порядку та розширений для дослi-

дження рiвнянь високих порядкiв. У монографiї [68] (2016) зiбранi усi основнi

принципи та результати, отриманi методом енергетичних оцiнок, а саме для

широкого класу рiвнянь отримано точнi умови локалiзацiї граничних режи-

мiв.

Дисертацiйна робота присвячена розвиненню метода енергетичних оцiнок

для дослiдження поведiнки розв’язкiв бiля областi сингулярностi. Основною

метою було отримати точнi оцiнки розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiв-

нянь для рiзних класiв граничних режимiв, дослiдити залежнiсть поведiнки

розв’язку вiд характеру загострення на межi. При цьому, цiкавим та дуже ва-

жливим наслiдком отриманих оцiнок стала можливiсть дослiдження рiвнянь

з потенцiалом абсорбцiї та великих розв’язкiв таких рiвнянь, тобто таких, що

приймають нескiнченi значення на всiй параболiчнiй областi задачi.

Великi розв’язки є дуже цiкавим об’єктом дослiдження та активно вивча-

ються в останнi роки. Питання iснування та поведiнки великих розв’язкiв лi-

нiйних та напiвлiнiйних рiвнянь дослiджується багатьма вiдомими вченими зi

всього свiту, а саме L. Veron, W. Al Sayed, M. Marcus, А.Є.Шишков, C. Bandle,

G. Diaz, J.I. Diaz, Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik та iншi (див. [51, 58, 73, 74, 81] та
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посилання в них).

В дисертацiйнiй роботi дослiджуються двiчi нелiнiйнi рiвняння з виродже-

ним потенцiалом абсорбцiї. Основною метою в цьому напрямку було дослi-

дження поведiнки великих розв’язкiв описаних рiвнянь та отримання точних

оцiнок для них в залежностi вiд характеру виродження потенцiалу абсорб-

цiї. Такi результати є безумовно актуальними, оскiльки вони розширюють

iснуючi результати на бiльш широкий клас рiвнянь.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є отрима-

ння точних оцiнок розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь для рiзних

класiв сингулярних граничних режимiв, дослiдження залежностi поведiнки

розв’язку вiд характеру загострення на межi; дослiдження поведiнки вели-

ких розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з виродженим потенцiа-

лом абсорбцiї, отримання точних оцiнок для них в залежностi вiд характеру

виродження потенцiалу абсорбцiї.

Об’єкт дослiдження — квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння з сингулярними

граничними даними, квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння з виродженим потен-

цiалом абсорбцiї.

Предмет дослiдження — слабкi розв’язки початково-крайової задачi ква-

зiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалiзованими сингулярними грани-

чними даними, слабкi та великi розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiв-

няння з виродженим потенцiалом абсорбцiї.

Завдання дослiдження:

– розвинути метод енергетичних оцiнок для дослiдження поведiнки слаб-

ких розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь;

– знайти точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв початково-крайової за-

дачi квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалiзованими сингуляр-

ними граничними даними;
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– дослiдити залежнiсть знайдених оцiнок вiд характеру загострення гра-

ничного режиму;

– знайти точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв квазiлiнiйного пара-

болiчного рiвняння з виродженим потенцiалом абсорбцiї з довiльними

граничними та початковими даними;

– дослiдити залежнiсть знайдених оцiнок вiд характеру виродження по-

тенцiалу абсорбцiї;

– дослiдити рiзнi випадки спiввiдношень мiж параметрами нелiнiйностей

двiчi нелiнiйного параболiчного рiвняння;

– порiвняти отриманi оцiнки з iснуючими оцiнками розв’язкiв лiнiйних та

напiвлiнiйних рiвнянь.

Методи дослiдження. Для отримання результатiв дисертацiйної роботи

використовується метод енергетичних оцiнок, описаний у роботах [45, 61–64,

68]. Вiн є комбiнацiєю декiлькох пiдходiв та технiк. А саме, використовує

метод апрiорних оцiнок типу Сен-Венана, якi застосовуються при вивченнi

iснування, єдиностi та асимптотичних властивостей енергетичних слабких

розв’язкiв лiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь (див. [37, 38, 43, 67,

80]), а також нелiнiйний варiант цього методу (див. [1,44]); метод локальних

енергетичних оцiнок (див. [2, 57]).

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджено пове-

дiнку слабких розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з локалiзовани-

ми сингулярними граничними даними, а також поведiнку слабких та великих

розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з виродженим потенцiалом аб-

сорбцiї. Зокрема, отриманi такi результати.

– методом енергетичних оцiнок знайдено точну оцiнку профiлю слабких
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розв’язкiв початково-крайової задачi квазiлiнiйного параболiчного рiв-

няння з локалiзованими сингулярними граничними даними в залежностi

вiд характеру загострення граничного режиму;

– на основi отриманих оцiнок знайдено точну оцiнку зверху профiлю слаб-

ких розв’язкiв квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з виродженим по-

тенцiалом абсорбцiї з довiльними граничними та початковими даними;

– усi оцiнки отримано для рiзних випадкiв спiввiдношень мiж параметра-

ми нелiнiйностей розглянутих рiвнянь.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теорети-

чний характер та все ж отриманi результати можуть бути застосованi при ви-

вченнi сильно нестацiонарних фiзичних процесiв, для яких характерне явище

локалiзацiї тепла, магнiтного поля та iнших величин на визначених дiлянках

середи. Також важливим аспектом є метод, за допомогою якого проведено

дослiдження. Метод енергетичних оцiнок може застосовуватись при вивчен-

нi нелiнiйних рiвнянь у частинних похiдних другого та високих порядкiв у

багатомiрних областях з сингулярними граничними даними, а також при ви-

вченнi великих розв’язкiв параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю та логiстичних

рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому

керiвниковi. Всi результати дисертацiї отриманi авторкою самостiйно. Зi ста-

тей, якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисертацiю включенi лише тi резуль-

тати, якi належать авторцi. А саме: роботи [19], [83], [84] написанi без спiвав-

торiв, роботи [20], [77] написанi у спiвавторствi з науковим керiвником, йому

належить постановка задачi та загальний план дослiдження.
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Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї були представленi на конференцiях всеукра-

їнського та мiжнародного рiвнiв: Мiжнародна конференцiя з диференцiаль-

них рiвнянь, присвячена 110-рiчницi вiд дня народження Я.Б. Лопатинського

(Львiв, 2016); V Мiжнародна конференцiя молодих вчених з диференцiаль-

них рiвнянь та їх застосувань iменi Я.Б. Лопатинського (Київ, 2016); Мiж-

народна конференцiя з диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики та

застосувань (Черкаси, 2017); Мiжнародна лiтня математична школа пам’ятi

В.А. Плотнiкова (Одеса, 2018); Summer School Wisla 18 (Вiсла, Польща, 2018);

Мiжнародна наукова конференцiя, присвячена 50-рiччю факультету матема-

тики та iнформатики Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя

Федьковича "Сучаснi проблеми математики та її застосування в природни-

чих науках i iнформацiйних технологiях"(Чернiвцi, 2018); VI Всеукраїнська

математична конференцiя iменi Б.В. Василишина "Нелiнiйнi проблеми аналi-

зу"(Микуличин, 2018); Наукова конференцiя, присвячена 80-рiччю Б.В. База-

лiя та сторiччю Нацiональної академiї наук України "Contemporary Analysis

and Nonlinear Boundary Problems"(Слов’янськ, 2018); Конференцiя молодих

учених «Пiдстригачiвськi читання – 2019» (Львiв, 2019); Мiжнародна конфе-

ренцiя молодих математикiв (Київ, 2019); Мiжнародна конференцiя до 100-

рiччя О.В. Погорєлова "Geometry, Differential Equations and Analysis"(Kharkiv,

2019); VI Мiжнародна школа-конференцiя iменi Я.Б. Лопатинського "Дифе-

ренцiальнi рiвняння та їх застосування"(Вiнниця, 2019); Мiжнародна конфе-

ренцiя «Функцiональнi методи в теорiї наближень, диференцiальних рiвня-

ннях та обчислювальнiй математицi IV», присвячена 100-рiччю з дня наро-

дження В.К. Дзядика (Свiтязь, 2019).

Також результати дисертацiйного дослiдження доповiдались на семiна-

рах: розширений семiнар вiддiлення математики Фiзико-технiчного iнституту



30

низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України (Харкiв, 2019); розшире-

ний семiнар вiддiлу нелiнiйного аналiзу та рiвнянь математичної фiзики Iн-

ституту прикладної математики i механiки НАН України (Слов’янськ, 2019).

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiкованi у

фахових журналах та мiжнародних наукових виданнях з наукометричних

баз, пройшли апробацiю на наукових конференцiях та семiнарах. Результати

дисертацiї знайшли вiдображення в 16 наукових публiкацiях, в тому числi

в 5 статтях [19], [20], [77], [83], [84] у спецiалiзованих журналах, з яких три

написано без спiвавторiв, i в тезах виступiв [85], [86], [87], [88], [60], [89], [90],

[91], [92], [93], [21] на 11 наукових конференцiях.

Структура дисертацiї Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, вступу,

трьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, списку використаних джерел, який

мiстить 93 найменування, та 1 додатку. Повний обсяг роботи – 156 сторi-

нок. Обсяг основної частини дисертацiї – 117 сторiнок. Роздiл 1, присвячений

огляду лiтератури, займає 22 сторiнки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйну роботу виконано у вiддiлi нелiнiйного аналiзу та рiвнянь матема-

тичної фiзики Iнституту прикладної математики та механiки НАН України

у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень вiддiлу та в рамках

державних науково-дослiдних робiт:

1. НДР «Спектральнi та якiснi властивостi елiптичних та параболiчних

граничних задач та їх розв’язкiв», вiдомча тематика НАН України, но-

мер державної реєстрацiї: 0116U002032, термiн виконання: 2016-2020 ро-

ки.

2. НДР «Регулярнiсть та точнi поточковi оцiнки сингулярних розв’язкiв

квазiлiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь структури дифузiї-
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сильної нелiнiйної абсорбцiї», що фiнансувалась Державним фондом фун-

даментальних дослiджень згiдно договорiв:

№ Ф71/66-2016 вiд 12.07.2016 р., номер державної реєстрацiї: 0116U007160,

термiн виконання: липень – грудень 2016 року,

№ Ф71/42-2017 вiд 11.05.2017 р., номер державної реєстрацiї: 0117U006053,

термiн виконання: травень – жовтень 2017 року.

3. НДР «Геометричнi властивостi метричних просторiв, динамiчних систем

та особливостi параболiчних рiвнянь», що фiнансувалась Державною

органiзацiєю «Вiддiлення цiльової пiдготовки Київського нацiонально-

го унiверситету iменi Тараса Шевченка при Нацiональнiй академiї наук

України» згiдно протоколу № 28 вiд 16.05.2017 р.,

номер державної реєстрацiї: 0117U006353, термiн виконання: липень -

грудень 2017 року,

номер державної реєстрацiї: 0118U003795, термiн виконання: сiчень - гру-

день 2018 року.
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РОЗДIЛ 1

IСТОРIЯ ЗАДАЧI ТА ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Iсторiя задачi та основнi результати минулого сторiччя

В дисертацiйнiй роботi вивчаються задачi з сингулярними граничними да-

ними для параболiчних рiвнянь, тобто розв’язок задачi має прямувати до

нескiнченностi на межi областi за скiнчений промiжок часу. Найпростiшим

прикладом таких задач є така:

𝑢𝑡 − (𝑘(𝑢)𝑢𝑥)𝑥 = 0 в (0, 𝑇 )× R+, 𝑇 <∞, (1.1)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (1.2)

𝑢(𝑡, 0) = 𝑓(𝑡) → ∞ as 𝑡→ 𝑇. (1.3)

Тут 𝑘 є невiд’ємною i достатньо гладкою функцiєю, а саме 𝑘 ∈ 𝐶(0, 𝑇 ) ∩

𝐶2(0,∞). У випадку виродження коефiцiєнта у константу 𝑘(𝑢) ≡ 𝑘0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 >

0 рiвняння (1.1) стає лiнiйним параболiчним рiвнянням, а саме:

𝑢𝑡 − 𝑘0 𝑢𝑥𝑥 = 0.

Теорiя сингулярних граничних режимiв почала активно розвиватися у 60-i

роки минулого столiття разом iз розвитком теорiї сильно нестацiонарних та

нелiнiйних проблем контрольованого термоядерного синтезу КТС (Controlled

Thermonuclear Fusion). Процес термоядерного синтезу полягає у синтезi бiльш

важких ядер атомiв з бiльш легких з метою отримання енергiї. Найбiльш по-

ширеним паливом для цiєї реакцiї є сумiш iзотопiв, дейтерiю та трiтiю. Про-

блемою було те, що для запуску процесу синтезу, атоми дейтерiю та трiтiю

необхiдно сильно нагрiти.
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У 1964 роцi М.Г. Басов та О.М. Крохiн у роботi [52] запропонували на-

грiвати дейтерiй-трiтiєву мiшень до надвисоких температур за допомогою

потужного сфокусованого пучку лазерiв. Процес нагрiву до такої темпера-

тури у математичнiй моделi представлений граничною умовою, вiдповiдно

до якої температура на поверхнi дейтерiй-трiтiєвої краплi монотонно зростає

до нескiнченостi за деякий скiнчений промiжок часу. Тож основною задачею

стало визначити, як в залежностi вiд поведiнки температурного режиму на

поверхнi, поводить себе температура всерединi областi, дослiдити процеси та

феномени, якi можуть при цьому з’являтися.

Найпростiша математична модель процесу нагрiву, що включає в себе ли-

ше розповсюдження тепла, є задача (1.1), (1.2), (1.3) з коефiцiєнтом тепло-

провiдностi 𝑘(𝑢) > 0 таким, що 𝑘(𝑢) → ∞ при 𝑢 → ∞, зокрема, 𝑘(𝑢) = 𝑢
5
2

для повнiстю iонiзованої плазми. Функцiю 𝑢0 в початковiй умовi (1.2) слiд iн-

терпретувати як температуру областi у початковий момент часу, а функцiю

𝑓 — як задану температуру у довiльний момент часу 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) на поверхнi

дейтерiй-трiтiєвої мiшенi, що генерується лазерним променем та нескiнченно

зростає при наближеннi до моменту часу 𝑇 (зростання за blow-up режимом).

Виявилося, що в залежностi вiд поведiнки граничного режиму 𝑓 , може

виникати ефект просторової локалiзацiї, тобто, нескiнчена температура не

розповсюджується на всю область за скiнчений промiжок часу, а локалiзує-

ться бiля її межи. При цьому поза областi локалiзацiї температура залишає-

ться обмеженою. Перший детальний аналiз такого ефекту для квазiлiнiйного

рiвняння теплопровiдностi (1.1) iз коефiцiєнтом 𝑘(𝑢) = 𝑢𝜎, 𝜎 > 0 був пред-

ставлений О.А. Самарським та I.М. Соболем у 1963 роцi у роботi [42]. В нiй

отримано чисельнi розв’язки описаної задачi не тiльки для одновимiрного

випадку, а й коли розмiрнiсть просторової змiнної дорiвнює 2 та 3.

У 1972 роцi на конференцiї у Монреалi Едвард Теллер вперше запропону-



34

вав лазерне стискання дейтерiй-трiтiєвої мiшенi до надвисокої щiльностi. Таке

стискання може iнiцiювати термоядерне горiння, що призведе до синтезу та

вивiльнення енергiї. Принциповим бар’єром було те, що при такому стискан-

нi можливе виникнення шокових хвиль. Але у роботi [71] (1972) I. Nuckolls,

L. Wood, A. Thiessen and G. Zimmerman показали чисельно, що лазерне сти-

скання без шокових хвиль можливе. Iстотною вимогою такого процесу було

те, що потiк лазерного випромiнювання на DT-мiшень має змiнюватися мо-

нотонно за blow-up режимом за скiнчений час.

Пiсля публiкацiї роботи [71] ефект просторової локалiзацiї за умови, що

температура 𝑢 прямує до нескiнченностi при 𝑡→ 𝑇 , став популярним об’єктом

дослiдження i позицiонувався як одна з типових проблем квазiлiнiйних пара-

болiчних рiвнянь. Зокрема, задача локалiзацiї blow-up розв’язкiв у параболi-

чних рiвняннях була вперше сформульована С.П. Курдюмовим у 1974 роцi

у [69].

У 1970-х роках починається бурхливий розвиток теорiї сингулярних режи-

мiв. Для того, щоб прослiдкувати основнi результати того часу, введемо деякi

поняття. Будемо розглядати задачу (1.1), (1.2), (1.3).

Визначення 1.1. Якщо функцiя 𝑢0 з (1.2) має компактний носiй, то для

всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) може бути визначена вiльна межа (термальний фронт):

𝜁(𝑡) = sup{𝑥 ∈ [0,∞) : 𝑢(𝑡, 𝑥) > 0}.

Легко бачити, що функцiя 𝜁 є неперервною та монотонно зростаючою на

[0, 𝑇 ). Для таких розв’язкiв (при компактному носiї початкової функцiї 𝑢0)

локалiзацiя граничних режимiв визначається у термiнах термального фрон-

ту.
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Визначення 1.2. Граничний режим 𝑓 з (1.3) називається локалiзованим,

якщо виконана умова:

lim
𝑡→𝑇

𝜁(𝑡) <∞.

Представленi далi означення пов’язанi з поняттям ефективної локалiзацiї.

Визначення 1.3. Для довiльного розв’язку 𝑢 задачi (1.1), (1.2), (1.3) мно-

жиною сингулярностi (blow-up set) називається:

Ω𝑠 = Ω𝑠(𝑢) = {𝑥 : lim sup
𝑡→𝑇

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞},

Визначення 1.4. Розв’язок 𝑢(𝑡, 𝑥) називається ефективно локалiзова-

ним, якщо:

𝜔 := sup{𝑥 ∈ Ω𝑠(𝑢)} <∞.

При цьому значення 𝜔 називається розмiром областi сингулярностi.

Наступне означення — метастабiльна локалiзацiя.

Визначення 1.5. У задачi (1.1), (1.2), (1.3) має мiсце метастабiльна

локалiзацiя, якщо iснує таке 𝑟 ∈ (0,∞), що виконується умова:

lim
𝑡→𝑇

∫︁ ∞

𝑟

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 <∞.

Як зазначалося ранiше, модель (1.1), (1.2), (1.3) описує процес термоядер-

ного горiння у повнiстю iонiзованiй плазмi з коефiцiєнтом теплопровiдностi

𝑘(𝑢) = 𝑘0𝑢
𝜎, 𝜎 > 0, 𝑘0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Тож така задача вивчалася дуже активно.

Зокрема, у роботi [40] (1975) О.А. Самарським, М.В. Змiтренко, С.П. Курдю-

мовим та О.П. Михайловим було розглянуто задачу:

𝑢𝑡 − 𝑘0 (𝑢
𝜎 𝑢𝑥)𝑥 = 0 в (0, 𝑇 )× R+, 𝑇 <∞, (1.4)
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𝑢(0, 𝑥) = 0, (1.5)

𝑢(𝑡, 0) = 𝑇0(𝑇 − 𝑡)−𝛼, 𝛼 > 0, 𝑇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (1.6)

Для неї знайдено класи граничних режимiв, дiя яких породжує метастабiльну

локалiзацiю тепла. Показано, що в залежностi вiд значення 𝛼 з (1.6) лока-

лiзацiя (якщо вона має мiсце) має рiзний характер. Розглянемо цi випадки

бiльш детально.

1. Якщо 𝛼 = 1
𝜎 , то локалiзацiя має мiсце, а область сингулярностi (див.

Означення 1.3) є деякий iнтервал Ω𝑠 = (0, 𝑥𝑓). У цьому випадку граничний

режим називається S-режим, а розв’язок задачi (1.4), (1.5), (1.6) має вигляд

стоячої хвилi:

𝑢(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑇0(𝑇 − 𝑡)−

1
𝜎

(︁
1− 𝑥

𝑥𝑓

)︁ 2
𝜎

при 𝑥 6 𝑥𝑓 ,

0 при 𝑥 > 𝑥𝑓 .

Значення 𝑥𝑓 називається також глибиною прогрiву i очевидно визначає тер-

мальний фронт (див. Означення 1.1) 𝜁(𝑡) ≡ 𝑥𝑓 , 𝑥𝑓 залежить вiд властивостей

середи 𝑘0, 𝜎 та iнтенсивностi початкового нагрiву 𝑇0. Вперше ефект стоячої

хвилi був описаний у роботi [42]. Вiн цiкавий тим, що область, в якiй темпера-

тура вiдмiнна вiд нуля, не змiнюється напротязi деякого промiжку часу. При

цьому всерединi областi температура може зростати до як завгодно великих

значень.

2. Якщо 𝛼 < 1
𝜎 , тодi за теоремами порiвняння легко показати, що такий

режим не може призвести до проникнення тепла глибше, нiж на глибину 𝑥𝑓 ,

яка визначається мажоруючим S-режимом (див. попереднiй випадок). Отже

має мiсце локалiзацiя тепла. Бiльш того, у цiй же роботi [40] показано, що

розв’язок задачi (1.4), (1.5), (1.6) з вiдповiдною умовою на 𝛼 буде мати вигляд

хвилi, що спочатку рухається вiд межi всередину областi, а починаючи з

деякого моменту 𝑡 термальний фронт хвилi зупиняється, а розв’язок бiля
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межi прямує до нескiнченностi. Доведено, що в цьому випадку Ω𝑠 = {0},

такий режим називається LS-режимом.

3. Якщо 𝛼 > 1
𝜎 , то теплова хвиля розповсюджується зi скiнченою швид-

кiстю, отже термальний фронт 𝜁 є строго зростаючою функцiєю. У цьому

випадку локалiзацiя залежить вiд того, в якiй областi розглядається задача

та за який промiжок часу. Такий режим називають HS-режимом.

Вiдмiтимо, що у роботi [40] також приведено ряд чисельних розв’язкiв

не тiльки для одномiрного, а й для двовимiрного та тривимiрного випадкiв.

Бiльш детально вивчений випадок S-режиму з параметром 𝜎 = 5
2 , знайдено

оцiнки деяких параметрiв, необхiдних для нагрiву повнiстю iонiзованої пла-

зми лазерним випромiнюванням.

У роботi [22] (1977) тими ж авторами було розглянуто рiвняння (1.4) з ме-

тою бiльш практичного вивчення математичної моделi процесу запалювання

термояденого горiння у дейтерiй-трiтiєвiй плазмi. За допомогою чисельних

методiв з використанням реальних експерементальних параметрiв показано,

що у рамках плоскої геометрiї такий процес може супроводжуватись лока-

лiзацiєю горiння на деяких дiлянках середи напротязi скiнченого промiжку

часу. Знайдено критичнi розмiри амплiтуди початкових збурень температу-

ри, що призводять до резонансного збурення горiння, визначенi масштаби

розмiру та часу розвитку структури термоядерного горiння.

Робота [24] (1977) мiстить у собi деякий огляд результатiв вивчення осо-

бливостей режимiв iз загостренням. В нiй описується процес адiабатичного

стискання плазми поршнем, побудовано математичну модель цього процесу,

вивчено його аналiтичнi розв’язки. Також у роботi представлено деякi чи-

сельнi розв’язки та вивчено модель процесу за наявностi магнiтного поля.

У кiнцi 1970-х рокiв вивчення режимiв iз загостренням почало позицiо-

нуватись як окремий напрямок дослiджень якiсних властивостей рiвнянь з
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частинними похiдними. Такi задачi розглядались не лише у контекстi процесу

контрольованого термоядерного синтезу, а i як математичнi моделi, що ма-

ють широкий спектр застосувань у фiзицi. Насамперед, вони пов’язувались з

особливостями сильно нестацiонарних процесiв, для яких характерне явище

локалiзацiї тепла, магнiтного поля та iнших величин на визначених дiлянках

середи. У результатi таких процесiв виникають стiйкi температурнi або iншi

неоднорiднi структури.

Також активно розвивається та модифiкується бар’єрна технiка дослiдже-

ння задач з сингулярними граничними режимами, вивчаються класи автомо-

дельних розв’язкiв, розробляється метод з використання наближених автомо-

дельних розв’язкiв (бiльш детально концепцiя методiв дослiджень описана у

пунктi 1.2).

Тож, якщо ранiше основним предметом дослiджень було рiвняння (1.1)

з коефiцiєнтом теплопровiдностi 𝑘, який степенево залежить вiд температу-

ри 𝑢, то у 1979 у роботi [39] була дослiджена вiдповiдна початково-крайова

задача для лiнiйного рiвняння:

𝑢𝑡 = 𝑘0𝑢𝑥𝑥, 𝑥 ∈ (0,∞), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), (1.7)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ (0,∞). (1.8)

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢0
(︀
exp{𝑟0(𝑇 − 𝑡)−𝛼} − 1

)︀
, 𝛼 > 0, 𝑢(𝑡, 0) → ∞, 𝑡→ 𝑇.

(1.9)

Тут 𝑘0, 𝑢0, 𝑟0 — деякi додатнi сталi. У [39] знайдено умови локалiзацiї режиму,

розглянуто рiзнi випадки степенi 𝛼, описано поведiнку розв’язку в залежно-

стi вiд 𝛼. Також слiд вiдмiтити, що у лiнiйному випадку розв’язок нiколи

не буде локалiзованим у сенсi означення 1.2. Добре вiдомо, що навiть якщо

початкова функцiя має обмежений носiй, розв’язок лiнiйного рiвняння не бу-

де мати обмеженого носiя в жодний момент часу. Тож для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )
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тепловий фронт буде нескiнченним 𝜁(𝑡) = ∞. У той же час розв’язок мо-

же бути ефективно локалiзованим, див. означення 1.4. Розглянемо рiзнi типи

локалiзацiї.

1. Якщо 𝛼 = 1, то розв’язок задачi (1.7), (1.9), (1.8) має такий вигляд:

𝑢(𝑡, 𝑥) ∼ 𝑢0

(︃
exp

{︃
𝑟0(𝑇 − 𝑡)−1

(︂
1− 𝑥

𝑥𝑝

)︂2
}︃

− 1

)︃
, 0 6 𝑥 6 𝑥𝑝,

де 𝑥𝑝 = 2(𝑘0𝑟0)
1
2 — глибина локалiзацiї, поза промiжком (0, 𝑥𝑝) розв’язок не

дорiвнює нулю, але завжди обмежений. Тож нескiнчена температура прони-

кає в область лише на фiксований промiжок, який є областю сингулярностi

Ω𝑠. Очевидно, має мiсце ефективна локалiзацiя, розмiр областi сингулярностi

𝜔 = 𝑥𝑝. Такий режим називається S-режимом.

2. Якщо 0 < 𝛼 < 1, розв’язок обмежений таким граничним розподiлом

при 𝑥→ 0:

𝑢(𝑡, 𝑥) → 𝑢0

(︁
exp

{︁
𝐶
(︀
𝑟0𝑘

𝛼
0 𝑥

−2𝛼
)︀ 1

1−𝛼

}︁
− 1
)︁
, 𝑡→ 𝑇,

де 𝐶 = 𝐶(𝛼) — додатна стала, що залежить вiд 𝛼. У цьому випадку область

сингулярностi зосереджена на межi Ω𝑠 = {0}, тож граничний режим є ефе-

ктивно локалiзованим i називається LS-режимом.

3. Якщо 𝛼 > 1, то розв’язок в областi 0 6 𝑥 < 𝑥𝑝 := 𝐶
(︀
𝑘0𝑟0(𝑇 − 𝑡)−𝛼+1

)︀ 1
2

змiнюється за законом:

𝑢(𝑡, 𝑥) ∼ 𝑢(𝑡, 0) exp
{︁
−𝑥
(︀
𝛼𝑟0𝑘

−1
0

)︀ 1
2 (𝑇 − 𝑡)−

𝛼+1
2

}︁
, 𝑡→ 0,

где 𝐶 = 𝐶(𝛼) — додатна стала, що залежить вiд 𝛼. Цей випадок характери-

зується тим, що глибина проникнення нескiнченної температури 𝑥𝑝 залежить

вiд часу 𝑡 i при наближеннi до часу загострення 𝑇 прямує до нескiнчен-

ностi. Тож область сингулярностi Ω𝑠 = (0,∞) i режим є нелокалiзованим
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(HS-режим).

У роботi [39] описано також багатомiрний випадок задачi (1.7), (1.9), (1.8)

та отримано аналогiчнi результати, отримано деякi чисельнi результати, що

стосуються проникнення тепла у S-режимi.

У 1979 роцi у серiї робiт [5,6] почалося дослiдження задачi (1.1), (1.3), (1.2)

з коефiцiєнтом теплопровiдностi нестепеневого виду. Основною задачею було

отримати такi умови на граничний режим 𝑓 , при яких розв’язок стає лока-

лiзованим. Серед основних результатiв слiд видiлити визначення достатнiх

умов локалiзацiї для коефiцiєнтiв:

𝑘(𝑢) =
𝑢𝜎

1 + 𝜆(𝑢)
, 𝑢 > 0, 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 𝑂,

де функцiя 𝜆 ∈ 𝐶2(R1
+), 𝜆(𝑢) > 0, 𝜆′(𝑢) > 0, 𝑢 > 0. У цих же роботах

отриманi умови вiдсутностi локалiзацiї для коефiцiєнтiв:

𝑘(𝑢) = 𝑢𝜎(1 + 𝜆(𝑢)), 𝑢 > 0, 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 𝑂

з аналогiчними умовами на функцiю 𝜆.

У роботi [8] (1981) дослiджено ефект локалiзацiї для середи з коефiцiєнтом

теплопровiдностi, що має бiльш довiльну залежнiсть вiд температури:∫︁ 1

0

𝑘(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 <∞.

Показано, що ця умова на коефiцiєнт є необхiдною i достатньою для того, щоб

швидкiсть розповсюдження збурень у процесах, що описуються вiдповiдним

рiвнянням, була скiнченою.

Подальший розвиток дослiджень був пов’язаний зi знаходженням необхi-

дних i достатнiх умов локалiзацiї розв’язкiв для граничних режимiв загаль-
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ного виду. Покажемо еволюцiю цих дослiджень на прикладi задачi:

𝑢𝑡 = (𝑢𝑚)𝑥𝑥 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ (0,∞)× (0, 𝑇 ), 𝑚 > 1, 0 < 𝑇 <∞, (1.10)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ∀𝑥 ∈ [0,∞), (1.11)

𝑢(0, 𝑡) = 𝜓(𝑡) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 𝜓(𝑡) → ∞ when 𝑡→ 𝑇, (1.12)

де 𝑢0 та 𝜓 — заданi невiд’ємнi неперервнi функцiї, що задовольняють умовi

узгодження 𝜓(0) = 𝑢0(0).

Рiвняння (1.10) називається рiвнянням пористого середовища, бо воно опи-

сує нестацiонарну течiю стискаючої ньютонiвської рiдини у пористому сере-

довищi (фiльтрацiю) при полiтропiчному режимi (див., наприклад, [3]).

У роботi [9] у 1982 роцi розглядається задача (1.10), (1.11), (1.12) з грани-

чною функцiєю 𝜓(𝑡) з класу 𝐶2(0, 𝑇 ). Для такої задачi отримано представ-

лений результат.

Теорема 1.1. Припустимо, що граничний режим iз сингуляним загостре-

нням 𝜓 задовольняє таким умовам:

𝜓 ∈ 𝐶2(0, 𝑇 ), 𝜓′(𝑡) > 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

а також iснує границя:

lim
𝑡→𝑇

(︂
𝜓

𝜓′

)︂′
(𝑡) := 𝑙.

Тодi необхiдною i достатньою умовою ефективної локалiзацiї (див. означення

1.4) розв’язку задачi (1.10), (1.11), (1.12) є спiввiдношення:

𝑙 = ∞ or
𝜓𝑚

𝜓′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). (1.13)

Бiльш того, розмiр областi сингулярностi визначається таким чином:

𝜔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, if 𝑙 = −∞,

𝐶 lim sup𝑡→𝑇

(︂
𝜓𝑚(𝑡)
𝜓′(𝑡)

)︂ 1
2

, if 𝑙 > −∞,
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де 𝐶 — додатна стала, що залежить лише вiд 𝑙.

Пiзнiше у роботi [65] B.H. Gilding та M.A. Herrero розширили попереднiй

результат на клас монотонних функцiй.

Теорема 1.2. Якщо граничний режим 𝜓(𝑡) з (1.12) є монотонно зроста-

ючим на [0, 𝑇 ), то розв’язок 𝑢 задачi буде ефективно локалiзованим тодi i

тiльки тодi, коли виконується умова:

𝜌 := lim sup
𝑡→𝑇

(︂
𝜓(𝑡)−1

∫︁ 𝑡

0

𝜓𝑚(𝑠)𝑑𝑠

)︂ 1
2

<∞. (1.14)

Окрiм цього, якщо розв’язок є локалiзованим, то

lim sup
𝑡→𝑇

(𝑇 − 𝑡)
1

𝑚−1𝑢(𝑥, 𝑡) <∞ ∀𝑥 > 0,

у той час, як якщо локалiзацiї немає, то

lim sup
𝑡→𝑇

(𝑇 − 𝑡)
1

𝑚−1𝑢(𝑥, 𝑡) = ∞ ∀𝑥 > 0.

Бiльш того, у цiй же роботi отримано оцiнку розмiру областi сингулярностi

𝜔:

𝐶1𝜌 6 𝜔2 6 𝐶2𝜌,

де 𝜌 з (1.14), 𝐶1 та 𝐶2 залежать лише вiд 𝑚.

Також у [65] доведено, що за умов теореми 1.1, критерiї локалiзацiї (1.13)

та (1.14) є еквiвалентними.

Ще бiльш загальний клас функцiй був розглянутий у роботi [55].

Теорема 1.3. Якщо граничний режим 𝜓(𝑡) з (1.12) є неперервним на [0, 𝑇 )

(без умови монотонностi), тодi необхiдною i достатньою умовою ефективної
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локалiзацiї є:

𝜌* := lim sup
𝑡→𝑇

(𝑇 − 𝑡)
1

𝑚−1

∫︁ 𝑡

0

𝜓𝑚(𝑡)(𝑠)𝑑𝑠 <∞.

У цiй же роботi розглянуто задачу Неймана для рiвняння (1.10) та отри-

мано критерiй локалiзацiї для неї.

1.2 Бар’єрна технiка та автомодельнi розв’язки

Усi результати, описанi у попереднiх пiдроздiлах, отриманi чисельно або за

допомогою бар’єрної технiки (методу порiвняння). Цей метод є досить ефе-

ктивним та полягає у побудовi спецiальних автомодельних розв’язкiв рiвнян-

ня та їх аналiзi. Цi автомодельнi розв’язки перетворюють початкове рiвняння

на звичайне диференцiальне рiвняння, яке легше розв’язати та дослiдити.

Продемонструємо цю технiку на простому прикладi. Розглянемо початково-

крайову задачу для лiнiйного параболiчного рiвняння з модельними грани-

чними умовами:

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 𝑡 > 0, 𝑥 > 0, (1.15)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) > 0, 𝑥 > 0, sup𝑢0 <∞, (1.16)

𝑢(𝑡, 0) = (1 + 𝑡)𝛼, 𝑡 > 0, 𝛼 > 0. (1.17)

Розв’язок задачi будемо шукати у виглядi:

𝑢𝐴(𝑡, 𝑥) = (1 + 𝑡)𝛼𝜃𝐴(𝜉), 𝜉 =
𝑥

(1 + 𝑡)
1
2

. (1.18)

Пiдставляючи (1.18) у рiвняння (1.15), легко отримати таке звичайне дифе-

ренцiальне рiвняння для функцiї 𝜃𝐴:

𝜃′′𝐴 +
1

2
𝜃′𝐴𝜉 −𝑚𝜃𝐴 = 0, 𝜉 > 0. (1.19)
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Очевидно, що вiдповiдно до умов (1.16), (1.17), функцiя 𝜃𝐴 має задовольняти

такi умови:

𝜃𝐴(0) = 1, 𝜃𝐴(∞) = 0. (1.20)

Таким чином, проблема побудови автомодельного розв’язку (1.18) рiвняння

з частинними похiдними звелася до крайової задачi (1.19), (1.20) для наба-

гато бiльш простого звичайного диференцiального рiвняння. Добре вiдомо,

що для задачi (1.19), (1.20) iснує єдиний розв’язок, який є строго монотонно

зростаючим i має вигляд:

𝜃𝐴(𝜉) = 22𝛼+1Γ(1 + 𝛼)

𝜋
1
2

exp

{︂
−𝜉

2

4

}︂
𝐻−(2𝛼+1)

(︂
𝜉

2

)︂
,

де 𝐻𝜈 — функцiя Ермiта:

𝐻𝜈(𝑧) =
1

Γ(−𝜈)

∫︁ ∞

0

exp{𝑡2 − 2𝑧𝑡}𝑡−(𝜈+1)𝑑𝑡.

Побудований автомодельний розв’язок (1.18) має просту просторово часову

структуру. Його легко аналiзувати та отримувати рiзного роду властивостi.

Тепер, користуючись теоремами порiвняння, легко порiвнювати розв’язки за-

дачi з бiльш загальними граничними даними. Наприклад, можна показати,

що розв’язок задачi (1.15), (1.16) з умовою на початкову функцiю 𝑢0(𝑥) 6

𝜃𝐴(𝑥), 𝑥 > 0 та з граничними даними, якi задовольняють умовi:

𝑢(𝑡, 0) 6 (1 + 𝑡)𝛼, 𝑡 > 0, 𝛼 > 0,

в силу теорем порiвняння, задовольняє нерiвностi:

𝑢(𝑡, 𝑥) 6 (1 + 𝑡)𝛼𝜃𝐴

(︂
𝑥

(1 + 𝑡)
1
2

)︂
.

Проводячи аналiз останньої нерiвностi, можна отримати необхiднi властиво-

стi шуканих розв’язкiв.
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Також в рамках методу порiвняння доводяться рiзноманiтнi твердження

щодо стiйкостi автомодельних розв’язкiв вiдносно початкових та граничних

умов, вiдносно збурень коефiцiєнту теплопровiдностi, що допомагає бiльш

глибоко вивчити асимптотичну поведiнку розв’язкiв. Таким чином автомо-

дельнi розв’язки виступають в деякому родi бар’єром для класiв неавтомо-

дельних розв’язкiв, якi суттєво вiдрiзняються за своїми властивостями.

У багатьох роботах з’ясовувались умови iснування та єдиностi, вивча-

лися властивостi та асимптотична стiйкiсть рiзноманiтних автомодельних

розв’язкiв рiвняння (1.1), див. наприклад, [4–7,9,22,27,39,42,65,72] i посила-

ння в них.

Зазвичай нетривiальнi автомодельнi розв’язки допускає достатньо вузький

клас рiвнянь. Наприклад, рiвняння (1.1) з умовами (1.2), (1.3) допускає лише

два види таких розв’язкiв:

I. 𝑢𝐴(𝑡, 𝑥) = 𝜃𝐴

(︂
𝑥

(1 + 𝑡)
1
2

)︂
при 𝑓(𝑡) = 1,

II. 𝑢𝐴(𝑡, 𝑥) = 𝜃𝐴 (𝑥− 𝑡) при 𝑓(𝑡) = 𝜃𝐴(−𝑡).

Звичайно, для рiвнянь з коефiцiєнтом теплопровiдностi 𝑘(𝑢) бiльш конкре-

тного вигляду, наприклад степеневого 𝑘(𝑢) = 𝑢𝜎, з’являються додатковi пiд-

ходящi класи автомодельних розв’язкiв (див. [9]). Також додатковi автомо-

дельнi розв’язки мають рiвняння з експоненцiальною нелiнiйнiстю 𝑘(𝑢) = 𝑒𝑢

за рахунок того, що рiвняння такого вигляду замiною 𝑣 = 𝑒𝑢 легко зводиться

до рiвнянь зi степеневою нелiнiйнiстю.

Для розширення класу дослiджуваних рiвнянь розроблялося багато до-

даткових пiдходiв, один з яких, метод пошуку наближених автомодельних

розв’язкiв, який достатньо повно описано у серiї робiт [9–12]. Цей метод по-

лягає у побудовi автомодельних розв’язкiв задачi, якi не задовольняють рiв-

няння, але до яких асимптотично збiгаються розв’язки задачi, що розглядає-

ться. Такий пiдхiд значно розширює клас дослiджуваних задач, але не робить
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описаний метод бiльш унiверсальним.

1.3 Метод енергетичних оцiнок та основнi результати

У 1999 роцi в роботi [45] А.Є. Шишков та А.Г. Щелков був запропонований

новий метод для вивчення локалiзованих режимiв iз загостренням для ква-

зiлiнiйних параболiчних рiвнянь другого порядку у багатомiрних областях.

Цей метод використовує принципово iнший пiдхiд, що полягає у ефектив-

нiй оцiнцi перетокiв енергiї у нескiнченiй послiдовностi часових шарiв, якi

накопичуються бiля часу загострення, i не використовує бар’єрних технiк.

Вiн є комбiнацiєю декiлькох методiв та пiдходiв. А саме, використовує метод

апрiорних оцiнок типу Сен-Венана, якi застосовуються при вивченнi iснуван-

ня, єдиностi та асимптотичних властивостей енергетичних слабких розв’язкiв

лiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь (див. [37,38,43,67,80]), а також

нелiнiйний варiант цього методу (див. [1,44]); метод локальних енергетичних

оцiнок (див. [2, 57]).

Пiзнiше у серiї робiт В.О. Галактiонова та А.Є. Шишкова [61–64] (2003–

2006) метод енергетичних оцiнок був розвинутий для широкого класу двiчi

нелiнiйних параболiчних рiвнянь другого порядку та розширений для дослi-

дження рiвнянь високих порядкiв. У монографiї [68] (2016) зiбранi усi основнi

принципи та результати, отриманi методом енергетичних оцiнок.

Продемонструємо основнi результати згаданих робiт та принцип роботи

методу на прикладi двiчi нелiнiйного параболiчного рiвняння. Розглянемо

початково-крайову задачу:

(𝑢𝑞)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = 0 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 )× Ω, 𝑛 > 1, 𝑝 > 1, 𝑞 > 0, (1.21)

де Ω — обмежена зв’язна область в R𝑛, 𝑛 > 1 з 𝐶2–гладкою межею 𝜕Ω.

Оператор Δ𝑝 є 𝑝-лапласiаном, тобто Δ𝑝 𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1

(︀
(∇𝑥𝑢)

𝑝−1𝑢𝑥𝑖
)︀
𝑥𝑖
. Початкова
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i крайова умова для рiвняння мають такий вигляд:

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0 в Ω, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω), (1.22)

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑓(𝑡, 𝑥), (1.23)

де функцiя 𝑓 визначена на 𝜕Ω та задає сингулярне загострення функцiї 𝑢 на

межi, тобто

𝑓(𝑡, 𝑥) → ∞ при 𝑡→ 𝑇, ∀𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Будемо розглядати функцiю 𝑓(𝑡, 𝑥) як слiд на (0, 𝑇 )×𝜕Ω функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥), яка

визначена на цилiндрi 𝑄 = (0, 𝑇 )× Ω та задовольняє умовам гладкостi:

𝑓(𝑡, ·) ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1(Ω)) ∩ 𝐿𝑝+1

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );𝑊
1,𝑝+1(Ω));

𝑓 𝑡(𝑡, ·) ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿

𝑞+1(Ω)) ∩ 𝐿
𝑝+1

𝑝−𝑞+1

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );𝐿
𝑝+1

𝑝−𝑞+1 (Ω)).

Характер загострення граничного режиму при 𝑡→ 𝑇 опишемо функцiєю:

𝐹 (𝑡) := sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏+

+

(︃∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁
Ω

|𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝜏

)︃𝑞+1

→ ∞ при 𝑡→ 𝑇.

(1.24)

Визначення 1.6. Функцiю 𝑢 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) будемо називати слаб-

ким (енергетичним) розв’язком задачi (1.21), (1.22), (1.23), якщо виконанi

умови:

i) 𝑢(𝑡, ·)− 𝑓(𝑡, ·) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );

∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω));

ii) (|𝑢(𝑡, ·)|𝑞−1𝑢(𝑡, ·))𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 ); (
∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω))*);

iii) виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝜏

0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑥+
∫︁ 𝜏

0

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

(∇𝑥𝑢)
𝑝−1𝑢𝑥𝑖𝜂𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 (1.25)

для довiльної функцiї 𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1((0, 𝜏);
∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω)) для довiльного 𝜏 < 𝑇 ;
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iv) виконується початкова умова (1.22).

Тепер, пiсля того, як сформульована задача (1.21), (1.22), (1.23), описанi всi

функцiї та введенi основнi означення, опишемо принцип методу енергетичних

оцiнок.

На першому кроцi вводимо до розгляду енергiю, що визначається таким

чином:

ℰ (𝑢)(𝑡) := sup
06𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Ця функцiя має фiзичну iнтерпретацiю, вона визначає енергiю системи у мо-

мент часу 𝑡. Використовуючи iнтегральну тотожнiсть (1.25), граничну умову

(1.23) та означення функцiї (1.24), неважко отримати (див. лему 6.2.1 у [68])

оцiнку енергiї:

ℰ (𝑢)(𝑡) 6 𝐶𝐹 (𝑡) ∀𝑡 < 𝑇, 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Далi часовий промiжок (0, 𝑇 ) розбиваємо спецiальним чином на нескiн-

чену послiдовнiсть iнтервалiв (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) (𝑖 ∈ N), при чому послiдовнiсть {𝑡𝑖}

має збiгатися до 𝑇 . Спосiб такого розбиття є одним з ключових моментiв

дослiдження та суттєво залежить вiд поведiнки граничного режиму.

Наступний крок передбачає вивчення поведiнки енергетичної функцiї ℰ (𝑢)

окремо на кожному з часових шарiв (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) та вивчення перетокiв енергiї з

одного шару в iнший.

Результатом такого дослiдження є оцiнка, що описує поведiнку енергети-

чної функцiї в залежностi вiд вiдстанi до межi та вiд часу. Оскiльки енерге-

тична функцiя визначає в деякому сенсi розв’язок задачi, то отримана оцiнка

дає змогу говорити про локалiзацiю розв’язку та розмiр областi сингулярно-

стi (див. означення 1.4).
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Використовуючи описаний метод, у роботах [45,61–64,68] була вивчена ло-

калiзацiя граничного режиму задачi (1.21), (1.22), (1.23). Оскiльки рiвняння

(1.21) має двi нелiнiйностi, то при його дослiдженнi суттєвим моментом є вiд-

ношення мiж параметрами нелiнiйностей 𝑝 та 𝑞. Тому, будемо розглядати 3

випадки.

1. У випадку, коли 𝑝 > 𝑞 (див. [68], теорема 6.3.1), розглядається функцiя

𝐹 у виглядi:

𝐹 (𝑡) := 𝛾(𝑡) · (𝑇 − 𝑡)−
𝑞+1
𝑝−𝑞 → ∞ при 𝑡→ 𝑇.

Зрозумiло, що задля того, щоб зберегти сингулярнiсть, функцiя 𝛾 має бути

такою, щоб 𝐹 (𝑡) → ∞ при 𝑡 → 𝑇 . В залежностi вiд поведiнки 𝛾 дослiджено

локалiзацiю граничного режиму.

1.1. Якщо 𝛾(𝑡) ≡ 𝛾0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀ 𝑡 < 𝑇 , то граничний режим є S-

режимом. Тож, розв’язок є ефективно локалiзованим (див. означення 1.4), а

розмiр областi сингулярностi Ω𝑠 залежить вiд 𝛾0 таким чином:

𝜔 = 𝑐𝛾𝜇0 , 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (1.26)

де параметр 𝜇 > 0 залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi.

1.2. Якщо 𝛾(𝑡) → 0 при 𝑡→ 𝑇 , то граничний режим є LS-режимом. Дiйсно,

згiдно з (1.26), 𝜔 → 0 при 𝛾0 → 0, тож в цьому випадку розмiр областi

сингулярностi дорiвнює 0, а сама область концентрується на межi Ω𝑠 ⊂ 𝜕Ω.

1.3. Якщо 𝛾(𝑡) → ∞ при 𝑡 → 𝑇 , то граничний режим є HS-режимом.

Режим в цьому випадку не є локалiзованим, i область сингулярностi спiвпадає

з областю визначення задачi Ω𝑠 = Ω.

2. У випадку, коли 𝑝 = 𝑞 (див. [68], теорема 6.4.1), функцiя 𝐹 розглядалася

у заданому виглядi:

𝐹 (𝑡) := exp
(︀
𝛾(𝑡) · (𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝

)︀
∀ 𝑡 < 𝑇.
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Функцiя 𝛾 розглядається лише у класi, який забезпечує умову сингулярностi

𝐹 (𝑡) → ∞ при 𝑡→ 𝑇 . У цьому випадку, аналогiчно з попереднiм, видiляється

три можливостi для 𝛾.

2.1. Якщо 𝛾(𝑡) = 𝛾0 > 0 ∀ 𝑡 < 𝑇 , то граничний режим є S-режимом. При

цьому розмiр областi сингулярностi оцiнюється таким чином:

𝜔 = 𝑐𝛾
𝑝

𝑝+1

0 , 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (1.27)

2.2. Якщо 𝛾(𝑡) → 0 при 𝑡 → 𝑇 , тодi з (1.27) випливає, що 𝜔 = 0, тож

Ω𝑏𝑙 ⊂ 𝜕Ω, граничний режим є LS-режимом.

2.3. Якщо 𝛾(𝑡) → ∞ при 𝑡 → 𝑇 , то, очевидно, що граничний режим є

HS-режимом i локалiзацiя не має мiсця.

3.У випадку, коли 𝑝 < 𝑞, локалiзацiя завжди має мiсце, не залежно вiд

функцiї 𝐹 . Це доводить теорема.

Теорема 1.4.(див. [68], теорема 6.5.1) Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний

розв’язок задачi (1.21), (1.22), (1.23) з додатковою структурною умовою 𝑝 < 𝑞.

Тодi, незалежно вiд степенi сингулярностi функцiї 𝐹 , для множини сингуляр-

ностi Ω𝑏𝑙 завжди буде виконуватись включення Ω𝑏𝑙 ⊂ 𝜕Ω, тобто довiльний

граничний режим є локалiзованим 𝐿𝑆-режимом. Бiльш того, виконується

точна рiвномiрна енергетична оцiнка:

ℰ(𝑡, 𝑠) 6 𝐶𝑠−
𝑝𝑞+2𝑝+1

𝑞−𝑝 ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 > 0,

де ℰ(𝑡, 𝑠) — параметризована енергiя, що залежить не тiльки вiд часу 𝑡, але

й вiд 𝑠, вiдстанi вiд довiльної точки до межi областi (бiльш детальний опис

енергетичних функцiй представлений у пiдроздiлi 2.2).

Метод енергетичних оцiнок показує себе як дуже перспективний пiдхiд

до вивчення локалiзованих граничних режимiв. Вiн не використовує жодних

теорем порiвняння та не вимагає iснування автомодельних розв’язкiв, тому є

бiльш унiверсальним та практичним.
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У вищеописаних роботах цей метод було застосовано для пошуку умов

локалiзацiї. Цiкаво також дослiдити поведiнку розв’язкiв при локалiзованих

граничних даних. З цiєю метою було проведено вiдповiдне дослiдження, ме-

тод енергетичних оцiнок був удосконалений та розширений. У роздiлах 2

та 3 можна бачити, як, використовуючи цей метод, отримати точнi оцiнки

розв’язкiв задач типу (1.21), (1.22), (1.23). При цьому дуже цiкаво прослiдкi-

вати саме поведiнку профiлю розв’язкiв та дослiдити, за яким законом вiд-

бувається спадання температури бiля зони сингулярностi, як характер по-

ведiнки залежить вiд заданих граничних умов. Такi дослiдження i є метою

дисертацiйної роботи, вони детально описанi у роздiлах 2 та 3, а вiдповiднi

результати отриманi у роботах [19,20,77,83,84].

1.4 Про iснування розв’язкiв

Iснування розв’язкiв задачi Кошi та першої крайової задачi зi скiнченими або

нескiнченими початковими та граничними даними для лiнiйних та нелiнiй-

них параболiчних рiвнянь вивчалось в багатьох роботах. Наведемо декiлька

важливих посилань.

Розглянемо задачу для рiвняння пористого середовища, а саме для рiвня-

ння ньютонiвської полiтропiчної фiльтрацiї:

𝑢𝑡 = Δ
(︀
|𝑢|𝑚−1𝑢

)︀
, 𝑚 > 1, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× Ω (1.28)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (1.29)

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑢1(𝑡, 𝑥). (1.30)

Iснування узагальнених (слабких) розв’язкiв задачi Кошi (1.28), (1.29) вивча-

лось в роботах [17, 29, 48, 53]. Iснування слабкого розв’язку першої крайової

задачi (1.28), (1.29), (1.30) доведено у [36,49,54].
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Рiвняння швидкої дифузiї (1.28) при 𝑚 ∈ (0, 1) розглядалося в роботах

[54, 66]. Вiдмiтимо, що у роботi [54] доведено iснування розв’язку i задачi

(1.28), (1.29), i (1.28), (1.29), (1.30).

Умови iснування розв’язкiв задачi Кошi для рiвняння нелiнiйної тепло-

провiдностi з поглинанням або зi стоком:

𝑢𝑡 = Δ
(︀
|𝑢|𝑚−1𝑢

)︀
+𝐷|𝑢|𝑞−1𝑢, 𝐷 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (1.31)

були отриманi у [30] (для випадку 𝐷 < 0) та у роботах [16, 32] (для випад-

ку 𝐷 > 0). Задача (1.31), (1.29), (1.30) розглядалась у [13], а для випадку

нестепеневих нелiнiйностей — у роботах [14,15].

Актуальним для нас є випадок двiчi нелiнiйного дивергентного рiвняння:

𝑢𝑡 = ∇𝑥

(︀
|
(︀
|𝑢|𝑚−1𝑢

)︀
𝑥
|𝑝−1

(︀
|𝑢|𝑚−1𝑢

)︀)︀
, 𝑝 > 0,𝑚 > 1, (1.32)

дослiджувався у роботах [18,31,33,35,46,47,50,59,82]. Це рiвняння зводиться

до рiвняння (1.21) простою замiною 𝑣 = |𝑢|𝑚−1𝑢.

Вiдмiтимо, що у роботi [46] розглянуто умови iснування початково–крайової

задачi для рiвняння (1.32) з сингулярними граничними даними типу (1.23).

Висновки до роздiлу 1

У 1960-х роках почався активний розвиток теорiї сингулярних граничних

режимiв разом iз розвитком теорiї сильно нестацiонарних та нелiнiйних про-

блем контрольованого термоядерного синтезу. Перша математична модель

цього процесу була представлена та вивчена у роботi [42] у 1963 роцi. Умо-

ви на межi областi задачi були сингулярними, тобто розв’язок на межi мав

прямувати до нескiнченостi при наближеннi до деякого часу 𝑇 < ∞. Бу-

ло виявлено ефект просторової локалiзацiї, коли нескiнчений рiст розв’язку

локалiзується у фiксованiй областi бiля межи i не поширюється глибоко все-

редину областi задачi.
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Усi дослiдження минулого сторiччя були присвяченi знаходженню умов на

граничний режим, при яких має мiсце локалiзацiя розв’язкiв лiнiйних та на-

пiвлiнiйних рiвнянь другого порядку, а також вивченню поведiнки розв’язкiв

таких задач. Найбiльш вагомi результати були отриманi В.О. Галактiоновим,

М.В. Змiтренко, С.П. Курдюмовим, О.П. Михайловим, О.А. Самарським,

А.С. Калашнiковим, B.H. Gilding, M.A. Herrero, C. Cortazar, M. Elgueta та

багатьма iншими у роботах [5–8,22–24,27,28,39–42,55,65,69]. Усi дослiдження

проводились бар’єрною технiкою (методом порiвняння). Цей пiдхiд полягає

у порiвняннi розв’язкiв задачi з автомодельними розв’язками. Багато тру-

днощiв виникало, коли задача не допускала автомодельностi i необхiдно було

знаходити iншi шляхи дослiдження, наприклад, метод пошуку наближених

автомодельних розв’язкiв (див. [9–12]). У будь-якому випадку, цей метод є

досить результативним, хоча i має багато обмежень та не є унiверсальним.

У 1999 роцi у роботi [45] А.Є. Шишковим та А.Г. Щелковим було запро-

поновано новий метод дослiдження сингулярних граничних режимiв. Метод

енергетичних оцiнок використовує принципово iнший пiдхiд, що полягає у

ефективнiй оцiнцi перетокiв енергiї у нескiнченiй послiдовностi часових ша-

рiв, якi накопичуються бiля часу загострення, i не використовує бар’єрних

технiк. Вiн є комбiнацiєю декiлькох пiдходiв, а саме, методу апрiорних оцi-

нок типу Сен-Венана та методу локальних енергетичних оцiнок.

Пiзнiше у серiї робiт В.О. Галактiонова та А.Є. Шишкова [61–64] (2003–

2006) метод енергетичних оцiнок був розвинутий для широкого класу двiчi

нелiнiйних параболiчних рiвнянь другого порядку та розширений для дослi-

дження рiвнянь високих порядкiв. У монографiї [68] (2016) зiбранi усi основнi

принципи та результати, отриманi методом енергетичних оцiнок, а саме для

широкого класу рiвнянь отримано точнi умови локалiзацiї граничних режи-

мiв.
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РОЗДIЛ 2

ГРАНИЧНI РЕЖИМИ IЗ ЗАГОСТРЕННЯМ ДЛЯ

КВАЗIЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

2.1 Постановка задачi

В обмеженiй цилiндричнiй областi 𝑄 = (0, 𝑇 )×Ω, 1 6 𝑇 <∞, Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 1,

𝜕Ω ∈ 𝐶2, розглядається задача:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢))𝑥𝑖 = 0, (2.1)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω. (2.2)

Тут функцiї 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝜉), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 є непрервними функцiями усiх своїх

аргументiв i задовольняє умовам коерцитивностi та росту:

𝑑0|𝜉|𝑝+1 6
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝜉)𝜉𝑖 ∀(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝜉) ∈ �̄�×R1×R𝑛, 𝑑0 = const > 0, (2.3)

|𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝜉)| 6 𝑑1|𝜉|𝑝 ∀(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝜉) ∈ �̄�×R1×R𝑛, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑑1 = const <∞.

(2.4)

Iстотною умовою у цiй задачi є умова спiввiдношення мiж 𝑝 та 𝑞:

𝑝 > 𝑞 > 0. (2.5)

Початкова функцiя 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω).

Вiдмiтимо, що модельним представником рiвняння (2.1) з умовами (2.3),

(2.4) є таке:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = 0, (2.6)

де Δ𝑝 𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
.

Будемо розглядати клас 𝑈𝑢0 усiх слабких розв’язкiв задачi (2.1), (2.2).

Визначення 2.7. Функцiя 𝑢 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1(Ω)) називається слабким

(енергетичним) розв’язком задачi (2.1), (2.2), якщо
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i) 𝑢(𝑡, ·) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 );𝑊

1,𝑝+1(Ω));

ii) (|𝑢(𝑡, ·)|𝑞−1𝑢(𝑡, ·))𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐 ([0, 𝑇 ); (
∘
𝑊 1,𝑝+1(Ω))*);

iii) виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝜏

0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡+
∫︁ 𝜏

0

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для довiльної функцiї 𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1((0, 𝜏);
∘
𝑊 1, 𝑝+1(Ω)) з довiльним 𝜏 < 𝑇 ;

iv) виконано початкову умову (2.2).

Будемо розглядати клас 𝑈𝑢0,𝐹 усiх енергетичних розв’язкiв 𝑢 задачi (2.1)–

(2.2), якi задовольняють оцiнку:

ℎ(𝜏) + 𝐸(𝑡) = ℎ𝑢(𝜏) + 𝐸𝑢(𝑡) := sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐹 (𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

(2.7)

де 𝐹 (𝑡) > 0 — довiльна монотонно неспадна на iнтервалi [0, 𝑇 ) функцiя така,

що 𝐹 (𝑡) → ∞ при 𝑡→ 𝑇 .

Вiдмiтимо, що введений клас 𝑈𝑢0,𝐹 мiстить у собi розв’язки задачi для

рiвняння (2.1) iз початковою умовою (2.2) та з граничною умовою Дiрiхле,

що загострюється у момент часу 𝑡 = 𝑇 :

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑓(𝑡, 𝑥) → ∞ при 𝑡→ 𝑇 (2.8)

а також, з граничною умовою Неймана:

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

:=
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢) 𝜈𝑖 = 𝑔(𝑡, 𝑥) → ∞ при 𝑡→ 𝑇,

де 𝜈 = 𝜈(𝑥) = (𝜈1, ..., 𝜈𝑛) — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до 𝜕Ω в

точцi 𝑥.
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Неважко перевiрити (див. [68]), що в цьому випадку розв’язки задачi (2.1),

(2.2), (2.8) належать класу 𝑈𝑢0,𝐹 з функцiєю 𝐹 , що визначається спiввiдно-

шенням:

𝐹 (𝑡) := 𝐹𝑓(𝑡) = sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏+

+

(︃∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁
Ω

|𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝜏

)︃𝑞+1

,

де 𝑓(𝑡, 𝑥)— це довiльне продовження функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) з [0, 𝑇 )×𝜕Ω на всю цилiн-

дричну область 𝑄. Зрозумiло, що точнiсть вiдповiдної оцiнки (2.7) пов’язана

з оптимальнiстю вибору продовження 𝑓 .

2.2 Система диференцiальних нерiвностей

Метод енергетичних оцiнок передбачає аналiз енергетичних функцiй, тож ви-

значимо енергетичнi функцiї для слабких розв’язкiв 𝑢 рiвняння (2.1). Енер-

гетичнi функцiї, що визначають граничну умову, задаються аналогiчно, як у

(2.7):

𝐸(𝑡) = 𝐸(𝑢)(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏,

ℎ(𝑡) = ℎ(𝑢)(𝑡) := sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ∀ 𝑡 < 𝑇,

Цi функцiї визначають поведiнку довiльного розв’язку 𝑢. Для того, щоб

вивчити поведiнку бiля межi областi Ω, параметризуємо енергетичнi функцiї

за допомогою параметра 𝑠, який визначатиме вiдстань вiд довiльної точки

областi до її межi 𝜕Ω. Розглянемо сiмейство пiдобластей Ω(𝑠), визначених

спiввiдношенням:

Ω(𝑠) := {𝑥 ∈ Ω : 𝑑(𝑥) > 𝑠}, 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (2.9)

Слiд вiдмiтити, що в силу гладкостi областi Ω(𝑠), iснує таке число 𝑠Ω, яке

визначає "радiус" цiєї областi. Це таке число, для якого функцiя 𝑑(·) ∈ 𝐶2(Ω∖
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Ω(𝑠)) ∀𝑠 6 𝑠Ω i, вiдповiдно, межа 𝜕Ω(𝑠) є 𝐶2–гладким многовидом для всiх

0 < 𝑠 6 𝑠Ω. Тепер можемо визначити параметризованi енергетичнi функцiї

𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠):

𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁ 𝑡

𝑇
2

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏,

ℎ(𝑡, 𝑠) := sup
06𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

(2.10)

Для того, щоб дослiдити розв’язки задачi необхiдно дослiджувати фун-

кцiї 𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠). Метод передбачає оцiнку енергетичних функцiй на ча-

сових шарах, для цього розiб’ємо промiжок [0, 𝑇 ) за допомогою зростаючої

послiдовностi точок {𝑡𝑗} (𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0 6 ∞, 𝑡0 = 0, 𝑡𝑗0 = 𝑇 ). Таким чином

отримаємо iнтервали [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗) довжини Δ𝑗 := 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 > 0. Тепер введемо до

розляду пошаровi енергетичнi функцiї:

𝐸𝑗(𝑠) :=

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡,

ℎ𝑗(𝑠) := sup
𝑡𝑗−16𝑡<𝑡𝑗

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥 ∀ 𝑗 6 𝑗0, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω).

(2.11)

Для цих функцiй маємо систему диференцiальних нерiвностей.

Лема 2.1. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (2.1), з умова-

ми (2.3), (2.4), (2.5) з класу 𝑈𝑢0,𝐹 . Тодi для майже всiх 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω) справедлива

система диференцiальних нерiвностей:

𝐸𝑗(𝑠)+ℎ𝑗(𝑠) 6 𝐶1ℎ𝑗−1(𝑠)+𝐶2Δ
𝜈1
𝑗

(︀
−𝐸 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇1 +𝐶3Δ

𝜈2
𝑗

(︀
−𝐸 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇2 , (2.12)

ℎ𝑗(𝑠) 6 (1 + 𝛾)ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶4𝛾
−(𝜈1+𝜇1)Δ𝜈1

𝑗

(︀
−𝐸 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇1 +

+ 𝐶5𝛾
− 1

𝑞Δ𝜈2
𝑗

(︀
−𝐸 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇2 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0,

(2.13)

для довiльного 𝛾 : 0 < 𝛾 < 1. Додатнi сталi 𝐶1 < ∞, 𝐶2 < ∞, 𝐶3 < ∞

залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi i не залежать вiд 𝛾, функцiї
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𝐸𝑗 та ℎ𝑗 визначенi в (2.11),

𝜈1 =
(1− 𝜃)(𝑞 + 1)

𝑞(𝑝+ 1) + 𝜃(𝑝− 𝑞)
, 𝜇1 =

(1− 𝜃)(𝑝− 𝑞)

𝑞(𝑝+ 1) + 𝜃(𝑝− 𝑞)
,

𝜃 =
𝑛(𝑝− 𝑞) + 𝑞 + 1

𝑛(𝑝− 𝑞) + (𝑞 + 1)(𝑝+ 1)
< 1, 𝜈2 =

(𝑞 + 1)

𝑞(𝑝+ 1)
, 𝜇2 =

(𝑝− 𝑞)

𝑞(𝑝+ 1)
.

Доведення аналогiчне доведенню леми 6.2.3 з [68].

2.3 Локалiований експоненцiальний режим для рiвняння нейтраль-

ної дифузiї

У цьому пiдроздiлi дослiджуються розв’язки задачi (2.1) iз класу 𝑈𝑢0,𝐹 у

випадку, коли 𝑝 = 𝑞. Умови локалiзацiї для такої задачi були дослiдженi

у [68] та детально описанi у пiдроздiлi 1.3. Нагадаємо, що розв’язок задачi

з класу 𝑈𝑢0,𝐹 буде обмеженим всюди всерединi областi Ω при 𝑡 → 𝑇 , коли

функцiя 𝐹 має таку структуру:

𝐹 (𝑡) := exp
(︀
𝜔(𝑡) · (𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝

)︀
∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜔(𝑡) → 0 при 𝑡→ 𝑇. (2.14)

Метою дослiдження є отримання точної оцiнки розв’язку та опис залежно-

стi поведiнки розв’язку вiд 𝜔. Основний результат цього пiдроздiлу представ-

лено у теоремi.

Теорема 2.5. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (2.1) iз

класу 𝑈𝑢0,𝐹 з функцiєю 𝐹 , визначеною таким чином:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝜇(𝑡) := exp
(︁
𝜔(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀𝑡 < 𝑇, (2.15)

де 𝜔 > 0, 𝜇 > 0 — деякi сталi. Тодi iснують сталi 𝑐1 < ∞, 𝑐2 < ∞, 𝑐3 < ∞,

що залежать лише вiд 𝑝, 𝑛, 𝑑0, 𝑑1 такi, що виконується рiвномiрна вiдповiдно

до 𝑡 < 𝑇 апрiорна оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝑐1 exp
(︀
𝑐2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
∀ 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′0 := 𝑐3min

(︁
1, 𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+1

)︁
, (2.16)
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де ℎ(𝑡, 𝑠), 𝐸(𝑡, 𝑠) — енергетичнi функцiї з (2.10).

Перед початком доведення теореми введемо розбивку промiжку [0, 𝑇 ) за

допомогою Δ𝑖, визначених таким чином:

Δ𝑖 := (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)(𝑖+ 𝐿)−(𝑝+𝜇+1), 𝑖 = 1, 2, ..., (2.17)

де параметри 𝜔, 𝜇, 𝑝 з (2.15), 𝜂 та 𝐿 будуть визначенi пiзнiше. Спочатку,

необхiдно гарантувати нерiвнiсть:
∞∑︁
𝑖=1

Δ𝑖 = 𝑇 ⇒ 𝑇 = (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)
∞∑︁
𝑖=1

(𝑖+ 𝐿)−(𝑝+𝜇+1) :=

:= (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)𝜎(𝐿, 𝑝+ 𝜇),

(2.18)

що може розглядатись як деяке спiввiдношення мiж вiльними параметрами

𝜂 та 𝐿. Тепер зафiксуємо сталi 𝛾 > 0, 𝜈 > 0 достатньо велике значення 𝐿0 > 0

такi, що:

𝜃0 := (1 + 𝛾)

(︂
1 + 𝐿0

𝐿0

)︂𝑝+𝜇+1
𝑝+1

exp

[︂
− 𝐿0

(1 + 𝜈)(1 + 𝐿0))

]︂
< 1, (2.19)

пiзнiше будемо вважати, що параметр 𝐿 з (2.18) задовольняє умовi:

𝐿 > 𝐿0. (2.20)

Зазначимо, що в силу монотонностi функцiї 𝜎(·, 𝑝 + 𝜇) достатньою умовою

для 𝜔, що гарантує виконання спiввiдношення (2.18), є така:

𝜔 > �̃� =

(︂
𝑇

(𝑝+ 𝜇)𝜎(𝐿0, 𝑝+ 𝜇)

)︂ 1
𝑝+𝜇

𝜂. (2.21)

Це означає, що для будь-якого 𝜔 з (2.21) iснує значення 𝐿 = 𝐿(𝜔) > 𝐿0 таке,

що виконується спiввiдношення (2.18). В силу умови∫︁ 𝑗

𝑗−1

𝑑𝑠

𝑠𝑝+𝜇+1
> 𝑗−(𝑝+𝜇+1) >

∫︁ 𝑗+1

𝑗

𝑑𝑠

𝑠𝑝+𝜇+1

виконується нерiвнiсть:

𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)(𝑗 + 𝐿+ 1)−(𝑝+𝜇) < 𝑇 − 𝑡𝑗 :=
∞∑︁

𝑖=𝑗+1

Δ𝑖 < 𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)(𝑗 + 𝐿)−(𝑝+𝜇).
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Цi спiввiдношення призводять до

exp
(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿)

)︀
6 exp

(︂
𝜔(𝑇 − 𝑡𝑗)

− 1
𝑝+𝜇

)︂
6 𝑒𝜂 exp

(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿)

)︀
(2.22)

i, бiльш того,

Δ𝑗 = (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)
(︀
(𝑗 + 𝐿)−1

)︀(𝑝+𝜇+1)
>

> (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇𝜂−(𝑝+𝜇)𝜔−(𝑝+𝜇+1)𝜂𝑝+𝜇+1(𝑇 − 𝑡𝑗)
𝑝+𝜇+1
𝑝+𝜇 = (𝑝+ 𝜇)𝜔−1𝜂(𝑇 − 𝑡𝑗)

𝑝+𝜇+1
𝑝+𝜇 .

(2.23)

Аналогiчно,

Δ𝑗 6 (𝑝+ 𝜇)𝜔−1𝜂(𝑇 − 𝑡𝑗)
𝑝+𝜇+1
𝑝+𝜇 (1 + 𝜉𝑗),

де 𝜉𝑗 =

(︂
1− 1

𝑗+𝐿+1

)︂−(𝑝+𝜇+1)

− 1 → 0 при 𝑗 → ∞.

Тепер пошаровi функцiї 𝐸𝑗(𝑠), ℎ𝑗(𝑠) з (2.11) повнiстю визначенi. Застосо-

вуючи лему 2.1 та враховуючи умову 𝑝 = 𝑞, маємо систему диференцiальних

нерiвностей:

𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐶1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠)

)︂
, 𝑗 = 1, 2, ..., (2.24)

ℎ𝑗(𝑠) 6 (1 + 𝛾)ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠)

)︂
, 𝑗 = 1, 2, ... (2.25)

для майже всiх 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀𝛾 : 0 < 𝛾 < 1. Тепер пiдставимо значення

𝛾 = 𝛾0 = 2−1 у (2.25) i додамо отриману нерiвнiсть до (2.24). У результатi

матимемо

ℎ𝑗(𝑠) + 𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐶1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠)

)︂
, (2.26)

де 𝐶1 = 𝐶1 +
3
2 , 𝐶2 = 𝐶2 + 2𝑝+1𝐶3.

Тепер реалiзуємо детальний аналiз асимптотичної поведiнки рiвнянь систе-

ми (2.24), (2.25), (2.26), що задовольняють вiдповiдним початковим умовам.

Лема 2.2. Нехай сталi 𝜈 > 0, 𝐿0 > 0, 𝛾 > 0 задовольняють (2.19) i, як

наслiдок, маємо спiввiдношення:

𝜆0 := (1 + 𝛾)−1𝜃0

(︂
𝐿0

1 + 𝐿0

)︂𝑝+𝜇+1
𝑝+1

= exp

[︂
− 𝐿0

(1 + 𝜈)(1 + 𝐿0))

]︂
< 1. (2.27)
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Припустимо, що послiдовнiсть {Δ𝑖} визначається через (2.17), (2.18) i не-

хай виконуються спiввiдношення (2.20), (2.21). Нехай деяка нескiнчена по-

слiдовнiсть невiд’ємних незростаючих абсолютно неперервних функцiй 𝐸𝑗(𝑠)

задовольняє звичайну диференцiальну нерiвнiсть (2.24) для майже всiх 𝑠 ∈

(0, 𝑠Ω), де послiдовнiсть невiд’ємних незростаючих функцiй ℎ𝑗(𝑠) задовольняє

нерiвнiсть (2.25). Нехай виконана початкова умова:

𝐸𝑗(0) 6 𝐺 exp
(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿+ 1)

)︀
∀𝑗 ∈ 𝑁, 𝜂 > ln𝜆−1

0 , 𝐺 = const > 1. (2.28)

Тодi функцiї {𝐸𝑗(𝑠)} задовольняють таку оцiнку:

𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐾5𝐺 exp
(︀
ln𝜆−1

0 (𝑗 + 𝐿)
)︀
𝑈𝜔(𝑠), ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω),

де 𝑈𝜔(𝑠) = exp
(︁
𝐾6𝛾

− 1
𝜇𝜂−

𝑝+𝜇
𝜇

(︀
𝜂 − ln𝜆−1

0

)︀𝑝+𝜇+1
𝜇 𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︁
,

(2.29)

сталi 𝐾5, 𝐾6 < ∞ не залежать вiд 𝐺, 𝜂, 𝜔, 𝛾, 𝐾7 > 0 не залежить вiд 𝜔, 𝐺;

𝑠′ := min(𝑠Ω, 𝑠𝜔), 𝑠𝜔 = 𝐾7𝜔
𝑝+𝜇
𝑝+1 .

Доведення. Введемо до розгляду послiдовнiсть вагових функцiй {𝐴𝑖(𝑠)},

{𝐻𝑖(𝑠)}, що пов’язанi з {𝐸𝑖(𝑠)}, {ℎ𝑖(𝑠)} таким чином:

𝐴𝑗(𝑠) := 𝜆𝑗+𝐿0 𝐸𝑗(𝑠), 𝐻𝑗(𝑠) := 𝜆𝑗+𝐿0 ℎ𝑗(𝑠) ∀𝑗 ∈ 𝑁, 𝐻0(𝑠) = 𝜆𝐿0ℎ0(𝑠), (2.30)

де 𝜆0 з (2.27). Вiдповiдно до цих функцiй система (2.24), (2.25) призведе до:

𝐴𝑗(𝑠) 6 𝐶1𝜆0𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐴𝑗(𝑠)

)︂
𝑗 = 1, 2, ..., (2.31)

𝐻𝑗(𝑠) 6 𝜆1𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐴𝑗(𝑠)

)︂
∀𝑗 ∈ 𝑁, for a.a. 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω),

(2.32)

де 𝜆1 := (1 + 𝛾)𝜆0. З (2.27) випливає, що 𝜆1 = 𝜃0

(︁
𝐿0

1+𝐿0

)︁𝑝+𝜇+1
𝑝+1

< 1. Тепер

оцiнимо перший член правої частини (2.31), використовуючи (2.32) з iндексом

𝑗 замiсть (𝑗 − 1). Пiсля 𝑗 таких iтерацiй прийдемо до такого спiввiдношення:

𝐴𝑗(𝑠) 6 𝐶1(1+𝛾)
−1𝜆𝑗1𝐻0(𝑠)+𝐶3𝛾

− 1
𝑝+1Δ

1
𝑝+1

𝑗

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆𝑗−𝑖1

(︂
Δ𝑖

Δ𝑗

)︂ 1
𝑝+1(︀

−𝐴′
𝑖(𝑠)
)︀
, (2.33)
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де 𝐶3 = max{𝐶2𝛾
1

𝑝+1 , 𝜆0𝐶1𝐶3}. Тепер вiдповiдно до енергетичних функцiй:

𝑈𝑗(𝑠) :=

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆𝑗−𝑖1

(︂
Δ𝑖

Δ𝑗

)︂ 1
𝑝+1

𝐴𝑖(𝑠), 𝑗 = 1, 2, ...,

спiввiдношення (2.33) приводить до нерiвностi:

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐶1(1 + 𝛾)−1𝜆𝑗1𝐻0(𝑠) + 𝜃𝑗𝑈𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︀
− 𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀
,

𝑗 = 1, 2, ..., 𝐻0(𝑠) = 𝜆𝐿0ℎ0(𝑠).
(2.34)

В силу (2.17), (2.20), (2.27) та (2.19) можна отримати:

𝜃𝑗 = 𝜆1

(︂
Δ𝑗−1

Δ𝑗

)︂ 1
𝑝+1

= (1 + 𝛾)𝜆0

(︂
𝑗 + 𝐿

𝑗 + 𝐿− 1

)︂𝑝+𝜇+1
𝑝+1

6

6 (1 + 𝛾)𝜆0

(︂
1 + 𝐿0

𝐿0

)︂𝑝+𝜇+1
𝑝+1

= 𝜃0 < 1.

З (2.28), (2.30) та (2.23) отримаємо оцiнку:

𝑈𝑗(0) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆𝑗−𝑖1

(︂
Δ𝑖

Δ𝑗

)︂ 1
𝑝+1

𝜆𝑖+𝐿0 𝐺𝑒𝜂 exp
(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿)

)︀
6

6
𝑗∑︁
𝑖=1

((1 + 𝛾)𝜆0)
𝑗−𝑖
(︂
𝑗 + 𝐿

𝑖+ 𝐿

)︂𝑝+𝜇+1
𝑝+1

𝜆𝑖+𝐿0 𝐺𝑒𝜂 exp
(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿)

)︀
6

6 𝐺𝑒𝜂
𝑗∑︁
𝑖=1

𝜃𝑗−𝑖0 exp
[︀
(𝜂 − ln𝜆−1

0 )(𝑖+ 𝐿)
]︀
6

6 𝐺𝑒𝜂(1− 𝜃0)
−1 exp

[︀
(𝜂 − ln𝜆−1

0 )(𝑗 + 𝐿)
]︀

∀𝑗 ∈ 𝑁.

(2.35)

Крiм того, з (2.17) випливає, що (𝑗 + 𝐿) = (𝑝 + 𝜇)
1

𝑝+𝜇+1𝜔
𝑝+𝜇

𝑝+𝜇+1𝜂−
𝑝+𝜇

𝑝+𝜇+1Δ
− 1

𝑝+𝜇+1

𝑗

∀ 𝑗 ∈ 𝑁 . Тому оцiнка (2.35) приводить до:

𝑈𝑗(0) 6 𝐺𝑒𝜂(1−𝜃0)−1 exp
[︀
(𝑝+𝜇)

1
𝑝+𝜇+1𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+𝜇+1𝜂−

𝑝+𝜇
𝑝+𝜇+1 (𝜂−ln𝜆−1

0 )Δ
− 1

𝑝+𝜇+1

𝑗

]︀
. (2.36)

Оскiльки 𝐶1(1 + 𝛾)−1𝜆𝑗1 6 𝐶1(1 + 𝛾)−1𝜆1 = 𝐶1𝜆0, то з (2.34), (2.36) для всiх

𝑗 ∈ 𝑁 випливає:

𝑈 𝑗(𝑠) := 𝑈𝑗(𝑠)−
𝐶1𝜆0
1− 𝜃0

𝐻0(𝑠) 6 𝜃0𝑈 𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︀
− 𝑈

′
𝑗(𝑠)

)︀
,

𝑈 𝑗(0) 6
𝐺𝑒𝜂

1− 𝜃0
exp

[︀
(𝑝+ 𝜇)

1
𝑝+𝜇+1𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+𝜇+1𝜂−

𝑝+𝜇
𝑝+𝜇+1 (𝜂 − ln𝜆−1

0 )Δ
− 1

𝑝+𝜇+1

𝑗

]︀
.
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Перепишемо останню систему таким чином:

�̃�𝑗(𝑠) := 𝐺−1𝑒−𝜂(1− 𝜃0)𝑈 𝑗(𝑠) 6 𝜃0�̃�𝑗−1(𝑠) + (1− 𝜃0)𝑚𝑗

(︀
− �̃� ′

𝑗(𝑠)
)︀
,

�̃�𝑗(0) 6 exp𝑀𝑗 ∀𝑗 ∈ 𝑁,
(2.37)

де𝑚𝑗 = (1−𝜃0)−1𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗 ,𝑀𝑗 = (𝑝+𝜇)
1

𝑝+𝜇+1𝜂−
𝑝+𝜇

𝑝+𝜇+1

(︀
𝜂−ln𝜆−1

0

)︀
𝜔

𝑝+𝜇
𝑝+𝜇+1Δ

− 1
𝑝+𝜇+1

𝑗 .

В силу лем 9.2.7, 9.2.8 з [68] та зi спiввiдношення (2.37) випливає рiвномiрна

оцiнка:

�̃�𝑗(𝑠) 6 𝑈(𝑠) := exp
(︀
𝐵1𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀𝑗 ∈ 𝑁, (2.38)

де 𝐵1 = 𝐶4𝛾
− 1

𝜇𝜂−
𝑝+𝜇
𝜇

(︀
𝜂 − ln𝜆−1

0

)︀𝑝+𝜇+1
𝜇 , 𝐶4 = 𝜇(𝑝+𝜇)

1
𝜇 (𝑝+1)

𝑝+1
𝜇 𝐶

𝑝+1
𝜇

3

(𝑝+𝜇+1)
𝑝+𝜇+1

𝜇 (1−𝜃0)
𝑝+1
𝜇
. З означень

(2.30), (2.28) випливає, що:

𝐸𝑗(𝑠) = 𝜆
−(𝑗+𝐿)
0 𝐴𝑗(𝑠) 6 𝜆

−(𝑗+𝐿)
0 𝑈𝑗(𝑠) 6 𝜆

−(𝑗+𝐿)
0

(︂
�̃�𝑗(𝑠)𝐺𝑒

𝜂

1− 𝜃0
+
𝐶1𝜆0𝐻0(𝑠)

1− 𝜃0

)︂
6

6 (1− 𝜃0)
−1𝜆

−(𝑗+𝐿)
0

(︁
𝐺𝑒𝜂 exp

[︀
𝐵1𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

]︀
+ 𝐶1𝜆0𝐻0(𝑠)

)︁
6

6 𝐶5𝐺𝜆
−(𝑗+𝐿)
0 exp

[︀
𝐵1𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

]︀
∀𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′, 𝐶5 = 2(1− 𝜃0)

−1𝑒𝜂

(2.39)

де 𝑠′ = min(𝑠Ω, 𝑠𝜔), а 𝑠𝜔 визначається спiввiдношенням:

𝐵1𝜔
𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇 > 𝐵2 := ln𝐶1 + ln𝜆0 + ln𝐻0(0)

∀𝑠 : 0 < 𝑠 6 𝑠𝜔 = 𝐵
𝜇

𝑝+1

1 𝐵
− 𝜇

𝑝+1

2 𝜔
𝑝+𝜇
𝑝+1 .

Таким чином, оцiнка (2.29) доведена з 𝐾5 = 𝐶5, 𝐾6 = 𝐶4, 𝐾7 = 𝐵
𝜇

𝑝+1

1 𝐵
− 𝜇

𝑝+1

2

Лема 2.3. В умовах теореми 2.5 iснують такi сталi 𝑠′ > 0, 𝜌 ∈ (0, 1),

𝛼3, 𝛼4 > 0, що виконується така оцiнка для параметризованих енергетичних

функцiй:

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝛼3(𝑇 − 𝑡)−𝛼4𝐷(𝑠) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, (1− 𝜌)𝑠′),

де 𝐷(𝑠) = exp
(︁
𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︁
, 𝐶8 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
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Доведення. Нехай 𝑢 розв’язок рiвняння (2.1) з класу 𝑈𝑢0,𝐹 , а сiмейства

пiдобластей Ω(𝑠) визначенi в (2.9). Нехай {𝐸𝑗(𝑠)}, {ℎ𝑗(𝑠)} — сiмейства енерге-

тичних функцiй з (2.11), що пов’язанi з розв’язком 𝑢 та визначаються послi-

довнiстю {Δ𝑗} з (2.17). Нехай також параметр 𝜂, визначений спiввiдношенням

(2.17), задовольняє нерiвнiсть:

𝜂 > ln𝜆−1
0 =

𝐿0

(1 + 𝜈)(1 + 𝐿0)
, (2.40)

де 𝐿0, 𝜈 з (2.27), i нехай виконується нерiвнiсть (2.21). Тодi задовольняється

система (2.24), (2.25). Бiльш того, в силу умови (2.15) та властивостi (2.22)

маємо:

𝐸(𝑡𝑗) 6 exp
(︁
𝜔(𝑇 − 𝑡𝑗)

− 1
𝑝+𝜇

)︁
6 exp(𝜂(𝑗 + 𝐿+ 1)) ∀𝑗 ∈ 𝑁

i тодi

𝐸𝑗(0) 6 exp(𝜂(𝑗 + 𝐿+ 1)) ∀𝑗 ∈ 𝑁. (2.41)

Отже, в силу леми 2.2 енергетичнi функцiї {𝐸𝑗(𝑠)}, 𝑗 = 1, 2, ..., задовольня-

ють оцiнку (2.29) зi значеннями 𝐺 = 1, 𝐾5 = 𝐶5 iз (2.39), 𝐾6 = 𝐶4 iз (2.38),

а саме

𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐶5 exp(ln𝜆
−1
0 (𝑗 + 𝐿))𝑈𝜔(𝑠) ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′ = min(𝑠Ω, 𝑠𝜔).

(2.42)

Зафiксуємо довiльне значення 𝑠1 : 0 < 𝑠1 < 𝑠′ i перепишемо нерiвнiсть (2.42)

у виглядi:

𝐸𝑗(𝑠1) 6 𝐶5𝐺1𝜆
−(𝑗+𝐿)
0 ∀𝑗 ∈ 𝑁, 𝐺1 := 𝑈𝜔(𝑠1). (2.43)

Сумуючи оцiнки (2.43), отримаємо

𝐸(𝑡𝑗, 𝑠1) :=

∫︁ 𝑡𝑗

0

∫︁
Ω(𝑠1)

|∇𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶6𝐺1𝜆
−(𝑗+𝐿)
0

∀𝑗 ∈ 𝑁, 𝐶6 = 𝐶5(1− 𝜆0)
−1. (2.44)
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В силу (2.22) i (2.27) оцiнка (2.44) приводить до:

𝐸(𝑡𝑗, 𝑠1) 6 𝐶6𝐺1 exp
(︁
ln𝜆−1

0 𝜂−1𝜔(𝑇 − 𝑡𝑗)
− 1

𝑝+𝜇

)︁
=

= 𝐶6𝐺1 exp

(︂
𝐿0

(1 + 𝜈)(1 + 𝐿0)𝜂
𝜔(𝑇 − 𝑡𝑗)

− 1
𝑝+𝜇

)︂
= 𝐶6𝐺1 exp

(︁
𝜔1(𝑇 − 𝑡𝑗)

− 1
𝑝+𝜇

)︁
,

(2.45)

де в силу (2.40) отримаємо:

𝜔1 = 𝜁𝜔, 𝜁 = 𝜂−1 ln𝜆−1
0 < 1. (2.46)

Нарештi, з (2.45) слiдує, що з урахуванням (2.43) виконується нерiвнiсть:

𝐸(𝑡, 𝑠1) 6 𝐶7𝐺1 exp
(︁
𝜔1(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀𝑡 < 𝑇, 𝐶7 = 𝐶6𝜆

−1
0 . (2.47)

Оцiнка (2.47) є фiнальним результатом першої iтерацiї алгоритму. Починаємо

другу iтерацiю. Припустимо, що стала 𝜔1 iз (2.46) задовольняє умову (2.21),

а саме:

𝜔1 > �̃� =

(︂
𝑇

(𝑝+ 𝜇)𝜎(𝐿0, 𝑝+ 𝜇)

)︂ 1
𝑝+𝜇

𝜂.

Тепер введемо нову послiдовнiсть зсувiв {Δ(1)
𝑗 }:

Δ
(1)
𝑗 := (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇1 𝜂−(𝑝+𝜇)(𝑗 + 𝐿)−(𝑝+𝜇+1), 𝑗 = 1, 2, ... .

Очевидно, що виконується аналог спiввiдношення (2.22), а саме:

exp
(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿)

)︀
6 exp

(︂
𝜔1(𝑇 − 𝑡

(1)
𝑗 )−

1
𝑝+𝜇

)︂
6 𝑒𝜂 exp

(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿)

)︀
, (2.48)

i, як наслiдок,

Δ
(1)
𝑗 > (𝑝+ 𝜇)𝜔−1

1 𝜂(𝑇 − 𝑡
(1)
𝑗 )

𝑝+𝜇+1
𝑝+𝜇 ∀𝑗 ∈ 𝑁,

Δ
(1)
𝑗 6 (𝑝+ 𝜇)𝜔−1

1 𝜂(𝑇 − 𝑡
(1)
𝑗 )

𝑝+𝜇+1
𝑝+𝜇 (1 + 𝜉𝑗),

де 𝜉𝑗 → 0 при 𝑗 → ∞. Послiдовнiстю Δ
(1)
𝑗 визначаються новi пошаровi фун-

кцiї 𝐸(1)
𝑗 (𝑠) та ℎ(1)𝑗 (𝑠) для всiх 𝑠 > 𝑠1 Очевидно, що цi функцiї задовольняють
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аналог спiввiдношень (2.24), (2.25).

𝐸
(1)
𝑗 (𝑠) 6 𝐶1ℎ

(1)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶2

(︀
Δ

(1)
𝑗

)︀ 1
𝑝+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸

(1)
𝑗 (𝑠)

)︂
, (2.49)

ℎ
(1)
𝑗 (𝑠) 6 (1 + 𝛾)ℎ

(1)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾

− 1
𝑝+1

(︀
Δ

(1)
𝑗

)︀ 1
𝑝+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸

(1)
𝑗 (𝑠)

)︂

для майже всiх 𝑠 ∈ (𝑠1, 𝑠Ω) i для всiх 𝑗 ∈ 𝑁 . В силу (2.48) виконується оцiнка

(2.47):

𝐸
(1)
𝑗 (𝑠1) 6 𝐶7𝐺1 exp

(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿+ 1)

)︀
∀𝑗 ∈ 𝑁. (2.50)

Тодi в силу леми 2.2 зi спiввiдношень (2.49)–(2.50) випливає оцiнка:

𝐸
(1)
𝑗 (𝑠) 6 𝐶5𝐶7𝐺1 exp

(︀
ln𝜆−1

0 (𝑗 + 𝐿)
)︀
𝑈𝜔1

(𝑠− 𝑠1) ∀ 𝑠 ∈ (𝑠1, 𝑠
′), ∀ 𝑗 ∈ 𝑁.

Зокрема, для 𝑠 = 𝑠1 + 𝑠2 < 𝑠′ маємо:

𝐸
(1)
𝑗 (𝑠1+𝑠2) 6 𝐶5𝐶7𝐺1 exp

(︀
ln𝜆−1

0 (𝑗+𝐿)
)︀
𝑈𝜔1

(𝑠2) := 𝐶5𝐶7𝐺1𝐺2𝜆
−(𝑗+𝐿)
0 ∀𝑗 ∈ 𝑁,

(2.51)

де 𝐺2 = 𝑈𝜔1
(𝑠2). Сумуючи оцiнки (2.51), отримаємо:

𝐸(𝑡
(1)
𝑗 , 𝑠1 + 𝑠2) 6 𝐶6𝐶7𝐺1𝐺2𝜆

−(𝑗+𝐿)
0 ∀𝑗 ∈ 𝑁. (2.52)

В силу (2.48) оцiнка (2.52) приводить до:

𝐸(𝑡, 𝑠1 + 𝑠2) 6 𝐶2
7𝐺1𝐺2 exp

(︀
ln𝜆−1

0 𝜂−1𝜔1(𝑇 − 𝑡)−
1

𝑝+𝜇

)︀
=

= 𝐶2
7𝐺1𝐺2 exp

(︀
𝜔2(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
∀𝑡 < 𝑇, 𝜔2 = 𝜁𝜔1, де 𝜁 = ln𝜆−1

0 𝜂−1 < 1.

(2.53)

Оцiнка (2.53) є фiнальною оцiнкою другої iтерацiї алгоритма. Очевидно, що

можна реалiзувати 𝑙 таких iтерацiй, де 𝑙 визначається через:

𝜔𝑙 > �̃�, �̃� з (2.21), 𝜔𝑙+1 < �̃�. (2.54)

Отримаємо результат:

𝐸
(︁
𝑡,

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖

)︁
6 𝐶 𝑙

7

𝑙∏︁
𝑖=1

𝐺𝑖 exp
(︀
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
∀𝑡 < 𝑇,

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖 6 𝑠′. (2.55)
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Бiльш того, ми маємо:
𝑙∏︁

𝑖=1

𝐺𝑖 =
𝑙∏︁

𝑖=1

𝑈𝜔𝑖−1
(𝑠𝑖) = exp

[︂
𝐶4𝛾

− 1
𝜇𝜂−

𝑝+𝜇
𝜇 𝑑

𝑝+𝜇+1
𝜇

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜔
𝑝+𝜇
𝜇

𝑖−1 𝑠
−𝑝+1

𝜇

𝑖

]︂
=

= exp

[︂
𝐶4𝛾

− 1
𝜇𝜂−

𝑝+𝜇
𝜇 𝑑

𝑝+𝜇+1
𝜇 𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠

−𝑝+1
𝜇

1

𝑙∑︁
𝑖=1

(︂
𝜔𝑖−1

𝜔

)︂𝑝+𝜇
𝜇
(︂
𝑠1
𝑠𝑖

)︂𝑝+1
𝜇
]︂
,

𝜔0 := 𝜔, 𝑑 = 𝜂 − ln𝜆−1
0 > 0.

(2.56)

Очевидно, що 𝜔𝑖−1

𝜔 = 𝜁 𝑖−1, де 𝜁 = ln𝜆−1
0

ln𝜆−1
0 +𝑑

< 1. Визначимо 𝑠𝑖 таким спiввiдно-

шенням:

𝑠𝑖 := 𝑠1𝜌
𝑖−1 ∀𝑖 > 1,

де 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 1 буде визначено далi. Тодi(︂
𝜔𝑖−1

𝜔

)︂𝑝+𝜇
𝜇
(︂
𝑠1
𝑠𝑖

)︂𝑝+1
𝜇

= 𝜁
(𝑖−1)(𝑝+𝜇)

𝜇 𝜌−
(𝑖−1)(𝑝+1)

𝜇 =

(︂
𝜁𝑝+𝜇

𝜌𝑝+1

)︂ 𝑖−1
𝜇

.

Визначимо тепер 𝜌 таким чином:

𝜌𝑝+1 =
1 + 𝜁𝑝+𝜇

2
⇒ 𝜌 :=

(︀
2−1(1 + 𝜁𝑝+𝜇)

)︀ 1
𝑝+1 .

Тодi (︂
𝜁𝑝+𝜇

𝜌𝑝+1

)︂ 1
𝜇

=

(︂
2𝜁𝑝+𝜇

1 + 𝜁𝑝+𝜇

)︂ 1
𝜇

:= æ = const < 1

Отже,
𝑙∑︁

𝑖=1

(︂
𝜔𝑖−1

𝜔

)︂𝑝+𝜇
𝜇
(︂
𝑠1
𝑠𝑖

)︂𝑝+1
𝜇

=
𝑙∑︁

𝑖=1

æ𝑖−1 <
1

1− æ
.

До того ж,
𝑙∑︁

𝑖=1

𝑠𝑖 = 𝑠1

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖−1 < 𝑠1
1

1− 𝜌
:= 𝑆(∞). (2.57)

Тому, з (2.56) випливає:
𝑙∏︁

𝑖=1

𝐺𝑖 6 exp
[︁
𝐶4𝛾

− 1
𝜇𝜂−

𝑝+𝜇
𝜇 𝑑

𝑝+𝜇+1
𝜇 𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠

−𝑝+1
𝜇

1 (1− æ)−1
]︁
:= 𝐺(∞)(𝑠1). (2.58)
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Тепер в силу (2.57), (2.58) та оцiнки (2.55) виконується така нерiвнiсть для

довiльного 𝑠1 : (1− 𝜌)−1𝑠1 < 𝑠′:

𝐸
(︁
𝑡,

𝑠1
1− 𝜌

)︁
6 𝐶 𝑙

7 exp
(︀
𝜔𝑙(𝑇−𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
exp

[︁
𝐶4𝛾

− 1
𝜇𝜂−

𝑝+𝜇
𝜇 𝑑

𝑝+𝜇+1
𝜇 (1−æ)−1𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠

−𝑝+1
𝜇

1

]︁
,

що означає

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐶 𝑙
7 exp

(︀
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
exp[𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇 ] ∀𝑡 < 𝑇, ∀𝑠 < (1− 𝜌)𝑠′,

(2.59)

де 𝐶8 = 𝐶4𝛾
− 1

𝜇𝜂−
𝑝+𝜇
𝜇 𝑑

𝑝+𝜇+1
𝜇 (1 − æ)−1(1 − 𝜌)−

𝑝+1
𝜇 , 𝑑 = 𝜂 − ln𝜆−1

0 . Звичайно, у

випадку, коли початкова умова (2.21) не задовольняється, отримуємо 𝑙 = 0 i

ми маємо розпочинати доведення теореми 2.5 з наступного кроку. Для цьо-

го кроку доведення необхiдно мати верхню оцiнку функцiй ℎ𝑗(𝑠) для 𝑠 > 0,

𝑗 ∈ 𝑁 , що є аналогом оцiнки (2.42) для 𝐸𝑗(𝑠). Тож, ми повертаємось до спiв-

вiдношення (2.26). В силу абсолютної неперервностi ℎ𝑗(𝑠) та з (2.26) випливає

спiввiдношення:

̃︀𝐸𝑗(𝑠) := ℎ𝑗(𝑠) + 𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐶1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
̃︀𝐸𝑗(𝑠)

)︂
∀𝑗 ∈ 𝑁 (2.60)

для майже всiх 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). В силу умови (2.15) функцiї ̃︀𝐸𝑗(𝑠) задовольняють

аналог початкової умови (2.41)

̃︀𝐸𝑗(0) 6 exp(𝜂(𝑗 + 𝐿+ 1)) ∀𝑗 ∈ 𝑁. (2.61)

Очевидно, що виконується спiввiдношення, яке є аналогом (2.25):

ℎ𝑗(𝑠) 6 (1 + 𝛾)ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
̃︀𝐸𝑗(𝑠)

)︂
∀𝑗 ∈ 𝑁. (2.62)

Повторюючи усi кроки доведення теореми 2.5 та використовуючи спiввiд-

ношення (2.60), (2.62), (2.61) замiсть (2.24), (2.25), (2.41), отримаємо аналог

оцiнки (2.55):

̃︀𝐸(︁𝑡, 𝑙∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖

)︁
:= ̃︀ℎ(︁𝑡, 𝑙∑︁

𝑖=1

𝑠𝑖

)︁
+ 𝐸

(︁
𝑡,

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖

)︁
6 𝐶 𝑙

7

𝑙∏︁
𝑖=1

𝐺𝑖 exp
(︀
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
,

(2.63)
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де ̃︀ℎ(𝑡, 𝑠) := sup
06𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥.

Таким чином, зважаючи на спiввiдношення (2.54), ми не можемо прямо ви-

користовувати оцiнку (2.55) (або (2.63)) як початкову умову для (𝑙 + 1)-го

кроку iтерацiй. Тому застосуємо деякий додатковий пiдхiд. А саме, в силу

(2.54) матимемо

𝜔𝑙+1 = 𝜔𝜁 𝑙+1 < �̃� :=

(︂
𝑇

(𝑝+ 𝜇)𝜎(𝐿0, 𝑝+ 𝜇)

)︂ 1
𝑝+𝜇

𝜂.

Тому можна визначити значення 𝑡(𝑙)0 > 0 за допомогою спiввiдношення:

𝜔𝑙+1 = 𝜔𝜁 𝑙+1 =

(︂
𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0

(𝑝+ 𝜇)𝜎(𝐿0, 𝑝+ 𝜇)

)︂ 1
𝑝+𝜇

𝜂 ⇔

𝜔𝑙
(︀
𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0

)︀− 1
𝑝+𝜇 =

𝜂

𝜁
(︀
(𝑝+ 𝜇)𝜎(𝐿0, 𝑝+ 𝜇)

)︀ 1
𝑝+𝜇

:= Λ1.
(2.64)

Тепер оцiнка (2.63) може бути записана таким чином:

̃︀𝐸(︀𝑡, 𝑆(𝑙)
)︀
6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶 𝑙

7

∏︀𝑙
𝑖=1𝐺𝑖 exp

(︀
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (𝑡

(𝑙)
0 , 𝑇 );

𝐶 𝑙
7

∏︀𝑙
𝑖=1𝐺𝑖 expΛ1, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡

(𝑙)
0 ]

(2.65)

де 𝑆(𝑙) =
∑︀𝑙

𝑖=1 𝑠𝑖. Тож, оцiнка (2.65) є фiнальною оцiнкою розв’язку 𝑢(𝑡, 𝑥)

в областi {(𝑡, 𝑥) : 0 < 𝑡 6 𝑡
(𝑙)
0 , |𝑥| > 𝑆(𝑙)}. Для дослiдження розв’язку 𝑢 в

областi {(𝑡, 𝑥) : 𝑡(𝑙)0 < 𝑡 < 𝑇, |𝑥| > 𝑆(𝑙)} введемо новi енергетичнi функцiї:

̃︀ℎ(𝑙)(𝑡, 𝑠) := sup
𝑡
(𝑙)
0 <𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥, 𝐸(𝑙)(𝑡, 𝑠) :=

∫︁ 𝑡

𝑡
(𝑙)
0

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏

для всiх 𝑠 > 𝑆(𝑙) та 𝑡 > 𝑡
(𝑙)
0 . Тепер введемо новi зсуви

{︀
Δ

(𝑙)
𝑗

}︀
, 𝑗 = 1, 2, ...,

подiбнi до (2.17), а саме

Δ
(𝑙)
𝑗 := (𝑝+ 𝜇)𝜔𝑝+𝜇𝑙 𝜂−(𝑝+𝜇)(𝑗 + 𝐿)−(𝑝+𝜇+1), 𝑗 = 1, 2, ..., (2.66)

𝑡
(𝑙)
𝑗 = 𝑡

(𝑙)
𝑗−1 +Δ

(𝑙)
𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑡

(𝑙)
0 з (2.64).
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Тепер умова (2.18) прийме форму:

∞∑︁
𝑖=1

Δ
(𝑙)
𝑖 = 𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0 = (𝑝+ 𝜇)𝜂−(𝑝+𝜇)𝜔

(𝑝+𝜇)
𝑙 𝜎(𝐿, 𝑝+ 𝜇). (2.67)

Легко бачити, що означення (2.64) для 𝑡(𝑙)0 гарантує виконання (2.67) з деяким

значенням 𝐿 > 𝐿0, визначеним рiвнянням:

𝜁𝜎(𝐿0, 𝑝+ 𝜇)
1

𝑝+𝜇 = 𝜎(𝐿, 𝑝+ 𝜇)
1

𝑝+𝜇 .

Введемо тепер енергетичнi функцiї ℎ(𝑙)𝑗 (𝑠), 𝐸(𝑙)
𝑗 (𝑠), 𝑗 = 1, 2, ..., пов’язанi iз

зсувами
{︀
Δ

(𝑙)
𝑗

}︀
з (2.66). Очевидно, що цi функцiї задовольняють систему ди-

ференцiальних нерiвностей. подiбну до (2.24), (2.25), (2.26), а саме:

𝐸
(𝑙)
𝑗 (𝑠) 6 𝐶1ℎ

(𝑙)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶2

(︀
Δ

(𝑙)
𝑗

)︀ 1
𝑝+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸

(𝑙)
𝑗 (𝑠)

)︂
∀ 𝑠 ∈ (𝑆(𝑙), 𝑠′),

ℎ
(𝑙)
𝑗 (𝑠) 6 (1 + 𝛾)ℎ

(𝑙)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾

− 1
𝑝+1

(︀
Δ

(𝑙)
𝑗

)︀ 1
𝑝+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸

(𝑙)
𝑗 (𝑠)

)︂
∀ 𝑠 ∈ (𝑆(𝑙), 𝑠′),

ℎ
(𝑙)
𝑗 (𝑠) + 𝐸

(𝑙)
𝑗 (𝑠) 6 𝐶1ℎ

(𝑙)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶2

(︀
Δ

(𝑙)
𝑗

)︀ 1
𝑝+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸

(𝑙)
𝑗 (𝑠)

)︂
∀ 𝑗 ∈ 𝑁, (2.68)

Бiльш того, легко бачити, що в силу (2.65) функцiї задовольняють початковi

умови:

ℎ
(𝑙)
𝑗 (𝑆(𝑙)) + 𝐸

(𝑙)
𝑗 (𝑆(𝑙)) 6 𝐶 𝑙

7𝐺
(𝑙) exp

(︀
𝜂(𝑗 + 𝐿+ 1)

)︀
∀𝑗 ∈ 𝑁, (2.69)

де 𝐺(𝑙) =
∏︀𝑙

𝑖=1𝐺𝑖. Застосовуючи лему 2.2 до системи (2.68), (2.69), отримаємо

оцiнку:

𝐸
(𝑙)
𝑗 (𝑆(𝑙)+ 𝑠) 6 𝐶5𝐶

𝑙
7𝐺

(𝑙) exp
(︀
ln𝜆−1

0 (𝑗+𝐿)
)︀
𝑈𝜔𝑙

(𝑠) ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀ 𝑠 : 𝑠+𝑆(𝑙) < 𝑠′,

що приводить до:

𝐸
(𝑙)
𝑗 (𝑆(𝑙+1)) 6 𝐶5𝐶

𝑙
7𝐺

(𝑙+1) exp
(︀
ln𝜆−1

0 (𝑗 + 𝐿)
)︀
.
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Сумуючи цi оцiнки, отримаємо:

𝐸(𝑡
(𝑙)
𝑖 , 𝑆

(𝑙+1))− 𝐸(𝑡
(𝑙)
0 , 𝑆

(𝑙+1)) 6 𝐶6𝐶
𝑙
7𝐺

(𝑙+1) exp
(︀
ln𝜆−1

0 (𝑖+ 𝐿)
)︀

∀𝑖 ∈ 𝑁,

i використовуючи (2.66), аналогiчно отримаємо (2.52), (2.53):

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+1)

)︀
6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶 𝑙+1

7 𝐺(𝑙+1) exp
(︀
𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
+ 𝐸(𝑡

(𝑙)
0 , 𝑆

(𝑙+1)), ∀𝑡 ∈ (𝑡
(𝑙)
0 , 𝑇 );

𝐸(𝑡
(𝑙)
0 , 𝑆

(𝑙+1)), ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡
(𝑙)
0 ].

(2.70)

Використовуючи (2.65), оцiнимо член 𝐸(𝑡(𝑙)0 , 𝑆
(𝑙+1)):

𝐸(𝑡
(𝑙)
0 , 𝑆

(𝑙+1)) 6 𝐸(𝑡
(𝑙)
0 , 𝑆

(𝑙)) 6 𝐶 𝑙
7𝐺

(𝑙) exp
(︀
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0 )−

1
𝑝+𝜇

)︀
.

Тодi

𝐶 𝑙+1
7 𝐺(𝑙+1) exp

(︀
𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
+ 𝐸(𝑡

(𝑙)
0 , 𝑆

(𝑙+1)) 6

6 𝐶 𝑙+1
7 𝐺(𝑙+1) exp

(︀
𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
(1 + 𝜀𝑙(𝑡)),

де

𝜀𝑙(𝑡) = 𝐶−1
7

(︀
𝑈𝜔𝑙

(𝑠𝑙+1)
)︀−1

exp
[︁
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0 )−

1
𝑝+𝜇 − 𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

]︁
6

𝐶−1
7 exp

[︁
(𝜔𝑙 − 𝜔𝑙+1)(𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0 )−

1
𝑝+𝜇

]︁
= 𝐶−1

7 exp
[︁
(1− 𝜁)𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0 )−

1
𝑝+𝜇

]︁
=

(в силу (2.64)) = 𝐶−1
7 exp

[︁
(1− 𝜁)Λ1

]︁
=: 𝐶−1

7 𝑐𝜁 ∀𝑡 ∈ (𝑡
(𝑙)
0 , 𝑇 ).

(2.71)

Тодi оцiнка (2.70) призводить до:

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+1)

)︀
6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶9𝐶

𝑙+1
7 𝐺(𝑙+1) exp

(︀
𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (𝑡

(𝑙)
0 , 𝑇 );

𝐶 𝑙
7𝐺

(𝑙) exp
(︀
𝜔𝑙(𝑇 − 𝑡

(𝑙)
0 )−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡

(𝑙)
0 ],

(2.72)

де 𝐶9 = 1 + 𝐶−1
7 𝑐𝜁 . Оцiнка (2.72) є стартовою для наступного кроку нової

iтерацiї процесу. Введемо нове початкове значення 𝑡(𝑙+1)
0 за допомогою спiв-

вiдношення, аналогiчного до (2.64):

𝜔𝑙+1

(︀
𝑇 − 𝑡

(𝑙+1)
0

)︀− 1
𝑝+𝜇 = Λ1.
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Тодi, повторюючи всi розрахунки, починаючи з означення (2.64) i до оцiнки

(2.70), отримуємо:

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+2)

)︀
6

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶9𝐶

𝑙+2
7 𝐺(𝑙+2) exp

(︀
𝜔𝑙+2(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
+

+𝐸
(︀
𝑡
(𝑙+1)
0 , 𝑆(𝑙+2)

)︀
, ∀𝑡 ∈ (𝑡

(𝑙+1)
0 , 𝑇 );

𝐸
(︀
𝑡
(𝑙+1)
0 , 𝑆(𝑙+2)

)︀
, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡

(𝑙+1)
0 ],

(2.73)

Член 𝐸
(︀
𝑡
(𝑙+1)
0 , 𝑆(𝑙+2)

)︀
оцiнимо, користуючись (2.72):

𝐸
(︀
𝑡
(𝑙+1)
0 , 𝑆(𝑙+2)

)︀
6 𝐸

(︀
𝑡
(𝑙+1)
0 , 𝑆(𝑙+1)

)︀
6 𝐶9𝐶

𝑙+1
7 𝐺(𝑙+1) exp

(︀
𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡

(𝑙+1)
0 )−

1
𝑝+𝜇

)︀
.

Тепер, використовуючи додатковi оцiнки, подiбнi до (2.71), отримаємо з (2.73)

таке спiввiдношення:

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+2)

)︀
6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶2

9𝐶
𝑙+2
7 𝐺(𝑙+2) exp

(︀
𝜔𝑙+2(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (𝑡

(𝑙+1)
0 , 𝑇 );

𝐶9𝐶
𝑙+1
7 𝐺(𝑙+1) exp

(︀
𝜔𝑙+1(𝑇 − 𝑡

(𝑙+1)
0 )−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡

(𝑙+1)
0 ].

Здiйснивши 𝑘 таких крокiв iтерацiй, прийдемо до

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+𝑘)

)︀
6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶𝑘

9𝐶
𝑙+𝑘
7 𝐺(𝑙+𝑘) exp

(︀
𝜔𝑙+𝑘(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (𝑡

(𝑙+𝑘)
0 , 𝑇 );

𝐶𝑘−1
9 (𝐶7𝐺)

𝑙+𝑘−1 exp
(︀
𝜔𝑙+𝑘−1(𝑇 − 𝑡

(𝑙+𝑘−1)
0 )−

1
𝑝+𝜇

)︀
, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡

(𝑙+𝑘−1)
0 ],

(2.74)

де 𝑡(𝑙+𝑘)0 визначається через спiввiдношення

𝜔𝑙+𝑘
(︀
𝑇 − 𝑡

(𝑙+𝑘)
0

)︀− 1
𝑝+𝜇 = Λ1 ∀𝑘 ∈ 𝑁, Λ1 is from (2.64).

Тепер необхiдно визначити кiлькiсть iтерацiй 𝑘. Це число залежить вiд 𝑡, а
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саме, 𝑘 = 𝑘(𝑡) визначається таким чином:

𝜔𝜁 𝑙+𝑘
(︀
𝑇 − 𝑡

)︀− 1
𝑝+𝜇 > Λ1, 𝜔𝜁

𝑙+𝑘+1
(︀
𝑇 − 𝑡

)︀− 1
𝑝+𝜇 < Λ1 ⇒

𝜔𝜁 𝑙+𝑘
(︀
𝑇 − 𝑡

)︀− 1
𝑝+𝜇 = (1 + 𝜉0)Λ1, 𝜉0 6 𝜁−1 − 1 ⇒

𝑙 + 𝑘 = 𝛼1 + 𝛼2 ln(𝑇 − 𝑡)−1, 𝛼1 = 𝑙1 ln𝜔 + 𝑙2, 𝑙1 =
(︀
ln 𝜁−1

)︀−1
,

𝑙2 =
lnΛ−1

1 + ln(1 + 𝜉0)
−1

ln 𝜁−1
, 𝛼2 =

(︀
(𝑝+ 𝜇) ln 𝜁−1

)︀−1
,

(2.75)

де Λ1 з (2.64). Тодi, в силу (2.75) оцiнка (2.74) призводить до

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+𝑘(𝑡))

)︀
6 (𝐶9𝐶7)

𝑙+𝑘𝐺(𝑙+𝑘) exp
(︀
𝜔𝑙+𝑘(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︀
6

6 (𝐶9𝐶7)
𝛼1+𝛼2 ln(𝑇−𝑡)−1

𝐺(∞)(𝑠1) exp
(︀
Λ1(1 + 𝜉0)

)︀
6 𝛼3(𝑇 − 𝑡)−𝛼4𝐺∞(𝑠1),

𝛼3 = 𝑙3𝜔
𝑙4, 𝑙3 = exp

(︀
(1 + 𝜉0)Λ1

)︀
(𝐶7𝐶9)

𝑙2, 𝑙4 = 𝑙1 ln(𝐶7𝐶9).

(2.76)

Використовуючи (2.57), (2.58), з (2.76) отримаємо нерiвнiсть:

𝐸
(︀
𝑡, 𝑆(∞)

)︀
:= 𝐸(𝑡, 𝑠1(1−𝜌)−1) 6 𝐸

(︀
𝑡, 𝑆(𝑙+𝑘(𝑡))

)︀
6 𝛼3(𝑇−𝑡)−𝛼4𝐺(∞)(𝑠1), (2.77)

що призводить до

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝛼3(𝑇 − 𝑡)−𝛼4𝐺(∞)(𝑠(1− 𝜌)) = 𝛼3(𝑇 − 𝑡)−𝛼4𝐷(𝑠)

∀𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, (1− 𝜌)𝑠′), (2.78)

де 𝐷(𝑠) = exp
(︁
𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︁
, 𝐶8 з (2.59).

Доведення теореми 2.5.

Будемо стартувати з глобальної експоненцiальної оцiнки (2.15) розв’язку 𝑢

та отриманої покращеної степеневої оцiнки (2.78) розв’язку у довiльнiй стро-

го внутрiшнiй пiдобластi Ω(𝑠). Тепер, стартуючи з цiєї останньої нерiвностi,

отримаємо точну оцiнку зверху для розв’язку 𝑢 в Ω(𝑠). Зафiксуємо довiльне

значення 𝑠 ∈ (0, (1− 𝜌)𝑠′) та введемо нову функцiю:

𝑣(𝑡, 𝑥) := 𝐷(𝑠)−
1

𝑝+1𝑢(𝑡, 𝑥) ∀(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× Ω(𝑠),
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де 𝑢 — розв’язок, що дослiджується. Визначимо

𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑣(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 = 𝐷(𝑠)−1𝐸(𝑡, 𝑠),

ℎ(𝑡, 𝑠) := sup
0<𝜏<𝑡

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑣(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥 = 𝐷(𝑠)−1ℎ(𝑡, 𝑠) ∀𝑠 > 𝑠, ∀𝑡 < 𝑇,

(2.79)

де𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠)— енергетичнi функцiї визначенi в (2.10). Визначимо {𝐸𝑗(𝑠)},

{ℎ𝑗(𝑠)} як сiмейства енергетичних функцiй, пов’язаних з функцiєю з (2.79)

та зi зсувами {Δ𝑗}. Очевидно, що цi функцiї задовольняють аналоги спiввiд-

ношень (2.24)–(2.26), а саме,

𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐶1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠)

)︂
, 𝑗 = 1, 2, ...,

ℎ𝑗(𝑠) 6 (1 + 𝛾)ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠)

)︂
,

ℎ𝑗(𝑠) + 𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐶1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠)

)︂
∀ 𝑠 ∈ (𝑠, (1− 𝜌)𝑠′).

Бiльш того, в силу (2.77) виконується "початкова"умова:

𝐸𝑗(𝑠) 6 𝐸(𝑡𝑗, 𝑠) 6 𝛼3(𝑇 − 𝑡𝑗)
−𝛼4 ∀𝑗 > 1,

Без втрати загальностi можемо покласти, що 𝛼4 > (𝑝 + 1)−1. Тодi введемо

додатнi числа 𝛽, 𝜉:

𝛽 > 𝛼4, 0 < 𝜉 < 1 : 𝜃0 := (1 + 𝛾)𝜉𝛼4− 1
𝑝+1 < 1. (2.80)

В силу монотонностi функцiї 𝐸(𝑇, 𝑠) можемо знайти таке значення ¯̄𝑠 = ¯̄𝑠(𝑠) >

𝑠, щоб виконувалась нерiвнiсть:

𝐸(𝑇, 𝑠) > 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽 ∀𝑠 ∈ [𝑠, ¯̄𝑠]. (2.81)

Дiйсно, якщо таке значення ¯̄𝑠 > 𝑠 не iснує, то для значення 𝑠 = 𝑠 ви-

конується нерiвнiсть 𝐸(𝑇, 𝑠) 6 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠) та судження теореми 2.5 з
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𝑐1 = 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽 та 𝑐2 = 𝐶8. Тепер ми маємо продовжити доведення теореми

2.5 тiльки якщо для довiльного 𝜀 > 0 iснує 𝑠 = 𝑠(𝜀) таке, що

𝐸(𝑇, 𝑠) > 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠), 𝑠 = 𝑠(𝜀) → 0 as 𝜀→ 0.

Очевидно, що для такого значення 𝑠 iснує ¯̄𝑠 > 𝑠, що задовольняє (2.81). Тепер

введемо сiмейство неперервних функцiй

Γ𝑠(·) : [0, 𝑡′] → [𝑡1, 𝑇 ] ∀𝑠 ∈ (𝑠, ¯̄𝑠]

за допомогою спiввiдношення:(︀
Γ𝑠(𝑡)− 𝑡

)︀−𝛽
=

𝜉𝛽

𝛼3𝑇 𝛽−𝛼4

(︁
𝐸(Γ𝑠(𝑡), 𝑠)− 𝐸(𝑡, 𝑠)

)︁
. (2.82)

Значення 𝑡1 = 𝑡1(𝑠) = Γ𝑠(0) визначається рiвнiстю:

𝑡−𝛽1 =
𝜉𝛽

𝛼3𝑇 𝛽−𝛼4
𝐸(𝑡1, 𝑠), (2.83)

та 𝑡′ визначається спiввiдношенням:

(𝑇 − 𝑡′)−𝛽 =
𝜉𝛽

𝛼3𝑇 𝛽−𝛼4

(︁
𝐸(𝑇, 𝑠)− 𝐸(𝑡′, 𝑠)

)︁
. (2.84)

В силу означення (2.83), умови (2.80) i властивостi(2.81) маємо

𝐸(𝑡1, 𝑠)𝑡
𝛽
1 =

𝛼3𝑇
𝛽−𝛼4

𝜉𝛽
< 2−1𝐸(𝑇, 𝑠)𝑇 𝛽 ∀𝑠 ∈ (𝑠, ¯̄𝑠]. (2.85)

Зi строгої монотонностi функцiї 𝜙(𝑡) := 𝐸(𝑡, 𝑠)𝑡𝛽 випливає, що 𝑡1(𝑠) < 𝑇

∀𝑠 ∈ (𝑠, ¯̄𝑠]. Вiдмiтимо, що означення (2.84) приводить до

𝑡′ < 𝑇, якщо sup
𝑡→𝑇

𝐸(𝑡, 𝑠) <∞, (2.86)

𝑡′ = 𝑇, якщо sup
𝑡→𝑇

𝐸(𝑡, 𝑠) = ∞. (2.87)

Тепер можна заключити, що функцiя Γ𝑠(·) визначає строго монотонну зро-

стаючу послiдовнiсть {𝑡𝑗} таким спiввiдношенням:

𝑡𝑗 := Γ𝑠(𝑡𝑗−1), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑡0 = 0. (2.88)
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Бiльш того, ця послiдовнiсть є нескiнченою та 𝑡𝑗 → 𝑇 при 𝑗 → ∞ у випадку

(2.87). У випадку (2.86) ця послiдовнiсть є скiнченою та iснує такий номер 𝑗0,

що

𝑡𝑗0 = Γ𝑠(𝑡𝑗0−1) > 𝑡′, 𝑡𝑗0−1 6 𝑡′.

Тепер введемо новi зсуви {Δ𝑗} = {Δ𝑗(𝑠)} для системи (2.24), (2.25), а саме,

Δ𝑗 = Δ𝑗(𝑠) = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1, {𝑡𝑗} з (2.88). (2.89)

В силу означення (2.82) функцiї Γ𝑠(𝑡) i оцiнки (2.77) (а отже (2.78)) викону-

ються нерiвностi:

Δ−𝛽
𝑗 =

𝜉𝛽

𝛼3𝑇 𝛽−𝛼4

(︀
𝐸(𝑡𝑗, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑗−1, 𝑠))

)︀
6

6
𝜉𝛽𝛼3(𝑇 − 𝑡𝑗)

−𝛼4

𝛼3𝑇 𝛽−𝛼4
6 𝜉𝛽𝑇 𝛼4−𝛽(𝑇 − 𝑡𝑗)

−𝛼4 ∀𝑗 ∈ 𝑁.

Тодi

Δ𝑗 = Δ𝑗(𝑠) > 𝜉−1𝑇 1−𝛼4
𝛽 (𝑇 − 𝑡𝑗)

𝛼4
𝛽 = 𝜉−1𝑇 1−𝛼4

𝛽

(︂
(𝑇 − 𝑡𝑗)

𝑇

)︂𝛼4
𝛽

𝑇
𝛼4
𝛽 >

> 𝜉−1𝑇

(︂
(𝑇 − 𝑡𝑗)

𝑇

)︂
> 𝜉−1Δ𝑗+1 ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, ¯̄𝑠).

(2.90)

Визначимо тепер енергетичнi функцiї 𝐸𝑗(𝑠), ℎ𝑗(𝑠) у вiдповiдностi до зсувiв

(2.89). Цi функцiї задовольняють систему (2.24), (2.25) для майже всiх 𝑠 ∈

(𝑠, 𝑠′). Тепер введемо новi енергетичнi функцiї 𝐴𝑗(𝑠), 𝐻𝑗(𝑠) за допомогою

спiввiдношень:

𝐴𝑗(𝑠) := Δ𝑗(𝑠)
𝛼4𝐸𝑗(𝑠), 𝐻𝑗(𝑠) := Δ𝑗(𝑠)

𝛼4ℎ𝑗(𝑠) ∀𝑠 > 𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁. (2.91)

Очевидно, що цi функцiї задовольняють представленим далi нерiвностям для

майже всiх 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′):

𝐴𝑗(𝑠) 6 𝐶1

(︂
Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︂𝛼4

𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐴𝑗(𝑠)

)︂
∀𝑗 ∈ 𝑁,

𝐻 𝑖(𝑠) 6 𝜆𝑖𝐻 𝑖−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑖

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐴𝑖(𝑠)

)︂
∀𝑖 ∈ 𝑁,

(2.92)
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де 𝜆𝑖 = (1 + 𝛾)
(︁

Δ𝑖

Δ𝑖−1

)︁𝛼4

. Легко перевiрити, що

𝜆𝑗𝜆𝑗−1...𝜆𝑖+1Δ
1

𝑝+1

𝑖 = (1 + 𝛾)𝑗−𝑖Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼4− 1
𝑝+1

. (2.93)

Використовуючи спiввiдношення (2.93) та iтеруючи систему (2.92), отримає-

мо нерiвностi:

𝐴𝑗(𝑠) 6 𝐶1(1 + 𝛾)𝑗−1

(︂
Δ𝑗

Δ0

)︂𝛼4

𝐻0(𝑠)+

+ 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂ 𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼4− 1
𝑝+1(︀

− 𝐴
′
𝑖(𝑠)
)︀)︂

∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′),

де 𝐶3 = max{𝐶2𝛾
1

𝑝+1 , (1 + 𝛾)−1𝐶1𝐶3}, 𝐻0(𝑠) = Δ𝛼4
0 ℎ0(𝑠), Δ0 = 𝜉−1Δ1. Тепер

введемо ще одне сiмейство енергетичних функцiй:

𝑈𝑗(𝑠) :=

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼4− 1
𝑝+1

𝐴𝑖(𝑠), 𝑗 = 1, 2, ..., ∀𝑠 > 𝑠.

Легко переконатись, що цi функцiї задовольняють спiввiдношення:

𝑈𝑗(𝑠)− 𝐴𝑗(𝑠) = 𝜃(𝑗)𝑈𝑗−1(𝑠), 𝑗 = 1, 2, ..., (2.94)

де в силу (2.90) 𝜃(𝑗) := (1 + 𝛾)
(︀ Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︀𝛼4− 1
𝑝+1 6 (1 + 𝛾)𝜉𝛼4− 1

𝑝+1 = 𝜃0 з 𝜃0 iз (2.80).

Використовуючи (2.80), отримаємо з (2.94):

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐶1𝑇
𝛼4�̄�𝑗−1ℎ0(𝑠) + 𝜃0𝑈𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾

− 1
𝑝+1Δ

1
𝑝+1

𝑗 (−𝑈 ′
𝑗(𝑠)) ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′),

(2.95)

де �̄� = (1 + 𝛾)𝜉𝛼4 < 1. Оцiнимо тепер "початкове" значення 𝑈𝑗(𝑠) функцiї
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𝑈𝑗(𝑠). В силу означення (2.89) та (2.82) отримаємо:

𝑈𝑗(𝑠) =

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼4− 1
𝑝+1

Δ𝑖
𝛼4𝐸𝑖(𝑠) =

= 𝛼3𝑇
𝛽−𝛼4𝜉−𝛽

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼4− 1
𝑝+1

Δ𝑖
−𝛽Δ𝑖

𝛼4 =

= 𝛼3𝑇
𝛽−𝛼4𝜉−𝛽Δ𝑗

−(𝛽−𝛼4)

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛽− 1
𝑝+1

6

6 𝛼3(1− 𝜃0)
−1𝑇 𝛽−𝛼4𝜉−𝛽Δ𝑗

−(𝛽−𝛼4).

(2.96)

Легко перевiрити, що функцiї 𝑈 𝑗(𝑠) := 𝑈𝑗(𝑠)−(1−𝜃0)−1𝐶1𝑇
𝛼4ℎ0(𝑠) задоволь-

няють звичайнiй диференцiальнiй нерiвностi (2.95) для майже всiх 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′):

𝑈 𝑗(𝑠) 6 𝜃0𝑈 𝑗−1(𝑠) + 𝐶3Δ
1

𝑝+1

𝑗 (−𝑈 ′
𝑗(𝑠)).

Бiльш того, функцiї 𝑈 𝑗(𝑠) задовольняють "початковiй"умовi (2.96):

𝑈 𝑗(𝑠) 6 𝛼3(1− 𝜃0)
−1𝑇 𝛽−𝛼4𝜉−𝛽Δ𝑗

−(𝛽−𝛼4).

Тодi, в силу леми 2.5 функцiї 𝑈 𝑗(𝑠) задовольняють таку рiвномiрну за 𝑗 ∈ 𝑁

оцiнку:

𝑈 𝑗(𝑠) 6 𝛼3𝐶10𝑈(𝑠− 𝑠) ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′), 𝑗 = 1, 2, ..., (2.97)

де 𝐶10 = (1−𝜃0)−1𝑇 𝛽−𝛼4𝜉−𝛽
(︀
𝐶3(𝛽−𝛼4)(𝑝+1)𝑒−1(1−𝜃0)−1

)︀(𝛽−𝛼4)(𝑝+1)
, 𝑈(𝑠) :=

𝑠−(𝛽−𝛼4)(𝑝+1) i, отже:

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐶11 + 𝛼3𝐶10𝑈(𝑠− 𝑠) ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′), (2.98)

де 𝐶11 = (1−𝜃0)−1𝐶1𝑇
𝛼4ℎ0(𝑠). Визначимо значення 𝑠(1) > 0 спiввiдношенням:

𝑈(𝑠) > 𝛼−1
3 𝐶11𝐶

−1
10 ∀𝑠 6 𝑠(1) ⇒ 𝑠(1) =

(︀
𝛼3𝐶10𝐶

−1
11

)︀ 1
(𝛽−𝛼4)(𝑝+1) .

Тодi, з (2.98) випливає, що:

𝐴𝑗(𝑠) 6 𝑈𝑗(𝑠) 6 2𝛼3𝐶10𝑈(𝑠−𝑠) ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′′), 𝑠′′ = min(𝑠′, 𝑠(1)+𝑠), 𝑗 = 1, 2, ...,
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що приводить в силу (2.91) та (2.82) до:

𝐸𝑗(𝑠) 6 2𝛼3𝐶10𝑈(𝑠− 𝑠)
(︀
Δ𝑗(𝑠)

)︀−𝛼4 ∀𝑠 ∈ (𝑠, ¯̄𝑠], ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′′), (2.99)

Тепер просумуємо нерiвностi (2.99) з 𝑗 = 1 до 𝑗 = 𝑖. Використовуючи власти-

вiсть (2.90), отримаємо:

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) 6 2𝛼3𝐶10𝑈(𝑠− 𝑠)
𝑖∑︁

𝑗=1

Δ−𝛼4

𝑗 6 2𝛼3𝐶10𝑈(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼4

𝑖 (1− 𝜉𝛼4)−1.

Використовуючи додатково означення (2.82), (2.89), ми матимемо з останньої

нерiвностi:

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) 6 𝐶12𝛼
𝛽−𝛼4

𝛽

3 𝑈(𝑠− 𝑠)𝐸𝑖(𝑠)
𝛼4
𝛽 , 𝐶12 = 2(1− 𝜉𝛼4)−1𝐶10𝜉

𝛼4𝑇− (𝛽−𝛼4)𝛼4
𝛽 𝛼

−𝛼4
𝛽

3 ,

i, як наслiдок,

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) 6 𝐶12𝛼
𝛽−𝛼4

𝛽

3 𝑈(𝑠− 𝑠)𝐸(𝑡𝑖, 𝑠)
𝛼4
𝛽 ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠(3)), ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′′′), 𝑖 = 1, 2, ... ,

(2.100)

де 𝑠′′′ = min(𝑠′, 𝑠(1)) = min(𝑠(1), 𝑠Ω, 𝑠𝜔) 6 𝑠′′, 𝑠(3) = min(¯̄𝑠, 𝑠′′′) = min(¯̄𝑠, 𝑠(1), 𝑠Ω, 𝑠𝜔).

Тепер ми маємо отримати спiввiдношення типу (2.100) не тiльки для 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑠),

𝑖 = 1, 2, ..., але й для довiльного 𝑡 < 𝑇 . Спочатку розглянемо значення 𝑡1, яке

визначається за спiввiдношенням (2.83) як функцiя 𝑡1 = 𝑡1(𝑠). В силу моно-

тонного зростання енергетичної функцiї 𝐸(𝑡, 𝑠) за змiнною 𝑡 та монотонного

спадання за 𝑠, означення (2.83) гарантує, що 𝑡1(𝑠) є монотонно зростаючою

функцiєю. Бiльш того, з (2.85) випливає, що

𝑡1(𝑠) < 𝑇 ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠(3)), (2.101)

де 𝑠(3) з (2.100). Для довiльного 𝑠 з (2.101) покладемо, що {𝑡𝑖} = {𝑡𝑖(𝑠)} є по-

слiдовнiстю, визначеною у (2.88). Легко бачити, що функцiя Γ𝑠(·), визначена

у (2.82), вiдображає вiдрiзок [𝑡𝑖−1(𝑠), 𝑡𝑖(𝑠)] у [𝑡𝑖(𝑠), 𝑡𝑖+1(𝑠)] неперервно, моно-

тонно та бiєктивно для всiх 𝑖 > 1 у випадку (2.87) та для всiх 𝑖 : 1 6 𝑖 6 𝑗0−1
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у випадку (2.86). Бiльш того, у випадку (2.86) вона також бiєктивно вiдобра-

жає вiдрiзок [𝑡𝑗0−1,Γ
−1
𝑠 (𝑡′)] у [𝑡𝑗0, 𝑇 ]. Нехай тепер 𝑡 — довiльна точка з iнтер-

валу (𝑡1(𝑠), 𝑇 ). Для визначеностi можемо вважати, що 𝑡 ∈ (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘) з деяким

𝑘 ∈ 𝑁 у випадку (2.87) або 𝑡 ∈ (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘) з деяким 𝑘 6 𝑗0 або 𝑡 ∈ (𝑡𝑗0, 𝑇 ) у ви-

падку (2.86). В силу бiєктивностi вiдображення Γ𝑠(·) можемо реконструювати

скiнчену послiдовнiсть {𝑡𝑖(𝑠)} таким чином:

𝑡𝑖 := Γ−1
𝑠 (𝑡𝑖+1), 𝑖 = 𝑘, 𝑘−1, . . . , 0, where 𝑡𝑘+1 := 𝑡, 𝑡𝑖 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1(𝑠)).

Звiдси отримуємо послiдовнiсть зсувiв Δ̄𝑗(𝑠):

Δ̄−𝛽
𝑗 := (𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1)

−𝛽 =
𝜉𝛽𝑇 𝛼4−𝛽

𝛼3

(︁
𝐸(𝑡𝑗, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑗−1, 𝑠)

)︁
.

Як це зроблено вище у (2.90), покажемо, що цi зсуви задовольняють нерiв-

нiсть Δ̄𝑗+1 < 𝜉Δ̄𝑗 ∀𝑗 6 𝑘. Вiдповiдно до цих зсувiв введемо новi енергетичнi

функцiї 𝐸
(1)
𝑗 (𝑠), ℎ

(1)

𝑗 (𝑠). Повторюючи для цих функцiй усi кроки обчислень,

починаючи з оцiнки (2.78) i до спiввiдношення (2.100), отримаємо:

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠)− 𝐸(𝑡0, 𝑠) 6 𝐶12𝛼
𝛽−𝛼4

𝛽

3 𝑈(𝑠− 𝑠)𝐸(𝑡𝑖, 𝑠)
𝛼4
𝛽 , ∀𝑖 6 𝑘 + 1,

i, як наслiдок, для 𝑖 = 𝑘 + 1 маємо:

𝐸(𝑡, 𝑠)− 𝐸(𝑡0, 𝑠) 6 𝐶12𝛼
𝛽−𝛼4

𝛽

3 𝑈(𝑠− 𝑠)𝐸(𝑡, 𝑠)
𝛼4
𝛽 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠(3)), ∀𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′′′).

(2.102)

Вiдмiтимо, що точка 𝑡 в останнiй нерiвностi є довiльною 𝑡 < 𝑇 . Оскiльки

𝑡0(𝑠) < 𝑡1(𝑠) , то, сумуючи нерiвностi (2.100) за 𝑖 = 1 та нерiвнiсть (2.102),

отримаємо спiввiдношення:

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐸(𝑡, 𝑠)− 𝐸(𝑡0(𝑠), 𝑠) + 𝐸(𝑡1(𝑠), 𝑠) 6 𝐶12𝛼
𝛽−𝛼4

𝛽

3 𝑈(𝑠− 𝑠)×

×
(︀
𝐸(𝑡, 𝑠)

𝛼4
𝛽 + 𝐸(𝑡1(𝑠), 𝑠)

𝛼4
𝛽

)︀
< 2𝐶12𝛼

𝛽−𝛼4
𝛽

3 𝑈(𝑠− 𝑠)𝐸(𝑡, 𝑠)
𝛼4
𝛽 ,

(2.103)

Яке справедливе для довiльного 𝑡 < 𝑇 та довiльних 𝑠, 𝑠 : 𝑠 < 𝑠 < 𝑠 6 𝑠(3).

Введемо новi змiннi: 𝑣 = 𝑠− 𝑠, 𝑤 = 𝑠− 𝑠 > 0 та змiщенi енергетичнi функцiї
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𝐸𝑠(𝑡, 𝑣) := 𝐸(𝑡, 𝑠+𝑣). Тодi спiввiдношення (2.103) може бути записано таким

чином:

𝐸𝑠(𝑡, 𝑣) 6 𝑐𝑈(𝑣 − 𝑤)𝐸𝑠(𝑡, 𝑤)
𝛼4
𝛽 ∀ 0 < 𝑤 < 𝑣 < 𝑠(3) − 𝑠, ∀ 𝑡 < 𝑇, (2.104)

з 𝑐 = 2𝐶12𝛼
𝛽−𝛼4

𝛽

3 . В силу леми 2.7 та в силу структури (2.97) функцiї 𝑈(·)

спiввiдношення (2.104) приводить до рiвномiрної за 𝑡 < 𝑇 оцiнки 𝐸𝑠(𝑡, 𝑣) 6

𝛼3𝐶13𝑣
−𝛽(𝑝+1) ∀ 𝑣 6 𝑠(3) − 𝑠, ∀ 𝑡 < 𝑇 , що приводить до:

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝛼3𝐶13(𝑠− 𝑠)−𝛽(𝑝+1) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀𝑠 : 𝑠 < 𝑠 < 𝑠(3), (2.105)

де 𝐶13 := 2(𝑝+1)𝛽2

𝐶
𝛽

𝛽−𝛼4
12 . Пiдставляючи вирази (2.79) для 𝐸(𝑡, 𝑠) та (2.78) для

𝐷(𝑠), отримаємо з (2.105):

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝛼3𝐶13𝑓(𝑠, 𝑠) := 𝛼3𝐶13 exp
(︀
𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
(𝑠− 𝑠)−𝛽(𝑝+1)

∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠(3)), ∀ 𝑠 < 𝑠(3), ∀ 𝑡 6 𝑇. (2.106)

Перепишемо оцiнку (2.106) у такiй формi:

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝛼3𝐶13𝜔
−𝛽(𝑝+𝜇)𝜙(𝑟, 𝑟), 𝑟 := 𝑠𝜔−𝑝+𝜇

𝑝+1 ,

𝑟 := 𝑠𝜔−𝑝+𝜇
𝑝+1 , 𝜙(𝑟, 𝑟) := exp

(︀
𝐶8𝑟

−𝑝+1
𝜇

)︀
(𝑟 − 𝑟)−𝛽(𝑝+1).

Легко бачити, що для допустимого значення 𝑠 в оцiнцi (2.106) виконується

таке обмеження: 𝑠 6 𝑠𝜔 = 𝑏1𝜔
𝑝+𝜇
𝑝+1 , де 𝑏1 =

(︁
𝐵1

𝐵2

)︁ 𝜇
𝑝+1

. Тому 𝑠 6 𝑏1𝜔
𝑝+𝜇
𝑝+1 i, отже,

𝑟 = 𝑠𝜔−𝑝+𝜇
𝑝+1 6 𝑏1. Зафiксуємо довiльну точку 𝑠 < 𝑠(3). Тодi, вiдносно точки

𝑠 = 2−1𝑠 можливi лише два випадки, а саме,

1) 𝐸(𝑇, 𝑠) 6 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠),

2) 𝐸(𝑇, 𝑠) > 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠).

У випадку 1) маємо настпну оцiнку:

𝐸(𝑇, 𝑠) 6 𝐸(𝑇, 𝑠) 6 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽 exp

(︀
2

𝑝+1
𝜇 𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
, що вiдповiдає шука-

нiй оцiнцi (2.16) в точцi 𝑠.

У випадку 2) також маємо двi можливостi, а саме

a) iснує ¯̄𝑠 = ¯̄𝑠(𝑠) < 𝑠 таке, що 𝐸(𝑇, ¯̄𝑠) = 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠) i 𝐸(𝑇, 𝑠′) >
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2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠) ∀ 𝑠′ ∈ [𝑠, ¯̄𝑠),

b) 𝐸(𝑇, 𝑠′) > 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠) ∀ 𝑠′ 6 𝑠.

У випадку a) маємо оцiнку:

𝐸(𝑇, 𝑠) 6 𝐸(𝑇, ¯̄𝑠) = 2𝛼3𝑇
−𝛼4𝜉−𝛽𝐷(𝑠) = 2𝛼3𝑇

−𝛼4𝜉−𝛽 exp
(︀
2

𝑝+1
𝜇 𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
,

(2.107)

що вiдповiдає оцiнцi для випадку 1). В кiнцi кiнцiв, у випадку b) виконується

оцiнка (2.106):

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝛼3𝐶13𝜔
−𝛽(𝑝+1) exp

(︀
𝐶8𝑟

−𝑝+1
𝜇

)︀
(𝑟 − 𝑟)−𝛽(𝑝+1) =

= 𝛼3𝐶13𝜔
−𝛽(𝑝+1) exp

(︀
2

𝑝+1
𝜇 𝐶8𝑟

−𝑝+1
𝜇

)︀
2𝛽(𝑝+1)𝑟−𝛽(𝑝+1) 6

6 𝛼3𝜔
−𝛽(𝑝+1)2𝛽(𝑝+1)𝐶13𝑘 exp

(︀
2

𝑝+𝜇+1
𝜇 𝐶8𝑟

−𝑝+1
𝜇

)︀
,

(2.108)

де 𝑘 = max𝑟6𝑏1
𝑟−𝛽(𝑝+1)

exp
(︀
2
𝑝+𝜇+1

𝜇 𝐶8𝑟
−𝑝+1

𝜇

)︀ . Нарештi об’єднуючи оцiнки (2.107), (2.108),
матимемо:

𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐸0(𝑡, 𝑠) := 𝐶15 exp
(︀
2

𝑝+𝜇+1
𝜇 𝐶8𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︀
∀𝑡 6 𝑇, ∀𝑠 : 0 < 𝑠 < min(𝑠Ω, 𝑠𝜔, 𝑠

(1)),

𝐶15 = 𝛼3

(︀
2𝑇−𝛼4𝜉−𝛽 + 2𝛽(𝑝+1)𝐶13𝑘𝜔

−𝛽(𝑝+1)
)︀
. (2.109)

З урахуванням перерахованих вище значень констант 𝑠Ω, 𝑠𝜔, 𝑠
(1), остання

оцiнка приводить до шуканої оцiнки (2.16) для енергетичної функцiї 𝐸(𝑡, 𝑠)

розв’язку 𝑢. Необхiдна оцiнка для ℎ(𝑡, 𝑠) випливає з представлених далi про-

стих обчислень. Зафiксуємо 0 < 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 1, 𝑠 > 0 i покладемо, що 𝜉𝜆,𝑠(𝑟)

є зрiзаючою Лiпшицевою функцiєю:

𝜉𝜆,𝑠(𝑟) = 0 if 𝑟 6 𝜆𝑠, 𝜉𝜆,𝑠(𝑟) = 1 if 𝑟 > 𝑠,

𝜉𝜆,𝑠(𝑟) = (𝑟 − 𝜆𝑠)(𝑠(1− 𝜆))−1 if 𝜆𝑠 < 𝑟 < 𝑠.

Тодi, пiдставляючи функцiю 𝜂(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)𝜉
𝑝+1
𝑝

𝜆,𝑠 (𝑑(𝑥)) у якостi тестової фун-

кцiї в iнтегральну тотожнiсть, пiсля стандартних обчислень отримаємо не-



83

рiвнiсть:

𝑝

𝑝+ 1

∫︁
Ω(𝜆𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝜉
𝑝+1
𝑝

𝜆,𝑠 𝑑𝑥+ 𝑑0

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω(𝜆𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝜉
𝑝+1
𝑝

𝜆,𝑠 𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝑑1

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω(𝜆𝑠)∖Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏

)︂ 𝑝
𝑝+1

max
06𝜏6𝑡

(︂∫︁
Ω(𝜆𝑠)∖Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝜉
𝑝+1
𝑝

𝜆,𝑠 𝑑𝑥

)︂ 1
𝑝+1

×

× 𝑡
1

𝑝+1 max
Ω(𝜆𝑠)∖Ω(𝑠)

|∇𝜉𝜆,𝑠(𝑑(𝑥))|+
𝑝

𝑝+ 1

∫︁
Ω(𝜆𝑠)

|𝑢(0, 𝑥)|𝑝+1𝜉
𝑝+1
𝑝

𝜆,𝑠 𝑑𝑥,

що, в силу нерiвностi Юнга, приводить до оцiнки:(︂
𝑝

𝑝+ 1
− 𝜀

)︂
max
06𝜏6𝑡

∫︁
Ω(𝜆𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝜉
𝑝+1
𝑝

𝜆,𝑠 𝑑𝑥 6
𝑝

𝑝+ 1
ℎ0(𝜆𝑠)+

+ 𝐶(𝜀)

(︃
𝑑1𝑇

1
𝑝+1

𝑠(1− 𝜆)

)︃𝑝+1
𝑝 ∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω(𝜆𝑠)∖Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝜀 > 0.

В силу (2.109) остання оцiнка з 𝜀 = 𝑝
2(𝑝+1) приводить до:

𝑝

2(𝑝+ 1)
ℎ(𝑡, 𝑠) 6

𝑝

𝑝+ 1
ℎ0(𝜆𝑠) + 𝐶

(︂
𝑝

2(𝑝+ 1)

)︂(︃
𝑑1𝑇

1
𝑝+1

𝑠(1− 𝜆)

)︃𝑝+1
𝑝

𝐸0(𝑡, 𝜆𝑠).

Оптимiзуючи отриману оцiнку за вiльним параметром 𝜆 < 1, отримаємо шу-

кану оцiнку для ℎ(𝑡, 𝑠). Таким чином, теорема 2.5 доведена.

2.4 Пологий граничний режим для рiвняння нейтральної дифузiї

У цьому пiдроздiлi дослiджуються розв’язки задачi (2.1) iз класу 𝑈𝑢0,𝐹 у

випадку, коли 𝑝 = 𝑞. Розглядається пологий степеневий граничний режим, а

отже згiдно з (2.14), розв’язок є обмеженим всерединi областi Ω при 𝑡 → 𝑇 .

При цьому на межi все ж має мiсце сингулярнiсть. Метою дослiдження є

отримання точної оцiнки розв’язку, що описує поведiнку бiля межи та дає

iнформацiю про залежнiсть поведiнки вiд характеру загострення граничного

режиму. Основний результат цього пiдроздiлу представлено у теоремi.

Теорема 2.6. Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний розв’язок рiвняння (2.1),

що належить до класу 𝑈𝑢0,𝐹 з функцiєю 𝐹 :

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛼(𝑡) := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−𝛼 ∀ 𝑡 < 𝑇, (2.110)
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де 𝜔0 > 0, 𝛼 > 1
𝑝+1 — деякi сталi. Тодi iснує стала 𝐺 <∞, що залежить лише

вiд 𝑝, 𝑛, 𝑑0, 𝑑1, i значення 𝑠 > 0 таке, що виконується рiвномiрна апрiорна

оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝜔0𝑠
−𝛼(𝑝+1) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (2.111)

де ℎ(𝑡, 𝑠), 𝐸(𝑡, 𝑠) — енергетичнi функцiї, що визначенi в (2.10).

Доведення.

Iз означення (2.10) випливає монотонне спадання i неперервнiсть функцiї

𝐽𝑇 (𝑠) := 𝐸(𝑇, 𝑠) + ℎ(𝑇, 𝑠) по 𝑠. Бiльш того, вiдомо, (див. наслiдок з теореми

6.3.1 у [68] та огляд результатiв у 1.3), що в умовах теореми 𝐽𝑇 (𝑠) → ∞ при

𝑠 → 0 i 𝐽𝑇 (𝑠) < ∞ ∀ 𝑠 > 0. А отже знайдеться таке значення 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), що

для всiх 𝑠 з iнтервалу (0, 𝑠) буде виконана конструктивна умова:

𝐸(𝑇, 𝑠) + ℎ(𝑇, 𝑠) > 2𝜔0𝑇
−𝛼1𝜉−𝛼, (2.112)

де 𝜉 ∈ (0, 1) буде визначена пiзнiше, 𝛼1 — довiльне значення з промiжку(︁
1
𝑝+1 , 𝛼

)︁
. Тепер зафiксуємо точку 𝑠 ∈ (0, 𝑠]. Очевидно, що в цiй точцi також

виконується умова (2.112).

Далi будемо розбивати промiжок [0, 𝑇 ) послiдовнiстю точок {𝑡𝑗} (𝑗 =

1, 2, ..., 𝑡0 = 0, 𝑡𝑗 → 𝑇 при 𝑗 → ∞) на промiжки [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗) довжиною Δ𝑗 :=

𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 > 0. Цю послiдовнiсть {𝑡𝑗} визначимо спецiальним чином, а саме,

введемо до розгляду неперервну функцiю Γ𝑠(·) : [0, 𝑡′] → [𝑡1, 𝑇 ], яку задамо

спiввiдношенням:(︀
Γ𝑠(𝑡)− 𝑡

)︀−𝛼
=

𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︁
𝐸(Γ𝑠(𝑡), 𝑠)− 𝐸(𝑡, 𝑠) + sup

𝑡<𝜏<Γ𝑠(𝑡)

ℎ(𝜏, 𝑠)
)︁
. (2.113)

Значення 𝑡1 = 𝑡1(𝑠) = Γ𝑠(0) и 𝑡′ визначаються iз спiввiдношень:

𝑡−𝛼1 =
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︂
𝐸(𝑡1, 𝑠) + sup

0<𝜏<𝑡1

ℎ(𝜏, 𝑠)

)︂
, (2.114)

(𝑇 − 𝑡′)−𝛼 =
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︁
𝐸(𝑇, 𝑠)− 𝐸(𝑡′, 𝑠) + sup

𝑡′<𝜏<𝑇
ℎ(𝜏, 𝑠)

)︁
. (2.115)
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В силу означення (2.114) i оцiнки (2.112) маємо(︂
𝐸(𝑡1, 𝑠) + sup

0<𝜏<𝑡1

ℎ(𝜏, 𝑠)

)︂
𝑡𝛼1 =

𝜔0𝑇
𝛼−𝛼1

𝜉𝛼
<

<
1

2

(︂
𝐸(𝑇, 𝑠) + sup

0<𝜏<𝑇
ℎ(𝜏, 𝑠)

)︂
𝑇 𝛼 ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠].

Таким чином, в силу строгої монотонностi функцiї

𝑅𝑠(𝑡) := (𝐸(𝑡, 𝑠)+ℎ(𝑡, 𝑠))𝑡𝛼 слiдує, що 𝑡1(𝑠) < 𝑇 ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠]. Вiдмiтимо також,

що з означення (2.115) випливає, що

𝑡′ < 𝑇, якщо sup
𝑡→𝑇

(𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠)) <∞, (2.116)

𝑡′ = 𝑇, якщо sup
𝑡→𝑇

(𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠)) = ∞. (2.117)

Тож, можемо заключити, що функцiя Γ𝑠(·) визначає строго монотонну зро-

стаючу послiдовнiсть {𝑡𝑗} спiввiдношенням:

𝑡𝑗 := Γ𝑠(𝑡𝑗−1), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑡0 = 0.

Бiльш того, ця послiдовнiсть є нескiнченою i 𝑡𝑗 → 𝑇 при 𝑗 → ∞ у випадку

(2.117). У випадку (2.116) послiдовнiсть є скiнченою та iснує число 𝑗0 таке,

що

𝑡𝑗0 = Γ𝑠(𝑡𝑗0−1) > 𝑡′, 𝑡𝑗0−1 6 𝑡′.

Для зручностi визначимо значення 𝑗∞ таким чином:

𝑗∞ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑗0, для випадку (2.116);

∞, для випадку (2.117)

Вiдмiтимо, що при такому визначеннi послiдовностi {𝑡𝑗}, зсуви Δ𝑗 = Δ𝑗(𝑠) =

𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 будуть задаватися таким чином:

Δ−𝛼
𝑗 =

𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︀
𝐸(𝑡𝑗, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑗−1, 𝑠) + sup

𝑡𝑗−1<𝜏<𝑡𝑗

ℎ(𝜏, 𝑠)
)︀
. (2.118)
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Далi покажемо, що послiдовнiсть {Δ𝑗} є спадною, бiльш того, доведемо, що

Δ𝑗+1 6 𝜉Δ𝑗 ∀ 𝑗 ∈ N, де 𝜉 ∈ (0, 1) з (2.113). В силу означення (2.113) функцiї

Γ𝑠(𝑡) i оцiнки (2.110) маємо нерiвнiсть:

Δ−𝛼
𝑗 =

𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︀
𝐸(𝑡𝑗, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑗−1, 𝑠) + sup

𝑡𝑗−1<𝜏<𝑡𝑗

ℎ(𝜏, 𝑠)
)︀
6

6
𝜉𝛼𝜔0(𝑇 − 𝑡𝑗)

−𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1
6 𝜉𝛼𝑇−(𝛼−𝛼1)(𝑇 − 𝑡𝑗)

−𝛼 ∀𝑗 6 𝑗∞.

Далi в силу умови 𝑇 > 1, з формулювання задачi отримуємо:

Δ𝑗 = Δ𝑗(𝑠) > 𝜉−1𝑇 1−𝛼1
𝛼 (𝑇 − 𝑡𝑗) > 𝜉−1(𝑇 − 𝑡𝑗) > 𝜉−1Δ𝑗+1 ∀𝑗 6 𝑗∞.

Тобто,

Δ𝑗+1 6 𝜉Δ𝑗 ∀ 𝑗 6 𝑗∞.

За сформованою послiдовнiстю {𝑡𝑗} визначимо пошаровi енергетичнi фун-

кцiї 𝐸𝑗(𝑠) та ℎ𝑗(𝑠) за допомогою спiввiдношень (2.11). Очевидно, що для цих

функцiй має мiсце лема 2.1, а отже справедлива система (2.12), (2.13). Те-

пер нашою метою є отримання функцiональної нерiвностi для енергетичних

функцiй 𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠), визначених у (2.10). Для цього будемо аналiзувати

систему (2.12), (2.13). Спочатку введемо ваговi енергетичнi функцiї:

𝐴𝑗(𝑠) := Δ𝛼1

𝑗 𝐸𝑗(𝑠), 𝐻𝑗(𝑠) := Δ𝛼1

𝑗 ℎ𝑗(𝑠). (2.119)

Для них стартова система (2.12), (2.13) перепишеться:

𝐴𝑗(𝑠) +𝐻𝑗(𝑠) 6 𝐶1𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐴𝑗(𝑠)

)︂
,

𝐻𝑗(𝑠) 6 𝜆𝑗𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐴𝑗(𝑠)

)︂
∀𝑗 ∈ N,

(2.120)

де 𝐶1 = 𝐶1𝜉
𝛼1, 𝐻0(𝑠) = Δ𝛼1

0 ℎ0(𝑠), Δ0 = 𝜉−1Δ1,

𝜆𝑗 := (1 + 𝛾)

(︂
Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︂𝛼1

6 𝜆 := (1 + 𝛾)𝜉𝛼1 < 1, 𝑗 = 1, 2, ... . (2.121)
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Вiдмiтимо, що (2.121) — перша вимога до вибору сталої 𝜉. Очевидно, що

𝜆𝑗𝜆𝑗−1...𝜆𝑖+1Δ
1

𝑝+1

𝑖 = (1 + 𝛾)𝑗−𝑖Δ
1

𝑝+1

𝑗

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 1
𝑝+1

∀ 𝑗 > 𝑖.

Враховуючи це, проiтеруємо нерiвностi (2.120). У результатi отримуємо:

𝐴𝑗(𝑠) +𝐻𝑗(𝑠) 6 𝐶1(1 + 𝛾)𝑗−1

(︂
Δ𝑗

Δ0

)︂𝛼1

𝐻0(𝑠) + 𝐶3𝛾
− 1

𝑝+1Δ
1

𝑝+1

𝑗 ×

×
(︂ 𝑗∑︁

𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 1
𝑝+1(︀

− 𝐴′
𝑗(𝑠)

)︀)︂
∀ 𝑗 6 𝑗∞, ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠), (2.122)

де 𝐶3 = max{𝐶2𝛾
1

𝑝+1 , (1+ 𝛾)−1𝐶1𝐶3}. Далi будемо зводити отриману систему

(2.122) до системи виду (2.166). Для цього введемо новi енергетичнi функцiї

таким чином:

𝑈𝑗(𝑠) :=

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 1
𝑝+1

(𝐴𝑖(𝑠) +𝐻𝑖(𝑠)) 𝑗 = 1, 2, ... . (2.123)

Очевиднi спiввiдношення:

𝑈𝑗(𝑠)− 𝐴𝑗(𝑠)−𝐻𝑗(𝑠) = 𝜃(𝑗)𝑈𝑗−1(𝑠), 𝑗 = 1, 2, ... ,

де

𝜃(𝑗) := (1 + 𝛾)

(︂
Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︂𝛼1− 1
𝑝+1

6 𝜃0 := (1 + 𝛾)𝜉𝛼1− 1
𝑝+1 < 1 (2.124)

Умовою (2.124) накладаються бiльш жорсткi кiнцевi вимоги на вибiр сталої

𝜉. Таким чином для нових функцiй 𝑈𝑗(𝑠) справедлива система:

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐶1𝜆
𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝜃0𝑈𝑗−1(𝑠) + 𝐶3𝛾

− 1
𝑝+1Δ

1
𝑝+1

𝑗 (−𝑈 ′
𝑗(𝑠))

∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠) (2.125)
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Визначимо тепер початковi данi для них. Оцiнимо 𝑈𝑗(𝑠):

𝑈𝑗(𝑠) =

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 1
𝑝+1

Δ𝑖
𝛼1 (𝐸𝑖(𝑠) + ℎ𝑖(𝑠)) =

= 𝜔0𝜉
−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 1
𝑝+1

Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑖 =

= 𝜔0𝜉
−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1Δ

−(𝛼−𝛼1)
𝑗

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 1
𝑝+1

6

6 𝐺1𝜔0Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑗 ∀ 𝑗 6 𝑗∞, (2.126)

де 𝐺1 = 𝜉−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1(1 − 𝜃0)
−1. Далi визначимо значення �̄� = 𝐶1𝜆𝐻0(𝑠) i пере-

пишемо систему (2.125), (2.126) таким чином:

𝑈 𝑗(𝑠) := 𝑈𝑗(𝑠)− �̄� 6 𝜃0𝑈 𝑗−1(𝑠) + 𝐶3Δ
1

𝑝+1

𝑗 (−𝑈 ′
𝑗(𝑠)),

𝑈 𝑗(𝑠) 6 𝐺1𝜔0Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑗 ,

Для аналiзу отриманої системи застосуємо лему 2.6. Отримаємо рiвномiрну

оцiнку:

𝑈 𝑗(𝑠) 6 𝐺2𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠), 𝜓(𝑠) := 𝑠−(𝛼−𝛼1)(𝑝+1)

𝐺2 :=

(︂
𝐶3(𝛼− 𝛼1)(𝑝+ 1)

𝑒(1− 𝜃0)

)︂(𝛼−𝛼1)(𝑝+1)

𝐺1.

Для 𝑈𝑗(𝑠) вiдповiдно маємо оцiнку:

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐺2𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠) + �̄� ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠), (2.127)

Далi визначимо значення 𝑠1 > 𝑠 спiввiдношенням:

𝜓(𝑠1 − 𝑠) = 𝐺−1
3 𝜔−1

0 �̄�,

тодi (2.127) перепишеться:

𝑈𝑗(𝑠) 6 2𝐺2 𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠) ∀ 𝑠 : 𝑠 < 𝑠 < 𝑠2 := min{𝑠1, 𝑠}.
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Згадуючи означення (2.123) i (2.119), отримуємо оцiнку:

𝐸𝑗(𝑠) + ℎ𝑗(𝑠) 6 Δ−𝛼1

𝑗 𝑈𝑗(𝑠) 6 2𝐺2𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼1

𝑗 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠2). (2.128)

Тепер отримаємо оцiнку для енергетичних функцiй 𝐸(𝑡, 𝑠) i ℎ(𝑡, 𝑠). Для цього

зафiксуємо значення 𝑖 6 𝑗∞ i просумуємо нерiвнiсть (2.128) за 𝑗 вiд 1 до 𝑖. В

силу (2.118) отримаємо

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) + ℎ(𝑡𝑖, 𝑠) 6 2𝐺2𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠)
𝑖∑︁

𝑗=1

Δ−𝛼1

𝑗 6

6 2𝐺2𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼1

𝑖

𝑖∑︁
𝑗=1

(𝜉𝛼1)𝑗−1 6
2𝐺2

1− 𝜉𝛼1
𝜔0𝜓(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼1

𝑖 =

= 𝐺3𝜔
𝛼−𝛼1

𝛼
0 𝜓(𝑠− 𝑠) (𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) + ℎ(𝑡𝑖, 𝑠))

𝛼1
𝛼 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠2),

где 𝐺3 = 2𝜉𝛼1(1− 𝜉𝛼1)−1𝑇− (𝛼−𝛼1)𝛼1
𝛼 𝐺2. (2.129)

Наступний крок доведення — отримання оцiнки типу (2.129) для довiльної

точки 𝑡 < 𝑇 . Для цього вiдмiтимо, що функцiя Γ𝑠(·), визначена у (2.113),

неперервно, монотонно та взаємнооднозначно вiдображає будь-який вiдрiзок

[𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗] на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] ∀ 𝑗 6 𝑗∞ − 1. Зафiксуємо точку 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑇 ). Нехай для

визначеностi 𝑡 := 𝑡𝑘 ∈ (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] при деякому 𝑘 6 𝑗∞ − 1. Тодi єдиним чином

вiдновлюється послiдовнiсть {𝑡𝑖}, 𝑖 6 𝑗∞ така, що:

𝑡𝑖+1 = Γ𝑠(𝑡𝑖) ∀ 𝑖 6 𝑗∞, 𝑡𝑖 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1].

За допомогою цiєї послiдовностi визначаються новi зсуви {Δ𝑖}:

Δ
−𝛼
𝑖 := (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)

−𝛼 =
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︁
𝐸(𝑡𝑖, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑖−1, 𝑠) + sup

𝑡𝑖−1<𝑡<𝑡𝑖

ℎ(𝑡, 𝑠)
)︁
.

Аналогiчно перевiряється, що Δ𝑖+1 6 𝜉Δ𝑖 ∀ 𝑖 6 𝑗∞ − 1. За цими зсувами

визначаються вiдповiднi енергетичнi функцiї 𝐸𝑖(𝑠) i ℎ𝑖(𝑠). Далi повторюємо

процедуру (2.119)–(2.129). Вiдмiннiсть буде лише в тому, що в якостi поча-

ткової функцiї виступає функцiя ℎ0(𝑠) := ℎ(𝑡0, 𝑠). Оцiнимо 𝐻0(𝑠), використо-



90

вуючи умову (2.110):

𝐻0(𝑠) = (𝜉−1Δ1)
𝛼1ℎ0(𝑠) 6 𝜉−𝛼1𝜔0

(︂
𝑡1 − 𝑡0
𝑇 − 𝑡0

)︂𝛼1

6 𝜉−𝛼1𝜔0.

В результатi отримуємо оцiнку типу (2.129):

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) + ℎ(𝑡𝑖, 𝑠) 6 𝐺3𝜔
𝛼−𝛼1

𝛼
0 𝜓(𝑠− 𝑠) (𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) + ℎ(𝑡𝑖, 𝑠))

𝛼1
𝛼

∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠3),

де 𝐺3 з (2.129), 𝑠3 := min{𝑠1, 𝑠}, де значення 𝑠1 визначається спiввiдношен-

ням:

𝜓(𝑠1 − 𝑠) = 𝐺−1
3 𝜔−1

0
¯̄𝑏, где ¯̄𝑏 := 𝐶1𝜆𝐻0(𝑠).

Тепер в силу того, що вибiр точки 𝑡𝑘 був довiльним, отримуємо оцiнку для

всiх 𝑡 < 𝑇 :

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 𝐺3𝜔
𝛼−𝛼1

𝛼
0 (𝑠− 𝑠)−(𝛼−𝛼1)(𝑝+1) (𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠))

𝛼1
𝛼

∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠, 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠3,

Таким чином мы отримаємо функцiональну нерiвнiсть для енергетичних фун-

кцiй. Для її аналiзу застосуємо лему 2.7. Отримаємо оцiнку:

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠) 6 2
𝛼2(𝑝+1)
𝛼−𝛼1 𝐺

𝛼
𝛼−𝛼1
3 𝜔0𝑠

−𝛼(𝑝+1) ∀ 𝑡 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠3).

Отримали твердження теореми з 𝐺 = 2
𝛼2(𝑝+1)
𝛼−𝛼1 𝐺

𝛼
𝛼−𝛼1
3 , 𝑠 = 𝑠3.

2.5 Локалiзований степеневий режим для рiвняння повiльної ди-

фузiї

Розглянемо тепер розв’язки задачi (2.1) iз класу 𝑈𝑢0,𝐹 у випадку, коли 𝑝 > 𝑞.

Умови локалiзацiї для такої задачi були дослiдженi у [68] та детально описанi

у пiдроздiлi 1.3. Нагадаємо, що розв’язок задачi з класу 𝑈𝑢0,𝐹 буде обмеженим
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всюди всерединi областi Ω при 𝑡→ 𝑇 , коли функцiя 𝐹 має таку структуру:

𝐹 (𝑡) := 𝜔(𝑡) · (𝑇 − 𝑡)−
𝑞+1
𝑝−𝑞 , 𝜔(𝑡) → 0 при 𝑡→ 𝑇.

Метою дослiдження є отримання точної оцiнки розв’язку та опис залежностi

поведiнки розв’язку вiд 𝜔. Основний результат цього пiдроздiлу представлено

у теоремi.

Теорема 2.7. Нехай 𝑢 — довiльний енергетичний розв’язок рiвняння (2.1)

з множини 𝑈𝑢0,𝐹 , де 𝐹 — це локалiзований LS-режим, що визначається таким

чином:

𝐹 (𝑡) = 𝐹𝛽 := 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−(
𝑞+1
𝑝−𝑞−𝛽) ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜔0 > 0, 0 < 𝛽 < 𝛽0 =

𝑞 + 1

𝑝− 𝑞
− 1

𝑝
.

(2.130)

Тодi iснує стала 𝐺 > 0 i значення 𝑠 > 0, що залежить лише вiд вiдомих

параметрiв задачi, такi, що для розв’язку 𝑢 справедлива рiвномiрна за 𝑡 6 𝑇

енергетична оцiнка:

𝐸𝑢(𝑡, 𝑠) + ℎ𝑢(𝜏, 𝑠) 6 𝐺𝜔
𝑞+1

𝛽(𝑝−𝑞)

0 𝑠−𝜈 ∀ 𝑡 6 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (2.131)

де 𝜈 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝑞+1−𝛽(𝑝−𝑞))
𝛽(𝑝−𝑞)2 .

Доведення.

Iз означення (2.10) випливає, що енергетичнi функцiї 𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠) для

розв’язку 𝑢 є незростаючими функцiями аргументу 𝑠 при довiльному 𝑡 6 𝑇 .

Крiм того, в силу результатiв, описаних у пiдроздiлi 1.3, маємо

𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝜏, 𝑠) <∞ ∀ 𝑠 > 0, ∀ 𝑡 6 𝑇. (2.132)

Зафiксуємо тепер числа

𝜉 ∈ (0, 1); 𝛼1 ∈ (𝑝−1, 𝛼), 𝛼 :=
𝑞 + 1

𝑝− 𝑞
− 𝛽.
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В силу (2.132) маємо двi альтернативи: або

𝐸(𝑇, 𝑠) + ℎ(𝑇, 𝑠) 6 2𝜔0𝑇
−𝛼1𝜉−𝛼 ∀ 𝑠 > 0,

або iснує таке значення 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), где 𝑠Ω з (2.9), що

𝐸(𝑇, 𝑠) + ℎ(𝑇, 𝑠) > 2𝜔0𝑇
−𝛼1𝜉−𝛼 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠). (2.133)

Почнемо аналiз з випадку (2.133). Для довiльної точки 𝑠 ∈ (0, 𝑠) визначимо

кiнцеву зростаючу послiдовнiсть {𝑡𝑗} = {𝑡𝑗(𝑠)}, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑡0 = 0 за допомо-

гою неперервної функцiї Γ𝑠(·) : [0, 𝑡′] → [𝑡1, 𝑇 ], що визначається рiвнiстю:(︀
Γ𝑠(𝑡)− 𝑡

)︀−𝛼
=

𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︁
𝐸(Γ𝑠(𝑡), 𝑠)− 𝐸(𝑡, 𝑠) + sup

𝑡<𝜏<Γ𝑠(𝑡)

ℎ(𝜏, 𝑠)
)︁
. (2.134)

Значення 𝑡1 = 𝑡1(𝑠) = Γ𝑠(0) визначається рiвнiстю:

𝑡−𝛼1 =
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1
(𝐸(𝑡1, 𝑠) + ℎ(𝑡1, 𝑠)) , (2.135)

а 𝑡′ визначається зi спiввiдношення:

(𝑇 − 𝑡′)−𝛼 =
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︁
𝐸(𝑇, 𝑠)− 𝐸(𝑡′, 𝑠) + sup

𝑡′<𝜏<𝑇
ℎ(𝜏, 𝑠)

)︁
. (2.136)

В силу означення (2.135) i припущення (2.133) маємо

(𝐸(𝑡1, 𝑠) + ℎ(𝑡1, 𝑠)) 𝑡
𝛼
1 =

𝜔0𝑇
𝛼−𝛼1

𝜉𝛼
<

<
1

2
(𝐸(𝑇, 𝑠) + ℎ(𝑇, 𝑠))𝑇 𝛼 ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠].

Таким чином, в силу строгої монотонностi функцiї

𝑅𝑠(𝑡) := (𝐸(𝑡, 𝑠) + sup0<𝜏<𝑡 ℎ(𝜏, 𝑠)) 𝑡
𝛼 маємо, що 𝑡1(𝑠) < 𝑇 ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠]. Вiдмi-

тимо також, що в силу (2.132) з означення (2.136) випливає:

𝑡′ = 𝑡′(𝑠) < 𝑇 ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠].
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Тож, можемо зробити висновок, що функцiя Γ𝑠(·) визначає строго монотонну

зростаючу послiдовнiсть {𝑡𝑗} спiввiдношенням:

𝑡𝑗 := Γ𝑠(𝑡𝑗−1), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0 = 𝑗0(𝑠) <∞ : 𝑡𝑗0 = Γ𝑠(𝑡𝑗0−1) > 𝑡′, 𝑡𝑗0−1 6 𝑡′.

(2.137)

За послiдовнiстю {𝑡𝑗} з (2.137) визначимо послiдовнiсть iнтервалiв Δ𝑗 =

Δ𝑗(𝑠) = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0, для яких в силу означення (2.134) має мiсце

спiввiдношення:

Δ−𝛼
𝑗 =

𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︀
𝐸(𝑡𝑗, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑗−1, 𝑠) + sup

𝑡𝑗−1<𝜏<𝑡𝑗

ℎ(𝜏, 𝑠)
)︀
. (2.138)

Покажемо тепер, що послiдовнiсть {Δ𝑗} є квалiфiковано спадною. З умови

теореми 2.7 випливає, що для енергетичних функцiй 𝐸(𝑡), ℎ(𝑡) розв’язку 𝑢

має мiсце оцiнка:

𝐸(𝑡) + ℎ(𝑡) = 𝐸𝑢(𝑡) + ℎ𝑢(𝑡) 6 𝜔0(𝑇 − 𝑡)−𝛼 ∀ 𝑡 < 𝑇. (2.139)

В силу (2.139) з означення (2.134) функцiї Γ𝑠(𝑡) випливає нерiвнiсть:

Δ−𝛼
𝑗 =

𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︀
𝐸(𝑡𝑗, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑗−1, 𝑠) + sup

𝑡𝑗−1<𝜏<𝑡𝑗

ℎ(𝜏, 𝑠)
)︀
6

6
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1
(𝐸(𝑡𝑗) + ℎ(𝑡𝑗)) 6 𝜉𝛼𝑇−(𝛼−𝛼1)(𝑇 − 𝑡𝑗)

−𝛼 ∀𝑗 6 𝑗0.

Звiдси в силу умови 𝑇 > 1 з формулювання задачi отримуємо:

Δ𝑗 > 𝜉−1𝑇 1−𝛼1
𝛼 (𝑇 − 𝑡𝑗) > 𝜉−1(𝑇 − 𝑡𝑗) > 𝜉−1Δ𝑗+1 ⇒ Δ𝑗+1 6 𝜉Δ𝑗 ∀𝑗 6 𝑗0,

(2.140)

де Δ𝑗0+1 := 𝑇 − 𝑡𝑗0. Спiввiдношення (2.140) назвемо властивiстю квалiфiко-

ваної монотонностi послiдовностi {Δ𝑗}. За сформованою послiдовнiстю {𝑡𝑗}

визначаються пошаровi енергетичнi функцiї 𝐸𝑗(𝑠) i ℎ𝑗(𝑠) за допомогою спiв-

вiдношень (2.11).

В силу леми 2.1 енергетичнi функцiї 𝐸𝑗(𝑠) и ℎ𝑗(𝑠) задовольняють систему

(2.12), (2.13). Аналiзуючи цю систему, встановимо оцiнки для енергетичних
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функцiй 𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠). Для цього спочатку введемо ваговi енергетичнi фун-

кцiї:

𝐴𝑗(𝑠) := Δ𝛼1

𝑗 𝐸𝑗(𝑠), 𝐻𝑗(𝑠) := Δ𝛼1

𝑗 ℎ𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0. (2.141)

Для них стартова система (2.12), (2.13) приймає вигляд:

𝐴𝑗(𝑠) +𝐻𝑗(𝑠) 6 𝐶1𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶2Δ
𝜈1−𝛼1𝜇1

𝑗

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇1 +

𝐶3Δ
𝜈2−𝛼1𝜇2

𝑗

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇2 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠),

𝐻𝑗(𝑠) 6 (1 + 𝛾)𝜉𝛼1𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝐶4𝛾
−(𝜈1+𝜇1)Δ𝜈1−𝛼1𝜇1

𝑗

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇1 +

𝐶5𝛾
− 1

𝑞Δ𝜈2−𝛼1𝜇2

𝑗

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇2 ,

(2.142)

де 𝐶1 = 𝐶1𝜉
𝛼1, 𝐻0(𝑠) = Δ𝛼1

0 ℎ0(𝑠), Δ0 = 𝜉−1Δ1. Накладемо тепер першу умову

на вибiр сталої 𝜉, а саме, покладемо 𝜉 < (1+𝛾)−𝛼
−1
1 . При цьому, в силу (2.140)

маємо:

𝜆𝑗 := (1 + 𝛾)

(︂
Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︂𝛼1

6 𝜆 := (1 + 𝛾)𝜉𝛼1 < 1, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0.

Легко перевiрити спiввiдношення:

𝜆𝑗𝜆𝑗−1...𝜆𝑖+1Δ
𝜈𝑘−𝛼1𝜇𝑘

𝑖 = (1 + 𝛾)𝑗−𝑖Δ𝜈𝑘−𝛼1𝜇𝑘

𝑗

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂(1+𝜇𝑘)𝛼1−𝜈𝑘
∀ 𝑗 > 𝑖, 𝑘 = 1, 2.

Враховуючи це, проiтеруємо нерiвностi (2.142). У результатi отримаємо:

𝐴𝑗(𝑠) +𝐻𝑗(𝑠) 6 𝐶1(1 + 𝛾)𝑗−1

(︂
Δ𝑗

Δ0

)︂𝛼1

𝐻0(𝑠)+

+Δ𝜈1−𝛼1𝜇1

𝑗 𝐶6𝛾
−(𝜈1+𝜇1)

[︃
𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂(1+𝜇1)𝛼1−𝜈1 (︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇1

]︃
+

+Δ𝜈2−𝛼1𝜇2

𝑗 𝐶7𝛾
− 1

𝑞

[︃
𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)𝑗−𝑖
(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂(1+𝜇2)𝛼1−𝜈2 (︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇2

]︃
∀ 𝑗 6 𝑗0, ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠),

(2.143)

де 𝐶6 = max
{︀
𝐶2𝛾

(𝜈1+𝜇1), 𝐶1𝐶4𝜆
−1
}︀
, 𝐶7 = max

{︁
𝐶3𝛾

1
𝑞 , 𝐶1𝐶5𝜆

−1
}︁
. Перетвори-

мо тепер систему (2.143) до такого вигляду, щоб застосувати лему 2.4. Для



95

цього введемо новi енергетичнi функцiї

𝑈
(1)
𝑗 (𝑠) :=

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)
𝑗−𝑖
1+𝜇1

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 𝜈1
1+𝜇1

(𝐴𝑖(𝑠) +𝐻𝑖(𝑠)),

𝑈
(2)
𝑗 (𝑠) :=

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)
𝑗−𝑖
1+𝜇2

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 𝜈2
1+𝜇2

(𝐴𝑖(𝑠) +𝐻𝑖(𝑠)), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0.

(2.144)

Очевиднi спiввiдношення:

𝑈
(1)
𝑗 (𝑠)− 𝐴𝑗(𝑠)−𝐻𝑗(𝑠) = 𝜃1,𝑗 𝑈

(1)
𝑗−1(𝑠), 𝑈

(1)
0 (𝑠) = 0,

𝑈
(2)
𝑗 (𝑠)− 𝐴𝑗(𝑠)−𝐻𝑗(𝑠) = 𝜃2,𝑗 𝑈

(2)
𝑗−1(𝑠), 𝑈

(2)
0 (𝑠) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0,

(2.145)

де

𝜃1,𝑗 := (1 + 𝛾)
1

1+𝜇1

(︂
Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︂𝛼1− 𝜈1
1+𝜇1

6 𝜃1 := (1 + 𝛾)
1

1+𝜇1 𝜉𝛼1− 𝜈1
1+𝜇1 < 1,

𝜃1,𝑗 := (1 + 𝛾)
1

1+𝜇2

(︂
Δ𝑗

Δ𝑗−1

)︂𝛼1− 𝜈2
1+𝜇2

6 𝜃2 := (1 + 𝛾)
1

1+𝜇2 𝜉𝛼1− 𝜈2
1+𝜇2 < 1,

(2.146)

За допомогою умов (2.146) накладаються бiльш жорсткi кiнцевi вимоги на

вибiр сталої 𝜉. Очевидно, що 𝐻𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0 є абсолютно неперервни-

ми монотонно незростаючими функцiями. Тому з нерiвностей (2.143), в силу

спiввiдношень (2.145) випливає справедливiсть для майже всiх 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠) спiв-

вiдношень:

𝑈
(1)
𝑗 (𝑠) 6 𝐶1𝜆

𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝜃1𝑈
(1)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶6𝛾

−(𝜈1+𝜇1)Δ𝜈1−𝛼1𝜇1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝑈

(1)
𝑗 (𝑠)

)︂1+𝜇1

+

+ 𝐶7𝛾
− 1

𝑞Δ𝜈2−𝛼1𝜇2

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝑈

(2)
𝑗 (𝑠)

)︂1+𝜇2

, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0,

(2.147)

𝑈
(2)
𝑗 (𝑠) 6 𝐶1𝜆

𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝜃2𝑈
(2)
𝑗−1(𝑠) + 𝐶6𝛾

−(𝜈1+𝜇1)Δ𝜈1−𝛼1𝜇1

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝑈

(1)
𝑗 (𝑠)

)︂1+𝜇1

+

+ 𝐶7𝛾
− 1

𝑞Δ𝜈2−𝛼1𝜇2

𝑗

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝑈

(2)
𝑗 (𝑠)

)︂1+𝜇2

, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0.

(2.148)
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Оцiнимо зверху значення 𝑈 (1)
𝑗 (𝑠). В силу (2.141) i означення (2.138) iнтер-

валiв {Δ𝑗} = {Δ𝑗(𝑠)} ∀𝑗 6 𝑗0 маємо

𝑈
(1)
𝑗 (𝑠) =

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)
𝑗−𝑖
1+𝜇1

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 𝜈1
1+𝜇1

Δ𝛼1

𝑖 (𝐸𝑖(𝑠) + ℎ𝑖(𝑠)) =

= 𝜔0𝜉
−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)
𝑗−𝑖
1+𝜇1

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼1− 𝜈1
1+𝜇1

Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑖 ∀ 𝑗 6 𝑗0.

Звiдси легко випливає

𝑈
(1)
𝑗 (𝑠) = 𝜔0𝜉

−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑗

𝑗∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛾)
𝑗−𝑖
1+𝜇1

(︂
Δ𝑗

Δ𝑖

)︂𝛼− 𝜈1
1+𝜇1

6

6 𝜔0𝜉
−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1Δ

−(𝛼−𝛼1)
𝑗

𝑗∑︁
𝑖=1

(︀
𝜃1𝜉

𝛼−𝛼1
)︀𝑗−1

6

6 𝐺1𝜔0(1− 𝜃1𝜉
𝛼−𝛼1)−1Δ

−(𝛼−𝛼1)
𝑗 ∀ 𝑗 6 𝑗0,

(2.149)

де 𝐺1 = 𝜉−𝛼𝑇 𝛼−𝛼1. Аналогiчно отримуємо оцiнку для 𝑈
(2)
𝑗 (𝑠):

𝑈
(2)
𝑗 (𝑠) 6 𝐺1𝜔0(1− 𝜃2𝜉

𝛼−𝛼1)−1Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑗 ∀ 𝑗 6 𝑗0. (2.150)

Додаючи нерiвностi (2.147) i (2.148) та враховуючи монотонне незростання

функцiй 𝑈 (1)
𝑗 (𝑠) i 𝑈 (2)

𝑗 (𝑠), отримаємо диференцiальну нерiвнiсть вiдносно фун-

кцiй 𝑈𝑗(𝑠) := 𝑈
(1)
𝑗 (𝑠) + 𝑈

(2)
𝑗 (𝑠):

𝑈𝑗(𝑠) 6 2max

{︃
𝐶6

𝛾𝜈1+𝜇1
Δ
𝜇1(𝛼+𝛽−𝛼1)
𝑗

(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇1 ,

𝐶7

𝛾
1
𝑞

Δ
𝜇2(𝛼+𝛽−𝛼1)
𝑗

(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇2

}︃
+

+ 2𝐶1𝜆
𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝜃𝑈𝑗−1(𝑠) для почти всех 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠), 𝜃 = max(𝜃1, 𝜃2).

(2.151)

Вiдповiдно, нерiвностi (2.150) i (2.149) породжують "початкову"умову для

функцiй 𝑈𝑗(𝑠):

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐺2𝜔0Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑗 ∀ 𝑗 6 𝑗0, (2.152)

де 𝐺2 = 𝐺1

(︀
(1− 𝜃1𝜉

𝛼−𝛼1)−1 + (1− 𝜃2𝜉
𝛼−𝛼1)−1

)︀
. Неважко перевiрити, що си-
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стему (2.151), (2.152) можно записати у "однорiдному"виглядi, а саме:

̃︀𝑈𝑗(𝑠) := 𝑈𝑗(𝑠)− �̄� 6 𝜃̃︀𝑈𝑗−1(𝑠) + max
{︁
𝑘
(1)
𝑗 (−̃︀𝑈 ′

𝑗(𝑠))
1+𝜇1, 𝑘

(2)
𝑗 (−̃︀𝑈 ′

𝑗(𝑠))
1+𝜇2

}︁
,

̃︀𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐾𝑗 := 𝐺2𝜔0Δ
−(𝛼−𝛼1)
𝑗 , �̄� = 2𝐶1(1− 𝜃)−1𝐻0(0), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0(𝑠),

(2.153)

де 𝑘(1)𝑗 = 𝐶6Δ
𝜇1(𝛼+𝛽−𝛼1)
𝑗 , 𝑘(2)𝑗 = 𝐶7Δ

𝜇2(𝛼+𝛽−𝛼1)
𝑗 , 𝐶6 = 2𝐶6𝛾

−(𝜈1+𝜇1), 𝐶7 =

2𝐶7𝛾
− 1

𝑞 . До системи (2.153) можна застосувати лему 2.4. В силу цiєї леми

отримаємо рiвномiрну оцiнку:

̃︀𝑈𝑗(𝑠) 6 𝜔𝛾10 max {𝐺3𝜓(𝑠− 𝑠), 𝐺4} ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠),

𝛾1 :=
𝛼 + 𝛽 − 𝛼1

𝛽
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0,

де 𝜓(𝑠) := 𝑠−
(1+𝜇1)(𝛼−𝛼1)

𝜇1𝛽 ,

𝐺3 =
(︁

𝛽
𝛼+𝛽−𝛼1

)︁ 1+𝜇1
𝜇1

(︁
𝛼−𝛼1

𝛼+𝛽−𝛼1

)︁ (1+𝜇1)(𝛼−𝛼1)
𝜇1𝛽 �̄�1�̄�

(𝛼+𝛽−𝛼1)
𝛽

2

(︁
𝐶6

1−𝜃

)︁𝛼−𝛼1
𝜇1𝛽 𝐺

𝛼+𝛽−𝛼1
𝛽

2 ,

𝐺4 = �̄�1�̄�2(1− 𝜃)
𝛼−𝛼1

𝛽 𝐶
− (1+𝜇2)(𝛼−𝛼1)

(𝜇2−𝜇1)𝛽

6 𝐶
(1+𝜇1)(𝛼−𝛼1)

(𝜇2−𝜇1)𝛽

7 𝐺
𝛼+𝛽−𝛼1

𝛽

2 , �̄�1 =
(︁

𝜇1

1+𝜇1

)︁ 1+𝜇1
𝜇1 ,

�̄�2 =
(︁

𝜇2

1+𝜇2

)︁ (1+𝜇1)(1+𝜇2)
𝜇1𝜇2 . Вiдповiдно для 𝑈𝑗(𝑠) маємо оцiнку:

𝑈𝑗(𝑠) 6 𝜔𝛾10 max {𝐺3𝜓(𝑠− 𝑠), 𝐺4}+ �̄� ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠), (2.154)

Далi визначимо значення 𝑠1 > 𝑠 таким чином:

𝜓(𝑠1 − 𝑠) = 𝐺−1
3 max

{︀
𝐺4, �̄� 𝜔

−𝛾1
0

}︀
.

Тодi з (2.154) випливає справедливiсть нерiвностi:

𝑈𝑗(𝑠) 6 2𝐺3 𝜔
𝛾1
0 𝜓(𝑠− 𝑠) ∀ 𝑠 : 𝑠 < 𝑠 < 𝑠2 := min{𝑠1, 𝑠}, ∀ 𝑗 6 𝑗0(𝑠). (2.155)

Згадуючи означення (2.144) i (2.141), виводимо за допомогою (2.155) оцiнку:

𝐸𝑗(𝑠) + ℎ𝑗(𝑠) 6 2−1Δ−𝛼1

𝑗 𝑈𝑗(𝑠) 6 𝐺3𝜔
𝛾1
0 𝜓(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼1

𝑗 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠2), 𝑗 6 𝑗0.

(2.156)

Тепер оцiнимо енергетичнi функцiї 𝐸(𝑡, 𝑠) i ℎ(𝑡, 𝑠). Для цього зафiксуємо до-

вiльне значення 𝑖 6 𝑗0 та просумуємо нерiвностi (2.156) за 𝑗 вiд 1 до 𝑖. В силу
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(2.138) i (2.140) отримуємо

𝐸(𝑡𝑖, 𝑠) + sup
0<𝜏<𝑡𝑖

ℎ(𝜏, 𝑠) 6 𝐺3𝜔
𝛾1
0 𝜓(𝑠− 𝑠)

𝑖∑︁
𝑗=1

Δ−𝛼1

𝑗 6

6 𝐺3𝜔
𝛾1
0 𝜓(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼1

𝑖

𝑖∑︁
𝑗=1

(𝜉𝛼1)𝑗−1 6

6 𝐺3𝜔
𝛾1
0 𝜓(𝑠− 𝑠)Δ−𝛼1

𝑖 (1− 𝜉𝛼1)−1 =

= 𝐺5𝜔
𝛾2
0 𝜓(𝑠− 𝑠) (𝐸𝑖(𝑠) + ℎ𝑖(𝑠))

𝛼1
𝛼 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠2),

де 𝛾2 =
(𝛼 + 𝛽)(𝛼− 𝛼1)

𝛼𝛽
, 𝐺5 = 𝜉𝛼1(1− 𝜉𝛼1)−1𝑇− (𝛼−𝛼1)𝛼1

𝛼 𝐺3. (2.157)

Наступний крок доведення — отримання оцiнки типу (2.157) для довiльної

точки 𝑡 < 𝑇 . Для цього вiдмiтимо, що функцiя Γ𝑠(·), що визначена в (2.134),

неперервно, монотонно та взаємнооднозначно вiдображає будь-який вiдрiзок

[𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗] на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] ∀ 𝑗 6 𝑗0 − 1. Зафiксуємо довiльну точку 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑇 ). Нехай

для визначеностi 𝑡 := 𝑡𝑘 ∈ (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] при деякому 𝑘 6 𝑗0. Тодi єдиним чином

вiдновлюється послiдовнiсть {𝑡𝑖}, 𝑖 6 𝑘 − 1 така, що:

𝑡𝑖+1 = Γ𝑠(𝑡𝑖) ∀ 𝑖 6 𝑘 − 1, 𝑡𝑖 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1].

За допомогою цiєї послiдовностi визначаються новi зсуви {Δ𝑖}:

Δ
−𝛼
𝑖 := (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)

−𝛼 =
𝜉𝛼

𝜔0𝑇 𝛼−𝛼1

(︁
𝐸(𝑡𝑖, 𝑠)− 𝐸(𝑡𝑖−1, 𝑠) + sup

𝑡𝑖−1<𝑡<𝑡𝑖

ℎ(𝑡, 𝑠)
)︁
.

Аналогiчно (2.140) перевiряється квалiфiкована монотоннiсть послiдовностi

{Δ𝑖} : Δ𝑖+1 < 𝜉Δ𝑖 ∀ 𝑖 6 𝑘 − 1. За зсувами {Δ𝑖} визначимо вiдповiднi енерге-

тичнi функцiї 𝐸𝑖(𝑠) i ℎ𝑖(𝑠). Далi повторюємо обчислення (2.141)–(2.157). Вiд-

мiннiсть буде лише в тому, що в якостi початкової функцiї виступає функцiя

ℎ0(𝑠) := ℎ(𝑡0, 𝑠). Оцiнимо 𝐻0(𝑠), враховуючи, що для енергетичних функцiй

виконується умова (2.7) з функцiєю 𝐹 , що задається спiввiдношенням (2.130):

𝐻0(𝑠) = (𝜉−1Δ1)
𝛼1ℎ0(𝑠) 6 𝜉−𝛼1𝜔0

(︂
𝑡1 − 𝑡0
𝑇 − 𝑡0

)︂𝛼1

6 𝜉−𝛼1𝜔0.
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У результатi отримаємо оцiнку типу (2.157):

𝐸(𝑡, 𝑠) + sup
0<𝜏<𝑡

ℎ(𝜏, 𝑠) 6 𝐺5𝜔
𝛾2
0 𝜓(𝑠− 𝑠)

(︀
𝐸𝑘(𝑠) + ℎ𝑘(𝑠)

)︀𝛼1
𝛼 ∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠3),

(2.158)

де 𝛾2 i 𝐺5 з (2.157), 𝑠3 := min{𝑠1, 𝑠}, а значення 𝑠1 визначається спiввiдноше-

нням:

𝜓(𝑠1 − 𝑠) = 𝐺−1
3 max

{︁
𝐺4,

¯̄𝑏 𝜔−𝛾1
0

}︁
, ¯̄𝑏 := 2𝐶1(1− 𝜃)−1𝐻0(0).

Тепер в силу того, що 𝑡 = 𝑡𝑘 є довiльною точкою з iнтервалу (0, 𝑇 ], отримуємо

з (2.158) оцiнку:

𝐸(𝑡, 𝑠) + sup
0<𝜏<𝑡

ℎ(𝜏, 𝑠) 6 𝐺5𝜔
(𝛼+𝛽)(𝛼−𝛼1)

𝛼𝛽

0 (𝑠− 𝑠)−
(1+𝜇1)(𝛼−𝛼1)

𝜇1𝛽 (𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠))
𝛼1
𝛼

∀ 𝑡 6 𝑇, ∀ 𝑠, 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠3,

(2.159)

Таким чином встановлено функцiональну нерiвнiсть структури (2.174) вiдно-

сно параметричного сiмейства функцiй 𝑈𝑡(𝑠) := 𝐸(𝑡, 𝑠) + ℎ(𝑡, 𝑠). В силу леми

2.7 з (2.159) випливає оцiнка:

𝐸(𝑡, 𝑠) + sup
0<𝜏<𝑡

ℎ(𝜏, 𝑠) 6 2
(1+𝜇1)𝛼

3

𝜇1𝛼1𝛽(𝛼−𝛼1)𝐺
𝛼

𝛼−𝛼1
5 𝜔

𝛼+𝛽
𝛽

0 𝑠−
(1+𝜇1)𝛼

𝜇1𝛽 ∀ 𝑡 6 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠3).

(2.160)

Неважко перевiрити, що оцiнка (2.160) спiвпадає з шуканою оцiнкою (2.131)

при 𝐺 = 2
(1+𝜇1)𝛼

3

𝜇1𝛼1𝛽(𝛼−𝛼1)𝐺
𝛼

𝛼−𝛼1
5 , 𝑠 = 𝑠3. Таким чином, теорема 2.7 доведена.

Для LS–режимiв iснує функцiя

𝑊 (𝑥) := lim
𝑡→𝑇

𝑢(𝑡, 𝑥) <∞ ∀𝑥 ∈ Ω,

яку ми назвемо фiнальним профiлем розв’язку i яка є тонкою характери-

стикою цього розв’язку. Актуальним є отримання точних залежних вiд 𝜔(𝑡)

оцiнок зверху та знизу для цього фiнального профiлю.

Наслiдок 2.1. В умовах теореми 2.7 для фiнального профiлю𝑊 (𝑥) розв’язку
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𝑢 рiвняння (2.1) з класу 𝑈𝑢0,𝐹 за додаткової умови 0 < 𝑝− 1 < 𝑞 < 1 викону-

ється оцiнка:

𝑊 (𝑥) 6 𝐶1𝜔
1

𝛽(𝑝−𝑞)

0 𝑑(𝑥)−𝜇 ∀𝑥 ∈ Ω ∖ Ω(2𝑠), (2.161)

де 𝐶1 < ∞ залежить лише вiд вiдомих параметрiв задачi, 𝑠 з (2.131), а 𝜇 =

𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑝+1)(𝑞+1)−𝛽(𝑝−𝑞)(𝑝+1)
𝛽(𝑝−𝑞)2 .

Доведення.

Нехай 𝑦 — довiльна точка з Ω i

𝑑(𝑦) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑦, 𝜕Ω) := 𝑠 > 0. (2.162)

При 𝑝 > 1, 𝑞 < 1 детальний аналiз оцiнок максимуму модуля узагальнених

розв’язкiв двiчi вироджених параболiчних рiвнянь з [25, 56, 78] приводять з

урахуванням (2.162) до нерiвностi:

𝑢(𝑇, 𝑦) 6 𝛾𝑠−
𝑛+𝑝+1
(1+𝜆)𝑞

(︃∫︁ 𝑇

𝑇−𝜉

∫︁
𝐵 𝑠

2
(𝑦)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+𝜆𝑞𝑑𝑥 𝑑𝑡

)︃ 1
(1+𝜆)𝑞

+ 𝛾

(︂
𝑠𝑝+1

𝜉

)︂ 1
𝑝−𝑞

∀𝜆 ∈ (0, 1],∀ 𝜉 ∈ (0, 𝑇 ), (2.163)

де 𝛾 = 𝛾(𝜆) → ∞ при 𝜆→ 0, 𝐵𝑟(𝑦) := {𝑥 : |𝑥− 𝑦| < 𝑟}. За додаткової умови

1 < 𝑝 < 1 + 𝑞 можемо вважати 𝜆 вiльним параметром:

0 < 𝜆 6
𝑞 + 1− 𝑝

𝑞
.

При цьому 𝑝+ 𝜆𝑞 6 𝑞 + 1 i в силу нерiвностi Гельдера:∫︁
𝐵 𝑠

2
(𝑦)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+𝜆𝑞𝑑𝑥 6 𝑐0𝑠
𝑛(𝑞+1−(𝑝+𝜆𝑞))

𝑞+1

(︃∫︁
𝐵 𝑠

2
(𝑦)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥

)︃𝑝+𝜆𝑞
𝑞+1

.

Використовуючи очевидне включення 𝐵 𝑠
2
(𝑦) ⊂ Ω

(︀
𝑠
2

)︀
, а також оцiнку (2.131),

продовжимо останню нерiвнiсть та отримаємо:∫︁
𝐵 𝑠

2
(𝑦)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+𝜆𝑞𝑑𝑥 6 𝑐0𝑠
𝜈1𝐺

𝑝+𝜆𝑞
𝑞+1 𝜔

𝑝+𝜆𝑞
𝛽(𝑝−𝑞)

0 , 𝜈1 =
𝑛(𝑞 + 1− (𝑝+ 𝜆𝑞))

𝑞 + 1
−𝜈 𝑝+ 𝜆𝑞

𝑞 + 1
.
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В силу цiєї нерiвностi оцiнка (2.163) призводить до:

|𝑢(𝑇, 𝑦)| 6 𝛾𝑐
1

(1+𝜆)𝑞

0 𝐺
𝑝+𝜆𝑞

(𝑞+1)(1+𝜆)𝑞𝜔
𝑝+𝜆𝑞

(𝑝−𝑞)(1+𝜆)𝑞𝛽

0 𝜉
1

(1+𝜆)𝑞𝑠−𝜈2 + 𝛾𝜉−
1

𝑝−𝑞𝑠
𝑝+1
𝑝−𝑞 ,

𝜈2 =
(𝑛+ 𝜈)(𝑝+ 𝜆𝑞)

(𝑞 + 1)(1 + 𝜆)𝑞
+

𝑝+ 1

(1 + 𝜆)𝑞
.

Оптимiзуючи цю оцiнку за 𝜉 ∈ (0, 𝑇 ), отримаємо:

|𝑢(𝑇, 𝑦)| 6𝐴𝜔
1

𝛽(𝑝−𝑞)

0 𝑠−𝜈3 ∀ 𝑠 < 2𝑠,

𝜈3 =
𝑛(𝑝− 𝑞) + (𝑝+ 1)(𝑞 + 1)− 𝛽(𝑝− 𝑞)(𝑝+ 1)

𝛽(𝑝− 𝑞)2
,

𝐴 = 𝐴(𝜆) = 𝛾𝑐
1

𝑝+𝜆𝑞

0 𝐺
1

𝑞+1 (𝑝− 𝑞)−
𝑝−𝑞
𝑝+𝜆𝑞 (𝑝+ 𝜆𝑞)

(︀
(1 + 𝜆)𝑞

)︀− (1+𝜆)𝑞
𝑝+𝜆𝑞 .

(2.164)

Оцiнка (2.164) очевидно еквiвалентна шуканiй оцiнцi (2.161) фiнального про-

фiлю розв’язку 𝑢.

2.6 Допомiжнi результати

Лема 2.4.(див. Леми 9.2.1–9.2.6 з [68])Нехай деяке сiмейство невiд’ємних

абсолютно неперервних монотонно незростаючих функцiй {𝑀𝑗(𝑠)}, 𝑗 6 𝑗0 6

∞, задовольняє для майже всiх 𝑠 ∈ (0, 𝑠0), 𝑠0 > 0, системi диференцiальних

нерiвностей:

𝑀𝑗(𝑠) 6 𝜆𝑀𝑗−1(𝑠) + (1− 𝜆)max
{︁
𝑘
(1)
𝑗 (−𝑀 ′

𝑗(𝑠))
1+𝛾1; 𝑘

(2)
𝑗 (−𝑀 ′

𝑗(𝑠))
1+𝛾2

}︁
∀ 𝑠 > 0,

𝑀𝑗(0) 6 𝐾𝑗 ∀ 𝑗 ∈ N, 𝑀0(𝑠) := 0,

де 𝛾2 > 𝛾1 > 0, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0, 1), 𝑘(1)𝑗 = 𝑐1𝜀
𝛾1
𝑗 , 𝑘

(2)
𝑗 = 𝑐2𝜀

𝛾2
𝑗 , 𝐾𝑗 = 𝑐3𝜀

−(1−𝛿)
𝑗 ,

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 > 0 — деякi сталi, 𝛿 ∈ (0, 1), {𝜀𝑗} — довiльна монотонно спадна

послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для𝑀𝑗(𝑠) справедлива рiвномiрна оцiнка:

𝑀𝑗(𝑠) 6 max
{︁
𝐵1𝑠

− (1+𝛾1)(1−𝛿)
𝛿𝛾1 , 𝐵2

}︁
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠0), ∀ 𝑗 6 𝑗0,

де 𝐵1, 𝐵2 — додатнi сталi, що залежать вiд 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝛿, 𝛾1, 𝛾2, та не залежать

нi вiд 𝑗0, нi вiд послiдовностi {𝜀𝑗}.
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Лема 2.5.(див. Леми 9.2.7–9.2.9 з [68]) Нехай деяке сiмейство не-

вiд’ємних абсолютно неперервних монотонно незростаючих функцiй {𝑀𝑗(𝑠)},

𝑗 ∈ N, задовольняє систему диференцiальних нерiвностей:

𝑀𝑗(𝑠) 6 𝜆𝑀𝑗−1(𝑠) + (1− 𝜆)𝑘𝑗(−𝑀 ′
𝑗(𝑠)) ∀ 𝑠 > 𝑠,

𝑀𝑗(𝑠) 6 exp𝐾𝑗 ∀ 𝑗 ∈ N, 𝑀0(𝑠) := 0,
(2.165)

де 𝜆 ∈ (0, 1), а послiдовностi {𝑘𝑗}, {𝐾−1
𝑗 }, {𝑘𝑗𝐾𝑗} прямує монотонно до 0 при

𝑗 → ∞. Тодi для розв’язкiв 𝑀𝑗(𝑠) справедлива оцiнка:

𝑀𝑗(𝑠) 6 ̃︀𝑁(𝑠),

де ̃︀𝑁(𝑠) — обгинаюча сiмейства кривих 𝑀𝑘𝑖(𝑠) := exp
[︀
𝐾𝑖 − (𝑠− 𝑠)𝑘−1

𝑖

]︀
.

Лема 2.6. Нехай деяке сiмейство невiд’ємних абсолютно неперервних мо-

нотонно незростаючих функцiй {𝑀𝑗(𝑠)}, 𝑗 ∈ N, задовольняє систему дифе-

ренцiальних нерiвностей:

𝑀𝑗(𝑠) 6 𝜆𝑀𝑗−1(𝑠) + (1− 𝜆)𝑘𝑗(−𝑀 ′
𝑗(𝑠)) ∀ 𝑠 > 𝑠,

𝑀𝑗(𝑠) 6 exp𝐾𝑗 ∀ 𝑗 ∈ N, 𝑀0(𝑠) := 0,
(2.166)

де 𝜆 ∈ (0, 1), а послiдовнiсть {𝑘𝑗} прямує монотонно до 0 при 𝑗 → ∞. Нехай

також

𝐾𝑗 = 𝑓(𝑘𝑗) = 𝑎+ 𝑏 ln(𝑘−1
𝑗 ). (2.167)

Тодi для розв’язкiв 𝑀𝑗(𝑠) справедлива рiвномiрна апрiорна оцiнка:

𝑀𝑗(𝑠) 6 𝑁(𝑠) := 𝑏𝑏𝑒𝑎−𝑏(𝑠− 𝑠)−𝑏 ∀ 𝑗 ∈ N, ∀ 𝑠 > 𝑠.

Доведення. Розглянемо систему:

𝑀 𝑗(𝑠) = −𝑘𝑗𝑀
′
𝑗(𝑠) ∀ 𝑠 > 𝑠, 𝑀 𝑗(𝑠) = exp𝐾𝑗, (2.168)



103

де послiдовнiсть {𝑘𝑗} з (2.166), а {𝐾𝑗} така, що {𝐾−1
𝑗 } i {𝑘𝑗𝐾𝑗} монотонно

прямує до 0 при 𝑗 → ∞. Iнтегруючи (2.168), отримуємо

𝑀 𝑗(𝑠) = exp
(︀
𝐾𝑗 − 𝑘−1

𝑗 (𝑠− 𝑠)
)︀

∀ 𝑗 ∈ N, ∀ 𝑠 > 𝑠. (2.169)

Функцiї 𝑀 𝑗(𝑠) монотонно спадають за 𝑠, а отже можуть мати мiж собою не

бiльш однiєї точки перетину. Очевидно, що сусiднi функцiї 𝑀 𝑗(𝑠) i 𝑀 𝑗+1(𝑠)

перетинаються в точцi 𝑠𝑗 := 𝑠 +
𝐾𝑗−𝐾𝑗−1

𝑘−1
𝑗 −𝑘−1

𝑗−1

> 𝑠 ∀𝑗 ∈ N. Неважко показати, що

при заданих умовах на {𝑘𝑗} i {𝐾𝑗} отримуємо, що {𝑠𝑗} монотонно прямує до

𝑠 при 𝑗 → ∞. Введемо тепер до розгляду функцiю ̃︁𝑀𝑗(𝑠), що визначається

таким чином: ̃︁𝑀𝑗(𝑠) := max
𝑖6𝑗

{𝑀 𝑖(𝑠)}.

Знаючи структуру послiдовностi {𝑀 𝑖(𝑠)}, можемо стверджувати, що

̃︁𝑀𝑗(𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀 1(𝑠), если 𝑠 > 𝑠1;

𝑀 2(𝑠), если 𝑠 ∈ [𝑠2, 𝑠1);

. . .

𝑀 𝑗(𝑠), если 𝑠 ∈ [𝑠, 𝑠𝑗−1).

Далi перейдемо безпосередньо до аналiзу розв’язкiв заданої системи нерiвно-

стей (2.166). Використовуючи iндукцiю, доведемо, що виконується оцiнка:

𝑀𝑗(𝑠) 6 ̃︁𝑀𝑗(𝑠) ∀ 𝑗 6 𝑖, ∀ 𝑠 > 𝑠. (2.170)

При 𝑗 = 1 оцiнка перевiряється безпосередньо iнтегруванням нерiвностi (2.166).

Покладемо, що оцiнка (2.170) виконується для 𝑗− 1. Нехай вона не виконана

для 𝑗. Тодi знайдеться такий iнтервал (𝑎, 𝑏), 𝑎 > 𝑠, що має мiсце

𝑀𝑗(𝑠) > ̃︁𝑀𝑗(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏) и 𝑀𝑗(𝑎) = ̃︁𝑀𝑗(𝑎). (2.171)

Нехай для визначеностi 𝑎 ∈ [𝑠𝑙, 𝑠𝑙−1), 𝑙 < 𝑗, тодi (2.171) можна переписати

𝑀𝑗(𝑠) > 𝑀 𝑙(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (𝑎,min{𝑠𝑙−1, 𝑏}) и 𝑀𝑗(𝑎) =𝑀 𝑙(𝑎).
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Далi, в силу монотонного зростання послiдовностi {̃︁𝑀𝑖(𝑠)} за 𝑖 i в силу спра-

ведливостi оцiнки (2.170) для 𝑗 − 1, маємо:

̃︁𝑀𝑗(𝑠) > ̃︁𝑀𝑗−1(𝑠) >𝑀𝑗−1(𝑠),

а отже, в силу припущення (2.171),

𝑀𝑗−1(𝑠) 6𝑀𝑗(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏).

Тодi система (2.166) для 𝑀𝑗 перепишеться таким чином:

𝑀𝑗(𝑠) 6 −𝑘𝑗𝑀 ′
𝑗(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ [𝑎,min{𝑠𝑙−1, 𝑏}), 𝑀𝑗(𝑎) =𝑀 𝑙(𝑎).

Розв’язуючи систему, отримуємо:

𝑀𝑗(𝑠) 6𝑀 𝑙(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ [𝑎,min{𝑠𝑙−1, 𝑏}),

що суперечить припущенню (2.171) i доводить оцiнку (2.170).

Розглянемо тепер бiльш широке, нiж (2.169) сiмейство функцiй {𝑁 𝜏(𝑠)},

що залежить вiд неперервного параметру 𝜏 > 0, таке, що 𝑁𝑘𝑗(𝑠) = 𝑀 𝑗(𝑠).

Вiдмiтимо, що задана в (2.167) послiдовнiсть {𝐾𝑗} задовольняє умовам з

(2.168). А отже функцiї 𝑁 𝜏(𝑠) мають вигляд:

𝑁 𝜏(𝑠) = 𝑒𝑎𝜏−𝑏 exp
(︀
−𝜏−1(𝑠− 𝑠)

)︀
.

Знайдемо тепер обгинаючу функцiю 𝑁(𝑠) для цього сiмейства.

𝜕𝑁 𝜏(𝑠)

𝜕𝜏
= 0 ⇒ 𝜏(𝑠) =

𝑠− 𝑠

𝑏
⇒

⇒ 𝑁(𝑠) = 𝑁 𝜏(𝑠)(𝑠) = 𝑏𝑏𝑒𝑎−𝑏(𝑠− 𝑠)−𝑏

Враховуючи, що 𝜏 є точкою максимуму, можемо стверджувати, що

∀ 𝑠 > 𝑠 ∃ 𝜏(𝑠) : 𝑁(𝑠) := 𝑁 𝜏(𝑠)(𝑠) > 𝑁 𝜏(𝑠) ∀ 𝜏 > 0,

а отже знайдена функцiя 𝑁(𝑠) задовольняє нерiвнiсть:

𝑁(𝑠) > 𝑁 𝜏(𝑠) ∀ 𝜏 > 0, ∀ 𝑠 > 𝑠. (2.172)



105

Враховуючи означення функцiй 𝑁 𝜏(𝑠) i (2.172), отримаємо оцiнку:

̃︁𝑀𝑗(𝑠) = max
𝑖6𝑗

{𝑀 𝑖(𝑠)} 6 max
𝑖∈N

{𝑀 𝑖(𝑠)} 6 max
𝜏>0

{𝑁 𝜏(𝑠)} 6 𝑁(𝑠) (2.173)

Тодi з (2.170) i (2.173) випливає твердження леми.

Лема 2.7. (Stampacchia lemma [79])

Нехай деяка неперервна невiд’ємна незростаюча функцiя 𝑓 : [0,∞) → R1

задовольняє спiввiдношення:

𝑓(𝑠+ 𝛿) 6 𝑎𝛿−𝜌𝑓(𝑠)𝜆 ∀ 𝑠 > 0, 𝛿 > 0, (2.174)

де числа 𝑎 > 0, 𝜌 > 0, 𝜆 > 0. Тодi для фiнкцiї 𝑓 справедлива унiверсальна

апрiорна оцiнка:

1) якщо 𝜆 < 1, то 𝑓(𝑠) 6 2
𝜌

𝜆(1−𝜆)2𝑎
1

1−𝜆𝑠−
𝜌

1−𝜆 ∀ 𝑠 > 0;

2) якщо 𝜆 = 1, то 𝑓(𝑠) 6 𝑓(0) exp
(︁
1− (𝑎𝑒)−

1
𝜌𝑠
)︁

∀ 𝑠 > 0;

3) якщо 𝜆 > 1, то 𝑓(𝑠0) = 0, 𝑠0 = 2
𝜆

𝜆−1

(︀
𝑎𝑓(0)𝜆−1

)︀ 1
𝜌 .

Висновки до роздiлу 2

Дослiдження, представленi у роздiлi 2, присвяченi вивченню поведiнки

слабких розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з сингулярними гра-

ничними умовами. У першому пiдроздiлi сформульовано задачу та представ-

лено означення слабких розв’язкiв. Другий пiдроздiл мiстить опис деяких

допомiжних конструкцiй та леми, якi є важливими при доведеннi основних

результатiв дослiдження. У третьому, четвертому та п’ятому пiдроздiлi пред-

ставлено основнi результати роздiлу, що мiстять оцiнки профiлю розв’язку

задачi, що вивчається. Шостий пiдроздiл мiстить деякi допомiжнi тверджен-

ня, якi використовуються пiд час отримання основних оцiнок.
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Оскiльки розглядаться рiвняння з двома нелiнiйностями, то дуже важли-

вим аспектом задачi є вiдношення мiж параметрами нелiнiйностей. Тож, основ-

нi результати було отримано для рiзних випадкiв. Для усiх розглянутих ви-

падкiв вiдомi умови локалiзацiї граничних режимiв, тобто, вiдомо поведiнку

граничного режиму, за якої розв’язок буде приймати нескiнченi значення ли-

ше у фiксованiй областi бiля межi. У роздiлi розглядаються трохи сильнiшi

умови на характер загострення граничного режиму та вивчається поведiн-

ка слабких розв’язкiв за таких умов. З’ясовано, що навiть при дуже малому

збуреннi граничних умов розв’язок залишається нескiнченим лише на межi

областi, сингулярнiсть не проникає всередину. Тож, окрiм точних умов на

слабкi розв’язки задачi, дослiджено також залежнiсть поведiнки розв’язку

вiд параметру збурення. Отриманi оцiнки показують, що при зменшеннi па-

раметра збурення значення розв’язку бiля межi стрiмко зростає та "вибу-

хає коли параметр дорiвнює 0.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 2.5, в якiй отримано оцiнку профiлю слабких розв’язкiв рiв-

няння нейтральної дифузiї за умови експоненцiального характеру заго-

стрення граничного режиму. Цi умови є близькими до критичних умов

локалiзацiї, тому отримана оцiнка дозволяє вiдслiдкувати фазу переходу

вiд LS- до S-режиму.

– Лема 2.2, що мiстить деякий допомiжний результат, що є необхiдним

при доведеннi теореми 2.5. Цей результат описує поведiнку енергетичних

функцiй на часових шарах в рамках методу енергетичних цiнок.

– Лема 2.3, що є перехiдним етапом при доведеннi теореми 2.5. Основним

результатом є промiжна оцiнка енергетичних функцiй, яка дає змогу

вiдстежити поведiнку розв’яку бiля межi.
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– Теорема 2.6, в якiй отримано оцiнку профiлю слабких розв’язкiв рiв-

няння нейтральної дифузiї за умови степеневого характеру загострення

граничного режиму. Така степенева поведiнка є дуже пологою для роз-

глянутого рiвняння та гарантує локалiзацiю LS-типу. У будь-якому ра-

зi, отримана оцiнка дає нову iнформацiю про поведiнку розв’язкiв двiчi

нелiнiйних рiвнянь. Бiльш того, цей результат буде використано у на-

ступному роздiлi для розширення вже вiдомого результату зарубiжних

вчених на нелiнiйний випадок.

– Теорема 2.7, в якiй отримано оцiнку профiлю слабких розв’язкiв рiвня-

ння повiльної дифузiї за умови степеневого характеру загострення гра-

ничного режиму. Цi умови є близькими до критичних умов локалiзацiї

такої задачi, тому отримана оцiнка дозволяє вiдслiдкувати фазу перехо-

ду вiд LS- до S-режиму.

– Лема 2.6, що мiстить допомiжний результат, який дозволяє вивчати по-

ведiнку сiмейства розв’язкiв системи диференцiальних нерiвностей.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiях автора [20],

[77], [83].
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РОЗДIЛ 3

ВЕЛИКI РОЗВ’ЯЗКИ КВАЗIЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ

РIВНЯНЬ

3.1 Квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння з потенцiалом абсорбцiї

В цьому роздiлi вивчаються квазiлiнiйнi рiвняння з потенцiалом абсорбцiї,

тобто рiвняння типу (2.6) з ненульовою правою частиною:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝 𝑢 = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢, 𝜆 > 𝑝 > 0, 𝑞 > 0. (3.1)

З фiзичної точки зору права частина цього рiвняння виступає у якостi стоку,

тобто якщо розглядати рiвняння (3.1) як рiвняння теплопровiдностi, де 𝑢(𝑡, 𝑥)

— це температура середи у точцi 𝑥 у момент часу 𝑡, то потенцiал абсорбцiї

𝑏(𝑡, 𝑥) буде описувати поглинання температури в областi.

Рiвняння такого типу застосовуються при вивченнi процесiв росту бiоло-

гiчних популяцiй, де потенцiал абсорбцiї описує такi ефекти, як природнiй

вiдбiр, хвороби та iн. Також рiвняння (3.1) за умови 𝑝 = 1 описує фiльтрацiю

газiв у пористому середовищi iз абсорбцiєю, а за умови 𝑞 = 1, 𝜆 = 1 може

бути застосовано для вивчення нестацiонарних процесiв у неньютонiвськiй

рiдинi.

Iснування розв’язкiв рiвняння (3.1) з довiльними скiнченими початковими

та граничними умовами вивчалося у класичних роботах 1980-1990-х рокiв та-

кими авторами, як H.W. Alt та S. Luckhaus [46], A.В. Iванов, П.З. Мкртичян,

W. Jäger [25], [26].

Розглянемо тепер нескiнченi початково-крайовi умови для рiвняння (3.1),

а саме:

𝑢 = ∞ на {0} × Ω, тобто lim
𝑡→0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞ рiвномiрно ∀𝑥 ∈ Ω, (3.2)
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𝑢 = ∞ на (0, 𝑇 ) × 𝜕Ω, тобто lim
𝑑(𝑥,𝜕Ω)→0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞ рiвномiрно ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

(3.3)

Розв’язки задачi (3.1), (3.12), (3.13) називаються великими розв’язками.

Питання iснування та поведiнки великих розв’язкiв вивчається багатьма

вiдомими вченими зi всього свiту, а саме L. Veron, W. Al Sayed, M. Marcus,

А.Є. Шишков, C. Bandle, G. Diaz, J.I. Diaz, Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik та iншi

(див. [73], [74], [51], [81], [58] та посилання в них). В цих роботах розглядаються

лiнiйнi (𝑝 = 𝑞 = 1) або напiвлiнiйнi (𝑞 = 1) рiвняння (3.1). Для загального

випадку рiвняння з двома нелiнiйностями (𝑝 ̸= 1 та 𝑞 ̸= 1) iснування великих

розв’язкiв досi не доведено.

Розглянемо тепер основнi результати, що були отриманi в останнi роки та

є важливими для викладок, описаних у цьому роздiлi.

У 2012 роцi у роботi [58] було розглянуто лiнiйне рiвняння вигляду:

𝑢𝑡 −Δ𝑢 = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, 𝜆 > 1 (3.4)

з нескiнченими початково-крайовими умовами (3.12), (3.13). Потенцiал аб-

сорбцiї 𝑏(𝑡, 𝑥) є неперервною в областi [0, 𝑇 ] × Ω функцiєю та задовольняє

таким умовам виродження:

𝑏(𝑡, 𝑥) > 0 в [0, 𝑇 )× Ω, 𝑏(𝑡, 𝑥) = 0 на {𝑇} × Ω. (3.5)

Також на потенцiал абсорбцiї накладаються додатковi умови на характер

виродження, а саме:

𝑎1(𝑡)𝑑(𝑥)
𝛽 6 𝑏(𝑡, 𝑥) 6 𝑎2(𝑡)𝑑(𝑥)

𝛽 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]× Ω, 𝛽 > −2, (3.6)

де 𝑎1, 𝑎2 є додатними неперервними функцiями на промiжку [0, 𝑇 ), 𝑑(𝑥) :=

𝑑𝑖𝑠𝑡{𝑥, 𝜕Ω}. За умови (3.6) доведено iснування максимального 𝑢 та мiнiмаль-

ного 𝑢 додатних розв’язкiв задачi. Бiльш того, у роботi [58] показано, що за
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додаткової умови на виродження функцiї 𝑎1 бiля 𝑡 = 𝑇 :

𝑎1(𝑡) > 𝜅(𝑇 − 𝑡)𝜇 в [0, 𝑇 ), 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 (3.7)

для всiх 𝑡0 ∈ (0, 𝑇 ), iснує стала 𝐶 = 𝐶(𝑡0) <∞ така, що:

𝑢(𝑡, 𝑥) 6 𝐶 min
{︀
(𝑇 − 𝑡)−

𝜇
𝜆−1 , 𝑑(𝑥)−

2𝜇
𝜆−1

}︀
𝑑(𝑥)−

2+𝛽
𝜆−1 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ [𝑡0, 𝑇 )× Ω.

Тож, показано, що за умови (3.7) усi великi розв’язки є обмеженими всерединi

областi Ω при 𝑡→ 𝑇 . Залишалось вiдкритим питання, чи є умова (3.7) точною

умовою обмеженостi розв’язку 𝑢.

Вiдповiдь на це питання була знайдена у роботi [75] у 2016 роцi. В цiй

роботi було розглянуто таку ж задачу (3.4), (3.12), (3.13) з умовами (3.5).

На характер виродження потенцiалу абсорбцiї 𝑏 накладено подiбнi, але бiльш

загальнi, нiж (3.6) умови:

𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥)) 6 𝑏(𝑡, 𝑥) 6 𝑎2(𝑡)𝑔2(𝑑(𝑥)) ∀ (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 )× Ω,

де 𝑔1(𝑠) 6 𝑔2(𝑠) — довiльнi неспаднi додатнi для всiх 𝑠 > 0 функцiї. Доведено,

що за цих умов та додаткової умови на мiноранту 𝑎1(𝑡):

𝑎1(𝑡) > 𝜅 exp

(︂
− 𝜔0

(𝑇 − 𝑡)

)︂
в [0, 𝑇 ), 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜔0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.8)

iснує стала 𝑘 > 0, що не залежить вiд 𝜔0 така, що виконується така умова:

lim sup
𝑡→𝑇

𝑢(𝑡, 𝑥) 6 𝐶 <∞ ∀𝑥 ∈ Ω0 := {𝑥 ∈ Ω : 𝑑(𝑥) > 𝑘𝜔
1
2
0 }.

Легко бачити, що цей результат доводить, що умова (3.7) не є точною. Тож

тепер основним кандидатом на цю позицiю є умова (3.8).

У роботi [75] також розглянуто бiльш загальне рiвняння (3.1) з умовами

(3.5) у випадку, коли 𝜆 > 𝑝 > 𝑞 > 0. Для цiєї задачi отримано точну умову
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обмеженостi розв’язку 𝑢. А саме, доведено, що за умови на характер виро-

дження потенцiалу абсорбцiї:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)
𝜆−𝑝
𝑝−𝑞 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜔0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

довiльний слабкий розв’язок (навiть великий розв’язок, якщо такий iснує) 𝑢

залишається обмеженим при 𝑡 → 𝑇 для довiльних 𝑥 ∈ Ω𝜀 := {𝑥 ∈ Ω : 𝑑(𝑥) >

𝜀}, де 𝜀 = 𝜀(𝜅) → 0 при 𝜅→ 0.

Важливо пiдкреслити, що дослiдження у роботi [75] проводились методом

енергетичних оцiнок, що детально описаний у пiдроздiлi 1.3.

3.2 Постановка задачi

Розглянемо квазiлiнiйне параболiчне рiвняння iз виродженим потенцiалом

абсорбцiї:

(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡−
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢))𝑥𝑖 = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢 в 𝑄, 𝜆 > 𝑝 > 𝑞 > 0, (3.9)

де цилiндрична область 𝑄 = (0, 𝑇 ) × Ω, 0 < 𝑇 < ∞, область Ω ⊂ 𝑅𝑛 (𝑛 >

1) — обмежена область з 𝐶2–гладкою межею 𝜕Ω. Функцiї 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝜉) (𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛) — неперервнi функцiї, що задовольняють умовам коерцитивностi

та росту (2.3), (2.4). Тож модельним представником (3.9) є рiвняння (3.1).

Функцiя 𝑏 (потенцiал абсорбцiї) є неперервною в областi [0, 𝑇 ] × Ω та за-

довольняє умовам виродження:

𝑏(𝑡, 𝑥) > 0 в [0, 𝑇 )× Ω, 𝑏(𝑡, 𝑥) = 0 на {𝑇} × Ω. (3.10)

У цьому роздiлi дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння (3.9).

Визначення 3.8.Функцiя 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 );𝐿
𝑞+1
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) називається слаб-

ким розв’язком рiвняння (3.9), якщо:

i) 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︁
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑙𝑜𝑐 (Ω)
)︁
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 )× Ω);
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ii) (|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡 ∈ 𝐿
𝑝+1
𝑝

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω))*
)︀
+ 𝐿

𝜆+1
𝜆

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 ); (𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω))*
)︀
;

iii) виконується iнтегральна тотожнiсть:∫︁ 𝑏

𝑎

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜂𝑥𝑖 + 𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢𝜂

]︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 (3.11)

для довiльних 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑇 та довiльної функцiї

𝜂 ∈ 𝐿𝑝+1
𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω)
)︀
∩ 𝐿𝜆+1

𝑙𝑜𝑐

(︀
(0, 𝑇 );𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω)
)︀
,

де𝑊 1,𝑝+1
𝑐 (Ω), 𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω) є пiдпросторами𝑊 1,𝑝+1(Ω), 𝐿𝜆+1(Ω) функцiй з компа-

ктним носiєм в Ω, а знаком <,> позначається операцiя парування елементiв

з просторiв 𝑊 1,𝑝+1
𝑐 (Ω) ∩ 𝐿𝜆+1

𝑐 (Ω) i
(︀
𝑊 1,𝑝+1

𝑐 (Ω) ∩ 𝐿𝜆+1
𝑐 (Ω)

)︀*
.

Частковим випадком слабких розв’язкiв є, так званi, "великi" розв’язки,

якi представляють найбiльший iнтерес для вивчення.

Визначення 3.9. Функцiя 𝑢(𝑡, 𝑥) називається великим розв’язком рiв-

няння (3.9), якщо вона є слабким розв’язком рiвняння (3.9) та задовольняє

таким нескiнченим початковим та крайовим умовам:

𝑢 = ∞ на {0} × Ω, тобто lim
𝑡→0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞ ∀𝑥 ∈ Ω, (3.12)

𝑢 = ∞ на (0, 𝑇 )× 𝜕Ω, тобто lim
𝑑(𝑥,𝜕Ω)→0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞ ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), (3.13)

Будемо розглядати такi умови на характер виродження потенцiалу абсорбцiї:

𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥)) ≤ 𝑏(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑎2(𝑡)𝑔2(𝑑(𝑥)) ∀ (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 )× Ω, (3.14)

де 𝑔1(𝑠) ≤ 𝑔2(𝑠) — довiльнi неспаднi додатнi функцiї, визначенi для всiх 𝑠 > 0.

Як i в роздiлi 2, при дослiдженнi рiвняння (3.9) важливо враховувати вiд-

ношенн мiж параметрами нелiнiйностi 𝑝 та 𝑞.

Застосовуючи результати, отриманi в роздiлi 2, за допомогою методу енер-

гетичних оцiнок, можна отримати оцiнки слабких розв’язкiв задачi (3.9),
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(3.10), (3.14). Суттєву роль при цьому вiдiграє поведiнка мiноранти 𝑎1 з (3.14).

Важливо вiдзначити, що будуть дослiдженi усi слабкi розв’язки вiдповiдної

задачi, незалежно вiд початкових та граничних умов. Тож за умови iснування

великих розв’язкiв, отриманi результати справедливi i для них.

3.3 Експоненцiальне виродження потенцiалу абсорбцiї для квазi-

однорiдного рiвняння теплопровiдностi

У цьому пiдроздiлi розглядається рiвняння (3.9) за умови 𝑝 = 𝑞:

(|𝑢|𝑝−1𝑢)𝑡 −Δ𝑝(𝑢) = −𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆−1𝑢 в 𝑄, 𝜆 > 𝑝 > 0, (3.15)

Спираючись на результат пiдроздiлу 2.3 можна отримати оцiнку поведiнки

слабких розв’язкiв рiвняння (3.15) з потенцiалом абсорбцiї.

Теорема 3.8. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок (див. означення

3.8) рiвняння (3.15) i нехай потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам (3.10),

(3.14). Покладемо, що характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується

такою умовою на функцiю 𝑎1:

𝑎1(𝑡) > 𝑐0 exp
(︁
−𝜔(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︁
∀ 𝑡 < 𝑇, 𝑐0 > 0, 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

(3.16)

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 справедлива енергетична оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡

𝑇
2

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐾1 min
0<𝑠<𝑠

⎧⎨⎩exp
(︁
𝐾2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 (𝑠− 𝑠)−

𝑝+1
𝜇

)︁
·
(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

⎫⎬⎭
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0), (3.17)

де сталi 𝐾1 < ∞, 𝐾2 < ∞ залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi,

значення 𝑠′0 > 0 залежить вiд 𝑐0.

Для доведення теореми введемо допомiжну конструкцiю.
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Нехай Ω(𝑠)— сiмейство пiдобластей з (2.9). Введемо до розгляду додаткове

сiмейство цилiндричних пiдобластей областi 𝑄:

𝑄𝜏(𝑠) := (𝑠𝑟, 𝜏)× Ω(𝑠) ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀𝜏 < 𝑇, 1 < 𝑟 < 1 +
𝑝 (𝜆+ 1)

𝑝+ 1
. (3.18)

Тепер визначимо енергетичнi функцiї для розв’язку 𝑢 рiвняння (3.9) з ура-

хуванням потенцiалу абсорбцiї 𝑏 та умов (3.14) для нього:

ℎ𝜏(𝑠) = ℎ
(𝑢)

𝜏 (𝑠) :=

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥, 0 < 𝜏 < 𝑇, 0 < 𝑠 < 𝑠Ω,

𝐸𝜏(𝑠) = 𝐸
(𝑢)
𝜏 (𝑠) :=

∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
Ω(𝑠)

(|∇𝑥𝑢|𝑝+1 + 𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥))|𝑢|𝜆+1)𝑑𝑥𝑑𝑡.

(3.19)

Лема 3.8.Нехай 𝑢— довiльний слабкий розв’язок (див. означення 3.8) рiв-

няння (3.15) i нехай потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам (3.10), (3.14).

Тодi енергетичнi функцiї (3.19) задовольняють спiввiдношення:

𝐵𝜏(𝑠) := ℎ𝜏(𝑠) + 𝐸𝜏(𝑠) 6 ̂︀𝐶 Φ(𝜏)𝐺1(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

Φ(𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

𝑎1(𝑡)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝𝑑𝑡, 𝐺1(𝑠) =

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

(3.20)

де ̂︀𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω) залежать лише вiд вiдомих параметрiв задачi.

Доведення. Зафiксуємо 𝑠 > 0, 𝛿 > 0 та введемо до розгляду Лiпшицеву

зрiзаючу функцiю 𝜉𝑠,𝛿(ℎ) : 𝜉𝑠,𝛿(ℎ) = 0 для ℎ 6 𝑠, 𝜉𝑠,𝛿(ℎ) = 1 для ℎ > 𝑠 + 𝛿,

𝜉𝑠,𝛿(ℎ) =
ℎ−𝑠
𝛿 для ℎ : 𝑠 < ℎ < 𝑠+𝛿. Тепер побудуємо тестову функцiю 𝜂(𝑡, 𝑥) =

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥)) для iнтегральної тотожностi (3.11) з означення 3.8. Тепер,

користуючись формулою iнтегрування частинами (див. [46]), отримаємо:

𝑝

𝑝+ 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑝+1𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω(𝑠)

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(...,∇𝑥𝑢)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆+1
)︁
𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
𝑝

𝑝+ 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑝+1𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω(𝑠)∖Ω(𝑠+𝛿)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(...,∇𝑥𝑢)𝑢𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.21)
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Далi у (3.21) вiзьмемо 𝑏 = 𝜏 < 𝑇 , 𝑎 = 𝑠𝑟. Тодi, спрямовуючи до нуля 𝛿 → 0

та користуючись умовами (2.3), (2.4), отримаємо нерiвнiсть:

ℎ𝜏(𝑠) + 𝐸𝜏(𝑠) 6 𝑐1

∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝|𝑢| 𝑑𝜎𝑑𝑡+ 𝑐2ℎ𝑠𝑟(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), (3.22)

де 𝑐1 < ∞, 𝑐2 < ∞ залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi. Оцiнимо

член у правiй частинi спiввiдношення (3.22). Застосовуючи нерiвнiсть Гель-

дера, отримаємо:∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝|𝑢|𝑑𝜎 =

=

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|𝑢|𝑔1(𝑠)
1

𝜆+1𝑎1(𝑡)
1

𝜆+1 |∇𝑥𝑢|𝑝𝑎1(𝑡)−
1

𝜆+1𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1𝑑𝜎 6

6 𝑐3

(︂∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|𝑢|𝜆+1𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑠)𝑑𝜎

)︂ 1
𝜆+1

×

×
(︂∫︁

𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝜎

)︂ 𝑝
𝑝+1

𝑎1(𝑡)
− 1

𝜆+1𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1 ,

де 𝑐3 = (meas 𝜕Ω)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1) . Iнтегруючи останню нерiвнiсть по 𝑡 та застосову-

ючи нерiвностi Гельдера та Юнга, отримаємо:∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝|𝑢|𝑑𝜎𝑑𝑡 6 𝑐4𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1

(︂∫︁ 𝜏

𝑠𝑟
𝑎1(𝑡)

− 𝑝+1
𝜆−𝑝𝑑𝑡

)︂ 𝜆−𝑝
(𝜆+1)(𝑝+1)

×

×
(︂∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝+1 + 𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑠)|𝑢|𝜆+1

)︀
𝑑𝜎𝑑𝑡

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
(𝜆+1)(𝑝+1)

. (3.23)

Оцiнимо другий член правої частини (3.22), користуючись монотоннiстю фун-

кцiї 𝑔1(·) та нерiвнiстю Гельдера:

ℎ𝑠𝑟(𝑠) =

=

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑠𝑟, 𝑥)|𝑝+1𝑎1(𝑠
𝑟)

𝑝+1
𝜆+1𝑔1(𝑑(𝑥))

𝑝+1
𝜆+1𝑎1(𝑠

𝑟)−
𝑝+1
𝜆+1𝑔1(𝑑(𝑥))

− 𝑝+1
𝜆+1𝑑𝑥 6

6 𝑐5

(︂∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑠𝑟, 𝑥)|𝜆+1𝑎1(𝑠
𝑟)𝑔1(𝑑(𝑥))𝑑𝑥

)︂ 𝑝+1
𝜆+1

𝑎1(𝑠
𝑟)−

𝑝+1
𝜆+1𝑔1(𝑠)

− 𝑝+1
𝜆+1 ,

𝑐5 = (meas Ω)
𝜆−𝑝
𝜆+1 . (3.24)
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Легко перевiрити, що виконується нерiвнiсть:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝜏(𝑠) >

∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝+1 + 𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑠)|𝑢|𝜆+1

)︀
𝑑𝜎𝑑𝑡+

+ 𝑟𝑠𝑟−1

∫︁
Ω(𝑠)

(︀
|∇𝑥𝑢(𝑠

𝑟, 𝑥)|𝑝+1 + 𝑎1(𝑠
𝑟)𝑔1(𝑑(𝑥))|𝑢(𝑠𝑟, 𝑥)|𝜆+1

)︀
𝑑𝑥 (3.25)

для майже всiх 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠Ω. Застосовуючи оцiнки (3.23), (3.24) та спiввiд-

ношення (3.25), отримаємо з (3.22) нерiвнiсть:

𝐵𝜏(𝑠) := ℎ𝜏(𝑠) + 𝐸𝜏(𝑠) 6

6 𝐶1𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝜏(𝑠)

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
(𝜆+1)(𝑝+1)

+

+ 𝐶2𝑔1(𝑠)
− 𝑝+1

𝜆+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝜏(𝑠)

)︂ 𝑝+1
𝜆+1

𝑠−
(𝑟−1)(𝑝+1)

𝜆+1 для м.в. 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω),

Φ(𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

𝑎1(𝑡)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝𝑑𝑡. (3.26)

де 𝐶2 = 𝑐2𝑐5
(︀
min06𝑠6𝑠0 𝑎1(𝑠

𝑟)
)︀− 𝑝+1

𝜆+1 , 𝐶1 = 𝑐1𝑐4. Тепер користуючись монотон-

ним спаданням функцiї ℎ𝜏(𝑠), отримаємо шляхом нескладних розрахункiв з

(3.26) нерiвнiсть:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠) > 𝐻(𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) := min

{︂
𝐻(1)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)), 𝐻

(2)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠))

}︂
для м.в. 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀𝜏 < 𝑇, (3.27)

𝐻(1)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) :=

(︂
𝑔1(𝑠)

1
𝜆+1𝐵𝜏(𝑠)

2𝐶1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

)︂ (𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

,

𝐻(2)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) :=

(︂
𝑔1(𝑠)

𝑝+1
𝜆+1𝐵𝜏(𝑠)

2𝐶2𝑠
− (𝑟−1)(𝑝+1)

𝜆+1

)︂𝜆+1
𝑝+1

.

Тепер будемо знаходити розв’язки диференцiальної нерiвностi (3.27) та отри-

маємо оцiнку для 𝐵𝜏(𝑠). Для цього розглянемо область 𝐷 = 𝐷𝜏 ⊂ R2, як

множину точок (𝑠, 𝐵) : 0 < 𝑠 < 𝑠Ω, 𝐵 > 0, де функцiя 𝐻(𝑠, 𝐵) з (3.27) визна-

чається першим членом правої частини спiввiдношення (3.27). Це означає,
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що

𝐷𝜏 =

{︃
(𝑠, 𝐵) :

(︂
𝑔1(𝑠)

1
𝜆+1𝐵

2𝐶1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

)︂ (𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

<

(︂
𝑔1(𝑠)

𝑝+1
𝜆+1𝐵

2𝐶2𝑠
− (𝑟−1)(𝑝+1)

𝜆+1

)︂𝜆+1
𝑝+1

}︃
Пiсля нескладних трансформацiй можемо переписати останнє означення та-

ким чином:

𝐷𝜏 = {(𝑠, 𝐵) : 𝐵 > 𝐵(0)
𝜏 (𝑠)},

𝐵(0)
𝜏 (𝑠) = 𝐶3𝑠

− (𝑟−1)(𝑝+1)(1+𝑝(𝜆+2))
𝑝(𝜆+1)(𝜆−𝑝) 𝑔1(𝑠)

− 𝑝+1
𝜆−𝑝Φ(𝜏)−

𝑝+1
𝑝(𝜆+1) ,

(3.28)

де 𝐶3 = 2𝐶
− (𝑝+1)2

𝑝(𝜆−𝑝)

1 𝐶
1+𝑝(𝜆+2)
𝑝(𝜆−𝑝)

2 . Далi розглянемо усi можливi випадки розв’язку

𝐵𝜏(𝑠) у вiдповiдностi з областю 𝐷𝜏 . Перший впадок:

(𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) ∈ 𝐷𝜏 for all 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (3.29)

У цiй ситуацiї нерiвнiсть (3.27) приймає форму:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠) > 𝐻(1)

𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) =

(︂
𝑔1(𝑠)

1
𝜆+1𝐵𝜏(𝑠)

2𝐶1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

)︂ (𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

∀𝜏 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (3.30)

З припущення (3.29) випливає, що 𝐵𝜏(0) = ∞. Розв’язуючи диференцiальну

нерiвнiсть (3.30) з цiєю початковою умовою, легко отримуємо:

𝐵𝜏(𝑠) 6 𝐵(1)
𝜏 (𝑠) := 𝐶4Φ(𝜏)

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω),∀ 𝜏 < 𝑇, (3.31)

де 𝐶4 =
(︁
1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

)︁ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

(2𝐶1)
(𝜆+1)(𝑝+1)

𝜆−𝑝 .

Тепер перевiримо, що оцiнка (3.31) не заперечує припущенню про те, що

𝐵𝜏(𝑠) ∈ 𝐷𝜏 . Для цього маємо гарантувати нерiвнiсть:

𝐵(1)
𝜏 (𝑠) > 𝐵(0)

𝜏 (𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), (3.32)
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чи, вiдповiдно до (3.28), (3.31):

𝐶4Φ(𝜏)

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

>

> 𝐶3𝑠
− (𝑟−1)(𝑝+1)(1+𝑝(𝜆+2))

𝑝(𝜆+1)(𝜆−𝑝) 𝑔1(𝑠)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝×

× Φ(𝜏)−
𝑝+1

𝑝(𝜆+1) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω).

З монотонностi функцiї 𝑔1(·) випливає, що:∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ 6 𝑠𝑔1(𝑠)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)

i тому(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

> 𝑠−
1+𝑝(𝜆+2)

𝜆−𝑝 𝑔1(𝑠)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (3.33)

Як наслiдок отримуємо, що для виконання (3.32) необхiдно гарантувати не-

рiвнiсть:

𝐶4Φ(𝜏) > 𝐶3𝑠
1+𝑝(𝜆+2)

𝜆−𝑝 − (𝑟−1)(𝑝+1)(1+𝑝(𝜆+2))
𝑝(𝜆+1)(𝜆−𝑝) Φ(𝜏)−

𝑝+1
𝑝(𝜆+1) ,

що еквiвалентна нерiвностi:

Φ(𝜏) >
(︀
𝐶3𝐶

−1
4

)︀ 𝑝(𝜆+1)
𝑝(𝜆+1)+𝑝+1 𝑠

(1+𝑝(𝜆+2))(𝑝(𝜆+1)−(𝑟−1)(𝑝+1))
(𝜆−𝑝)(𝑝(𝜆+1)+𝑝+1)

Враховуючи припущення (3.18) для параметра 𝑟 та монотоннiсть функцiї

Φ(𝜏), отримуємо, що нерiвнiсть (3.33) виконується для довiльних 𝜏 ∈ [𝑇2 , 𝑇 )

та довiльних 𝑠 з промiжку:

0 < 𝑠 < 𝑠0, 𝑠0 := min{𝑠Ω, 𝑠0}, 𝑠0 = 𝐶4Φ

(︂
𝑇

2

)︂ (𝜆−𝑝)(𝑝(𝜆+1)+𝑝+1)
(1+𝑝(𝜆+2))(𝑝(𝜆+1)−(𝑟−1)(𝑝+1))

, (3.34)

де 𝐶4 =
(︀
𝐶−1

3 𝐶4

)︀ 𝑝(𝜆+1)(𝜆−𝑝)
(1+𝑝(𝜆+2))(𝑝(𝜆+1)−(𝑟−1)(𝑝+1)) . Таким чином, спiввiдношення (3.32)

справедливе для всiх 𝜏 > 𝑇
2 та 𝑠 з (3.34). Вiдтак оцiнка (3.31) виконується,

якщо задовольняється умова (3.29).
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Припустимо тепер, що оцiнка (3.31) не є справедливою для деякого 𝑠 ∈

(0, 𝑠0). Тодi iснує таке значення 𝑠1 ∈ (0, 𝑠0), що

𝐵𝜏(𝑠1) > 𝐵(1)
𝜏 (𝑠1) (3.35)

Якщо припустимо, що 𝐵𝜏(𝑠) > 𝐵
(1)
𝜏 (𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠1), тодi має також викону-

ватись умова (3.29). В силу попереднiх припущень оцiнка (3.31) виконується

для всiх 𝑠 ∈ (0, 𝑠1), що суперечить припущенню (3.35). Таким чином, зали-

шається лише одна можливiсть: iснує така точка 𝑠2 ∈ (0, 𝑠1)що виконується

таке:

𝐵𝜏(𝑠2) = 𝐵(1)
𝜏 (𝑠2), 𝐵𝜏(𝑠) > 𝐵(1)

𝜏 (𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (𝑠2, 𝑠1). (3.36)

З (3.36) витiкає, що iснує така точка 𝑠2 ∈ (𝑠2, 𝑠1), що

𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠2) >

𝑑

𝑑𝑠
𝐵(1)
𝜏 (𝑠2), 𝐵𝜏(𝑠2) > 𝐵(1)

𝜏 (𝑠2). (3.37)

Але, з iншого боку, вiдповiдно до (3.30), (3.31) та (3.37), маємо:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠2) >

𝑔1(𝑠2)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)

𝐶5Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

1+𝑝(𝜆+2)

𝐵𝜏(𝑠2)
(𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2) >

>
𝑔1(𝑠2)

𝑝+1
1+𝑝(𝜆+2)

𝐶5Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

1+𝑝(𝜆+2)

𝐵(1)
𝜏 (𝑠2)

(𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2) = − 𝑑

𝑑𝑠
𝐵(1)
𝜏 (𝑠2),

𝐶5 := (2𝐶1)
(𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

що суперечить (3.37), а отже i (3.36). Таким чином, оцiнка (3.20) справедлива

з ̂︀𝐶 = 𝐶4, 𝑠 = min{𝑠Ω, 𝑠0} для всiх 𝜏 ∈
(︀
𝑇
2 , 𝑇

)︀
.

Доведення теореми 3.8.

В силу умови (3.16) справедлива така оцiнка для функцiї Φ(·) з (3.26):

Φ(𝑡) 6 Φ0(𝑡) := 𝑐0𝑇 exp

(︂
𝜔(𝑝+ 1)

𝜆+ 1
(𝑇 − 𝑡)−

1
𝑝+𝜇

)︂
∀𝑡 < 𝑇.
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Тепер нерiвнiсть (3.20) приводить до оцiнки:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐶3𝐺1(𝑠)Φ0(𝑡)

∀𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ) , ∀𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠′Ω := min
(︁
𝑠Ω, 𝑡

1
𝑟
0

)︁
, 𝑡0 =

𝑇

2

(3.38)

де енергетичнi функцiї ℎ(𝑡, 𝑠), 𝐸(𝑡, 𝑠) визначенi спiввiдношеннями (2.10), 𝑟

визначено в (3.18). Зафiксуємо деяке значення 𝑠 ∈ (0, 𝑠′Ω) та отримаємо з

(3.38) аналог початкової енергетичної умови:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐶3𝐺1(𝑠)Φ0(𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ). (3.39)

Будемо тепер розглядати 𝑢(𝑡, 𝑥) як розв’язок рiвняння (3.15) в областi (𝑡0, 𝑇 )×

Ω(𝑠), 𝑡0 = 2−1𝑇 . Тодi користуючись стандартними мiркуваннями та умовою

додатностi потенцiалу абсорбцiї 𝑏(𝑡, 𝑥) > 0, легко показати, що для функцiй

ℎ(𝑡, 𝑠), 𝐸(𝑡, 𝑠) справедлива лема 2.1, а отже має мiсце система диференцiаль-

них нерiвностей (2.24), (2.25).

Тепер приймемо умову (3.39) як початкову умову для системи (2.24), (2.25).

Застосовуючи теорему 2.5, отримаємо аналог оцiнки (2.16):

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝑐0𝑐1𝑇𝐶3𝐺1(𝑠) exp
(︁
𝑐2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 (𝑠− 𝑠)−

𝑝+1
𝜇

)︁
∀ 𝑡 ∈ (2−1𝑇, 𝑇 ), ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0)∀ 𝑠 ∈ (𝑠, 𝑠′0), 𝑠

′
0 з (2.16),

де 𝑐2 = 𝑐2
(︀
𝑝+1
𝜆+1

)︀𝑝+𝜇
𝜇 ; 𝑐2 та 𝑐1 з (2.16). Оптимiзуючи останню оцiнку за вiльним

параметром 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠′0, отримуємо:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐶4 min
0<𝑠<𝑠

𝐺1(𝑠) exp
(︁
𝑐2𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 (𝑠− 𝑠)−

𝑝+1
𝜇

)︁
, 𝐶4 = 𝑐0𝑐1𝑇𝐶3,

(3.40)

що приводить до оцiнки (3.17) з 𝐾1 = 𝐶4, 𝐾2 = 𝑐2.

Приклад 3.1. Нехай 𝑔1(𝑠) = exp (−𝑎𝑠−𝜈), 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Iнтегруючи частинами, легко отримаємо рiвнiсть:∫︁ 𝑠

0

exp
(︀
−𝑏ℎ−𝜈

)︀(︂
1 +

𝜈 + 1

𝑏𝜈
ℎ𝜈
)︂
𝑑ℎ =

𝑠𝜈+1

𝑏𝜈
exp

(︀
−𝑏𝑠−𝜈

)︀
∀ 𝑠 > 0, 𝑏 > 0.
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Тодi∫︁ 𝑠

0

exp
(︀
−𝑏ℎ−𝜈

)︀
𝑑ℎ > 𝑏1𝑠

𝜈+1 exp
(︀
−𝑏𝑠−𝜈

)︀
∀ 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 :=

(︂
𝑏𝜈

𝜈 + 1

)︂ 1
𝜈

,

(3.41)

де 𝑏1 = (2𝑏𝜈)−1. Тепер, в силу (3.41) з 𝑏 = 𝑎(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2) , маємо:

𝐺1(𝑠) 6 𝐺
(0)
1 (𝑠) := 𝐵1𝑠

− (𝜈+1)(1+𝑝(𝜆+2))
𝜆−𝑝 exp

(︂
𝑎(𝑝+ 1)

𝜆− 𝑝
𝑠−𝜈
)︂

∀ 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 :=

(︂
𝑎𝜈(𝑝+ 1)

(1 + 𝑝(𝜆+ 2))(𝜈 + 1)

)︂ 1
𝜈

, 𝐵1 =

(︂
2𝑎𝜈(𝑝+ 1)

1 + 𝑝(𝜆+ 2)

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

.

Отже оцiнка (3.40) виконується з 𝐺(0)
1 (·) замiсть 𝐺1(·).

Приклад 3.2.

Нехай 𝑔1(𝑠) = 𝑎𝑠𝜈, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Тодi𝐺1(𝑠) = 𝑎−
𝑝+1
𝜆−𝑝

(︁
1 + 𝜈(𝑝+1)

1+𝑝(𝜆+2)

)︁ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

𝑠−
(𝜈+1)(𝑝+1)+𝑝(𝜆+1)

𝜆−𝑝 . Тож оцiнка (3.17) при-

водить до:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾3 exp
(︁
𝐾2(1− 𝜌)−

𝑝+1
𝜇 𝜔

𝑝+𝜇
𝜇 𝑠−

𝑝+1
𝜇

)︁
𝜌−𝑏𝑠−𝑏

∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠′0), де 𝑏 =

(𝜈 + 1)(𝑝+ 1) + 𝑝(𝜆+ 1)

𝜆− 𝑝
,

𝐾3 = 𝐾3(𝑎, 𝜈) = 𝐾1𝑎
− 𝑝+1

𝜆−𝑝

(︂
1 +

𝜈(𝑝+ 1)

1 + 𝑝(𝜆+ 2)

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

.

Тут 𝜌 = 𝜌

(︂
𝜇𝑏𝑠

𝑝+1
𝜇

𝐾2𝜔
𝑝+𝜇
𝜇 (𝑝+1)

)︂
, де 𝜌(𝜏) — функцiя, що визначається умовами опти-

мiзацiї. А саме, ця функцiя задовольняє рiвняння:

𝜌− 𝜏(1− 𝜌)
𝑝+𝜇+1

𝜇 = 0, ∀𝜏 > 0.

Легко бачити, що 𝜌(·) : (0,∞) → (0, 1) монотонно зростаюча функцiя. Бiльш

того, 𝜌(𝜏)𝜏−1 → 1 при 𝜏 → 0.
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3.4 Степеневе виродження потенцiалу абсорбцiї для квазiоднорi-

дного рiвняння теплопровiдностi

У цьому пiдроздiлi дослiджуються слабкi розв’язки рiвняння (3.15). Спираю-

чись на результат пiдроздiлу 2.4 можна отримати оцiнку поведiнки слабких

розв’язкiв рiвняння (3.15), коли характер виродження потенцiалу абсорбцiї

є степеневим. Така оцiнка для лiнiйного рiвняння (𝑝 = 1) була отримана у

роботi [58]. Результатом роздiлу є розширення цiєї оцiнки на нелiнiйний ви-

падок.

Теорема 3.9. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (3.15) i

нехай потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам (3.10), (3.14). Покладемо,

що характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується такою умовою на

функцiю 𝑎1:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 > 0, 𝜇 >
(𝑝+ 2)(𝜆− 𝑝)

(𝑝+ 1)2
. (3.42)

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 має мiсце оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡

𝑇
2

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐾 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 min

0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

𝐺1(𝑠) :=

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

, (3.43)

де 𝜃 = (𝑝+1)(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
𝜆−𝑝 , стала 𝐾 < ∞ залежить тiльки вiд вiдомих параме-

трiв задачi, 𝑠 > 0, область Ω(𝑠) визначена в (2.9).

Доведення. Легко бачити, що за умов теореми 3.9 справедлива лема 3.8.

Тож маємо тепер оцiнку (3.20) для енергетичних функцiй ℎ𝜏(𝑠), 𝐸𝜏(𝑠), визна-

чених у (3.19). Згiдно умови (3.42) можна отримати таку оцiнку для функцiї

Φ(·) з (3.26):

Φ(𝑡) 6 Φ0(𝑡) := 𝐾1 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 (𝑇 − 𝑡)−(𝜇

𝑝+1
𝜆−𝑝−1) ∀𝑡 < 𝑇, 𝐾1 > 0. (3.44)
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Тепер нерiвнiсть (3.20) приводить до оцiнки:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 ̂︀𝐶Φ0(𝑡)𝐺1(𝑠) ∀𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ),

∀𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠Ω := min
(︁
𝑠Ω, 𝑡

1
𝑟
0

)︁
, (3.45)

де 𝑟 — значення з (3.18), функцiї 𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠) — з (2.10). Зафiксуємо де-

яке значення 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), тодi з оцiнки (3.45) можемо отримати "початкову"

енергетичну оцiнку:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 ̂︀𝐶𝐺1(𝑠)Φ0(𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ). (3.46)

Будемо розглядати 𝑢(𝑡, 𝑥) як розв’язок рiвняння (3.15) в областi (𝑡0, 𝑇 )×Ω(𝑠).

Використовуючи (3.46) i (3.44), отримаємо:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾2 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝𝐺1(𝑠)(𝑇 − 𝑡)−𝛽

∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), 𝛽 = 𝜇
𝑝+ 1

𝜆− 𝑝
− 1, (3.47)

де 𝐾2 = ̂︀𝐶𝐾1, а умова на 𝜇 з оцiнки (3.42) дає умову для 𝛽: 𝛽 > 1
𝑝+1 .

Як i в попередньому пiдроздiлi, спираючись на додатнiсть потенцiалу аб-

сорбцiї, можемо стверджувати справедливiсть леми 2.1.

Тепер маємо систему (2.24), (2.25) для функцiй 𝐸𝑗(𝑠), ℎ𝑗(𝑠) та початкову

умову (3.47). Повторюючи усi кроки доведення теореми 2.6 та враховуючи

умову 𝛽 > 1
𝑝+1 , отримуємо оцiнку:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝐾2𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 (𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), ∀ 𝑠, 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠 := min{𝑠Ω, 𝑠},

де 𝐺, 𝑠 — значення з (2.111), 𝜃 — з (3.43). Оптимiзуючи останню оцiнку за

вiльним параметром 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠, отримаємо оцiнку (3.43) з 𝐾 = 𝐺𝐾2.
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Приклад 3.3. Нехай 𝑔1(𝑠) = 𝑎𝑠𝛽, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Тодi

𝐺1(𝑠) =

(︂∫︁ 𝑠

0

(︀
𝑎ℎ𝛽
)︀ 𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2) 𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

= 𝑎−
𝑝+1
𝜆−𝑝

(︂∫︁ 𝑠

0

ℎ
𝛽(𝑝+1)

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

=

= 𝑎−
𝑝+1
𝜆−𝑝

(︃(︂
1 +

𝛽(𝑝+ 1)

1 + 𝑝(𝜆+ 2)

)︂−1

𝑠1+
𝛽(𝑝+1)

1+𝑝(𝜆+2)

)︃− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

=

= 𝑎−
𝑝+1
𝜆−𝑝

(︂
1 +

𝛽(𝑝+ 1)

1 + 𝑝(𝜆+ 2)

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

𝑠−
𝑝(𝜆+1)+(𝑝+1)(𝛽+1)

𝜆−𝑝

У цьому випадку оцiнка (3.43) приводить до:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾1𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 min

0<𝑠<𝑠

{︁
(𝑠− 𝑠)−

(𝑝+1)(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
𝜆−𝑝 𝑠−

𝑝(𝜆+1)+(𝑝+1)(𝛽+1)
𝜆−𝑝

}︁
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

де 𝐾1 = 𝐾1(𝑎, 𝛽) = 𝐾 𝑎−
𝑝+1
𝜆−𝑝

(︁
1 + 𝛽(𝑝+1)

1+𝑝(𝜆+2)

)︁ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

, 𝐾 з (3.43). Оптимiзуючи

отриману оцiнку, приходимо до:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝𝑠−𝜂 ∀ 𝑡 ∈

(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (3.48)

де 𝜂 = (𝑝+1)(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))+𝑝(𝜆+1)+(𝑝+1)(𝛽+1)
𝜆−𝑝 , 𝐾 = 𝐾1

𝜂𝜂

𝜃𝜃(𝜂−𝜃)𝜂−𝜃 .

Приклад 3.4. Розглянемо тепер лiнiйне рiвняння за умов на потенцiал

абсорбцiї, отриманих у роботi [58]. А саме, нехай за умов теореми 3.9 вико-

нується: 𝑝 = 1, 𝑔1(𝑠) = 𝑠𝛽, 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, де функцiя 𝑔1 з (3.14). Тодi,

спираючись на розрахунки, отриманi у попередньому прикладi, матимемо

оцiнку для енергетичних функцiй:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
2

𝜆−1𝑠−
2(2𝜇+𝛽+2)−(𝜆−1)

𝜆−1 ∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (3.49)

де 𝐾 з (3.49).
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3.5 Степеневе виродження потенцiалу абсорбцiї у випадку повiль-

ної дифузiї

У цьому пiдроздiлi розглядається рiвняння (3.9) за такої умови на вiдношення

параметрiв 𝑝 та 𝑞:

𝑝 > 𝑞 (3.50)

Спираючись на результат пiдроздiлу 2.5 можна отримати оцiнку поведiнки

слабких розв’язкiв такого рiвняння.

Теорема 3.10. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (3.9) з

умовою (3.50) i нехай потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам (3.10), (3.14).

Покладемо, що характер виродження потенцiалу абсорбцiї описується такою

умовою на функцiю 𝑎1:

𝑎1(𝑡) > 𝜅−1(𝑇−𝑡)𝜇 ∀ 𝑡 < 𝑇, 𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,
𝜆− 𝑝

𝑝
< 𝜇 <

𝜆− 𝑝

𝑝− 𝑞
. (3.51)

Тодi для всiх 𝑇
2 < 𝑡 < 𝑇 виконується оцiнка:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) :=

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡

𝑇
2

∫︁
Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞) min
0<𝑠<𝑠

{︀
(𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)

}︀
∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠), (3.52)

𝐺1(𝑠) :=

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− (𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

,

де 𝜃 = (𝑛(𝑝−𝑞)+(𝑞+1)(𝑝+1))(𝜇(𝑝+1)−(𝜆−𝑝))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) , стала 𝐾 <∞ та значення 𝑠 > 0 залежать

тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi, область Ω(𝑠) визначена в (2.9).

Для доведення теореми введемо допомiжну конструкцiю.

Нехай Ω(𝑠)— сiмейство пiдобластей з (2.9). Введемо до розгляду додаткове

сiмейство цилiндричних пiдобластей областi 𝑄:

𝑄𝜏(𝑠) := (𝑠𝑟, 𝜏)× Ω(𝑠) ∀𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀𝜏 < 𝑇,

1 < 𝑟 < 1 +
(𝜆+ 1)(𝑝(𝜆+ 1)− 𝑞(𝑝+ 1))

(𝑞 + 1)(𝜆− 𝑝)
. (3.53)
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Тепер визначимо енергетичнi функцiї для розв’язку 𝑢 рiвняння (3.9) з ура-

хуванням потенцiалу абсорбцiї 𝑏 та умов (3.14) для нього:

ℎ𝜏(𝑠) = ℎ
(𝑢)

𝜏 (𝑠) :=

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝜏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥, 0 < 𝜏 < 𝑇, 0 < 𝑠 < 𝑠Ω,

𝐸𝜏(𝑠) = 𝐸
(𝑢)
𝜏 (𝑠) :=

∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
Ω(𝑠)

(|∇𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1 + 𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑑(𝑥))|𝑢|𝜆+1)𝑑𝑥𝑑𝑡.(3.54)

Лема 3.9. Нехай 𝑢 — довiльний слабкий розв’язок рiвняння (3.9) i не-

хай потенцiал абсорбцiї 𝑏 задовольняє умовам (3.10), (3.14). Тодi енергетичнi

функцiї (3.54) задовольняють спiввiдношення:

𝐵𝜏(𝑠) := ℎ𝜏(𝑠) + 𝐸𝜏(𝑠) 6 ̂︀𝐶 Φ(𝜏)𝐺1(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

Φ(𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

𝑎1(𝑡)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝𝑑𝑡, 𝐺1(𝑠) =

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

(3.55)

де ̂︀𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω) залежать лише вiд вiдомих параметрiв задачi.

Доведення. Зафiксуємо 𝑠 > 0, 𝛿 > 0 та введемо до розгляду Лiпшицеву

зрiзаючу функцiю 𝜉𝑠,𝛿(ℎ) : 𝜉𝑠,𝛿(ℎ) = 0 для ℎ 6 𝑠, 𝜉𝑠,𝛿(ℎ) = 1 для ℎ > 𝑠 + 𝛿,

𝜉𝑠,𝛿(ℎ) =
ℎ−𝑠
𝛿 для ℎ : 𝑠 < ℎ < 𝑠+𝛿. Тепер побудуємо тестову функцiю 𝜂(𝑡, 𝑥) =

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥)) для iнтегральної тотожностi (3.11) з означення 3.8. Тепер,

користуючись формулою iнтегрування частинами (див. [46]), отримаємо:

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω(𝑠)

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(...,∇𝑥𝑢)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑡, 𝑥)|𝑢|𝜆+1
)︁
𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω(𝑠)∖Ω(𝑠+𝛿)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(...,∇𝑥𝑢)𝑢𝜉𝑠,𝛿(𝑑(𝑥))𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.56)

Далi у (3.56) вiзьмемо 𝑏 = 𝜏 < 𝑇 , 𝑎 = 𝑠𝑟. Тодi, спрямовуючи до нуля 𝛿 → 0

та користуючись умовами (2.3), (2.4), отримаємо нерiвнiсть:

ℎ𝜏(𝑠) + 𝐸𝜏(𝑠) 6 𝑐1

∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝|𝑢| 𝑑𝜎𝑑𝑡+ 𝑐2ℎ𝑠𝑟(𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), (3.57)
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де 𝑐1 < ∞, 𝑐2 < ∞ залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi. Оцiнимо

член у правiй частинi спiввiдношення (3.57). Застосовуючи нерiвнiсть Гель-

дера, отримаємо:∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝|𝑢|𝑑𝜎 =

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|𝑢|𝑔1(𝑠)
1

𝜆+1𝑎1(𝑡)
1

𝜆+1 |∇𝑥𝑢|𝑝𝑎1(𝑡)−
1

𝜆+1𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1𝑑𝜎 6

6 𝑐3

(︂∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|𝑢|𝜆+1𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑠)𝑑𝜎

)︂ 1
𝜆+1
(︂∫︁

𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝜎

)︂ 𝑝
𝑝+1

𝑎1(𝑡)
− 1

𝜆+1𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1 ,

де 𝑐3 = (meas 𝜕Ω)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1) . Iнтегруючи останню нерiвнiсть по 𝑡 та застосову-

ючи нерiвностi Гельдера та Юнга, отримаємо:∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|∇𝑥𝑢|𝑝|𝑢|𝑑𝜎𝑑𝑡 6 𝑐4𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1

(︂∫︁ 𝜏

𝑠𝑟
𝑎1(𝑡)

− 𝑝+1
𝜆−𝑝𝑑𝑡

)︂ 𝜆−𝑝
(𝜆+1)(𝑝+1)

×

×
(︂∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝+1 + 𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑠)|𝑢|𝜆+1

)︀
𝑑𝜎𝑑𝑡

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
(𝜆+1)(𝑝+1)

. (3.58)

Оцiнимо другий член правої частини (3.57), користуючись монотоннiстю фун-

кцiї 𝑔1(·) та нерiвнiстю Гельдера:

ℎ𝑠𝑟(𝑠) =

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑠𝑟, 𝑥)|𝑞+1𝑎1(𝑠
𝑟)

𝑞+1
𝜆+1𝑔1(𝑑(𝑥))

𝑞+1
𝜆+1𝑎1(𝑠

𝑟)−
𝑞+1
𝜆+1𝑔1(𝑑(𝑥))

− 𝑞+1
𝜆+1𝑑𝑥 6

6 𝑐5

(︂∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑠𝑟, 𝑥)|𝜆+1𝑎1(𝑠
𝑟)𝑔1(𝑑(𝑥))𝑑𝑥

)︂ 𝑞+1
𝜆+1

𝑎1(𝑠
𝑟)−

𝑞+1
𝜆+1𝑔1(𝑠)

− 𝑞+1
𝜆+1 ,

𝑐5 = (meas Ω)
𝜆−𝑞
𝜆+1 . (3.59)

Легко перевiрити, що виконується нерiвнiсть:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝜏(𝑠) >

∫︁ 𝜏

𝑠𝑟

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

(︀
|∇𝑥𝑢|𝑝+1 + 𝑎1(𝑡)𝑔1(𝑠)|𝑢|𝜆+1

)︀
𝑑𝜎𝑑𝑡+

+ 𝑟𝑠𝑟−1

∫︁
Ω(𝑠)

(︀
|∇𝑥𝑢(𝑠

𝑟, 𝑥)|𝑝+1 + 𝑎1(𝑠
𝑟)𝑔1(𝑑(𝑥))|𝑢(𝑠𝑟, 𝑥)|𝜆+1

)︀
𝑑𝑥 (3.60)

для майже всiх 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠Ω. Застосовуючи оцiнки (3.58), (3.59) та спiввiд-
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ношення (3.60), отримаємо з (3.57) нерiвнiсть:

𝐵𝜏(𝑠) := ℎ𝜏(𝑠) + 𝐸𝜏(𝑠) 6 𝐶1𝑔1(𝑠)
− 1

𝜆+1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝜏(𝑠)

)︂ 1+𝑝(𝜆+2)
(𝜆+1)(𝑝+1)

+

+ 𝐶2𝑔1(𝑠)
− 𝑞+1

𝜆+1

(︂
− 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝜏(𝑠)

)︂ 𝑞+1
𝜆+1

𝑠−
(𝑟−1)(𝑞+1)

𝜆+1 for a.a. 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), (3.61)

Φ(𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

𝑎1(𝑡)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝𝑑𝑡.

де 𝐶2 = 𝑐2𝑐5
(︀
min06𝑠6𝑠0 𝑎1(𝑠

𝑟)
)︀− 𝑞+1

𝜆+1 , 𝐶1 = 𝑐1𝑐4. Тепер користуючись монотон-

ним спаданням функцiї ℎ𝜏(𝑠), отримаємо шляхом нескладних розрахункiв з

(3.26) нерiвнiсть:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠) > 𝐻(𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) := min

{︂
𝐻(1)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)), 𝐻

(2)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠))

}︂
for a.a. 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), ∀𝜏 < 𝑇, (3.62)

𝐻(1)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) :=

(︂
𝑔1(𝑠)

1
𝜆+1𝐵𝜏(𝑠)

2𝐶1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

)︂ (𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

,

𝐻(2)
𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) :=

(︂
𝑔1(𝑠)

𝑞+1
𝜆+1𝐵𝜏(𝑠)

2𝐶2𝑠
− (𝑟−1)(𝑞+1)

𝜆+1

)︂𝜆+1
𝑞+1

.

Тепер будемо знаходити розв’язки диференцiальної нерiвностi (3.62) та отри-

маємо оцiнку для 𝐵𝜏(𝑠). Для цього розглянемо область 𝐷 = 𝐷𝜏 ⊂ R2, як

множину точок (𝑠, 𝐵) : 0 < 𝑠 < 𝑠Ω, 𝐵 > 0, де функцiя 𝐻(𝑠, 𝐵) з (3.62) визна-

чається першим членом правої частини спiввiдношення (3.62). Це означає,

що

𝐷𝜏 =

{︃
(𝑠, 𝐵) :

(︂
𝑔1(𝑠)

1
𝜆+1𝐵

2𝐶1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

)︂ (𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

<

(︂
𝑔1(𝑠)

𝑞+1
𝜆+1𝐵

2𝐶2𝑠
− (𝑟−1)(𝑞+1)

𝜆+1

)︂𝜆+1
𝑞+1

}︃
Пiсля нескладних трансформацiй можемо переписати останнє означення та-

ким чином:

𝐷𝜏 = {(𝑠, 𝐵) : 𝐵 > 𝐵(0)
𝜏 (𝑠)}, (3.63)

𝐵(0)
𝜏 (𝑠) = 𝐶3𝑠

− (𝑟−1)(𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)) 𝑔1(𝑠)

− 𝑝(𝑞+1)
𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)Φ(𝜏)−

(𝜆−𝑝)(𝑞+1)
(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)) ,
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де 𝐶3 = 2𝐶
− (𝑝+1)(𝑞+1)

𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)

1 𝐶
1+𝑝(𝜆+2)

𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)

2 . Далi розглянемо усi можливi випадки розв’язку

𝐵𝜏(𝑠) у вiдповiдностi з областю 𝐷𝜏 . Перший впадок:

(𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) ∈ 𝐷𝜏 for all 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (3.64)

У цiй ситуацiї нерiвнiсть (3.62) приймає форму:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠) > 𝐻(1)

𝜏 (𝑠, 𝐵𝜏(𝑠)) =

(︂
𝑔1(𝑠)

1
𝜆+1𝐵𝜏(𝑠)

2𝐶1Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

(𝜆+1)(𝑝+1)

)︂ (𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

∀𝜏 < 𝑇, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (3.65)

З припущення (3.64) випливає, що 𝐵𝜏(0) = ∞. Розв’язуючи диференцiальну

нерiвнiсть (3.65) з цiєю початковою умовою, легко отримуємо:

𝐵𝜏(𝑠) 6 𝐵(1)
𝜏 (𝑠) := 𝐶4Φ(𝜏)

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω),∀ 𝜏 < 𝑇, (3.66)

де 𝐶4 =
(︁
1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

)︁ 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

(2𝐶1)
(𝜆+1)(𝑝+1)

𝜆−𝑝 .

Тепер перевiримо, що оцiнка (3.66) не заперечує припущенню про те, що

𝐵𝜏(𝑠) ∈ 𝐷𝜏 . Для цього маємо гарантувати нерiвнiсть:

𝐵(1)
𝜏 (𝑠) > 𝐵(0)

𝜏 (𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), (3.67)

чи, вiдповiдно до (3.63), (3.66):

𝐶4Φ(𝜏)

(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

>

> 𝐶3𝑠
− (𝑟−1)(𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))

(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)) 𝑔1(𝑠)
− 𝑝(𝑞+1)

𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)×

× Φ(𝜏)−
(𝜆−𝑝)(𝑞+1)

(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω).

З монотонностi функцiї 𝑔1(·) випливає, що:∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ 6 𝑠𝑔1(𝑠)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)



130

i тому(︂∫︁ 𝑠

0

𝑔1(ℎ)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)𝑑ℎ

)︂− 1+𝑝(𝜆+2)
𝜆−𝑝

> 𝑠−
1+𝑝(𝜆+2)

𝜆−𝑝 𝑔1(𝑠)
− 𝑝+1

𝜆−𝑝 ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω). (3.68)

Як наслiдок отримуємо, що для виконання (3.67) необхiдно гарантувати не-

рiвнiсть:

𝐶4Φ(𝜏) > 𝐶3𝑠
1+𝑝(𝜆+2)

𝜆−𝑝 − (𝑟−1)(𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1))×

× 𝑔1(𝑠)
(𝑝−𝑞)(1+𝑝(𝜆+2))

(𝜆−𝑝)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1))Φ(𝜏)−
(𝜆−𝑝)(𝑞+1)

(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)) ,

що еквiвалентна нерiвностi:

Φ(𝜏) > 𝐶3𝐶
−1
4 𝑔1(𝑠), Φ(𝜏) := Φ(𝜏)1+

(𝜆−𝑝)(𝑞+1)
(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1)) ,

𝑔1(𝑠) := 𝑠
1+𝑝(𝜆+2)

𝜆−𝑝 − (𝑟−1)(𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝜆+1)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1))𝑔1(𝑠)

(𝑝−𝑞)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝜆−𝑝)(𝑝(𝜆+1)−𝑞(𝑝+1))

Оскiльки параметр 𝑟 задовольняє припущенню (3.53), то функцiя 𝑔1(𝑠) є мо-

нотонно зростаючою. Використовуючи монотоннiсть функцiї 𝑔1(𝑠) та Φ(𝜏)

отримуємо, що нерiвнiсть (3.68) виконується для довiльного 𝜏 ∈ [𝑇2 , 𝑇 ) та

довiльного 𝑠, що задовольняють умовi:

0 < 𝑠 < 𝑠0, 𝑠0 := min{𝑠Ω, 𝑠0}, 𝑠0 : 𝑔1(𝑠0) = 𝐶−1
3 𝐶4Φ

(︂
𝑇

2

)︂
. (3.69)

Таким чином, спiввiдношення (3.67) справедливе для всiх 𝜏 > 𝑇
2 та 𝑠 з (3.69).

Вiдтак оцiнка (3.66) виконується, якщо задовольняється умова (3.64).

Припустимо тепер, що оцiнка (3.66) не є справедливою для деякого 𝑠 ∈

(0, 𝑠0). Тодi iснує таке значення 𝑠1 ∈ (0, 𝑠0), що

𝐵𝜏(𝑠1) > 𝐵(1)
𝜏 (𝑠1) (3.70)

Якщо припустимо, що 𝐵𝜏(𝑠) > 𝐵
(1)
𝜏 (𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠1), тодi має також викону-

ватись умова (3.64). В силу попереднiх припущень оцiнка (3.66) виконується

для всiх 𝑠 ∈ (0, 𝑠1), що суперечить припущенню (3.70). Таким чином, зали-

шається лише одна можливiсть: iснує така точка 𝑠2 ∈ (0, 𝑠1)що виконується
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таке:

𝐵𝜏(𝑠2) = 𝐵(1)
𝜏 (𝑠2), 𝐵𝜏(𝑠) > 𝐵(1)

𝜏 (𝑠) ∀ 𝑠 ∈ (𝑠2, 𝑠1). (3.71)

З (3.71) витiкає, що iснує така точка 𝑠2 ∈ (𝑠2, 𝑠1), що

𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠2) >

𝑑

𝑑𝑠
𝐵(1)
𝜏 (𝑠2), 𝐵𝜏(𝑠2) > 𝐵(1)

𝜏 (𝑠2). (3.72)

Але, з iншого боку, вiдповiдно до (3.65), (3.66) та (3.72), маємо:

− 𝑑

𝑑𝑠
𝐵𝜏(𝑠2) >

𝑔1(𝑠2)
𝑝+1

1+𝑝(𝜆+2)

𝐶5Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

1+𝑝(𝜆+2)

𝐵𝜏(𝑠2)
(𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2) >

>
𝑔1(𝑠2)

𝑝+1
1+𝑝(𝜆+2)

𝐶5Φ(𝜏)
𝜆−𝑝

1+𝑝(𝜆+2)

𝐵(1)
𝜏 (𝑠2)

(𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2) = − 𝑑

𝑑𝑠
𝐵(1)
𝜏 (𝑠2),

𝐶5 := (2𝐶1)
(𝜆+1)(𝑝+1)
1+𝑝(𝜆+2)

що суперечить (3.72), а отже i (3.71). Таким чином, оцiнка (3.55) справедлива

з ̂︀𝐶 = 𝐶4, 𝑠 = min{𝑠Ω, 𝑠0} для всiх 𝜏 ∈
(︀
𝑇
2 , 𝑇

)︀
.

Доведення теореми 3.10.

В силу умови (3.51) можемо отримати таку оцiнку для функцiї Φ(·) з (3.61):

Φ(𝑡) 6 Φ0(𝑡) := 𝐾1 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝 (𝑇 − 𝑡)−(𝜇

𝑝+1
𝜆−𝑝−1) ∀𝑡 < 𝑇. (3.73)

Тепер нерiвнiсть (3.55) приводить до оцiнки:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 ̂︀𝐶Φ(𝑡)𝐺1(𝑠) ∀𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), (3.74)

𝑡0 =
𝑇

2
,∀𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠Ω := min

(︂
𝑠Ω, 𝑡

1
𝑟
0

)︂
,

де 𝑟 — значення з (3.53), функцiї 𝐸(𝑡, 𝑠), ℎ(𝑡, 𝑠) — з (2.10). Зафiксуємо де-

яке значення 𝑠 ∈ (0, 𝑠Ω), тодi з оцiнки (3.74) можемо отримати "початкову"

енергетичну оцiнку:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 ̂︀𝐶𝐺1(𝑠)Φ(𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ). (3.75)

Будемо розглядати 𝑢(𝑡, 𝑥) як розв’язок рiвняння (3.9) в областi (𝑡0, 𝑇 )×Ω(𝑠).
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Використовуючи (3.75) i (3.73), отримаємо:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾2 𝜅
𝑝+1
𝜆−𝑝𝐺1(𝑠)(𝑇 − 𝑡)−𝛽 ∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), 𝛽 = 𝜇

𝑝+ 1

𝜆− 𝑝
− 1,

(3.76)

де 𝐾2 = ̂︀𝐶𝐾1, а умова на 𝜇 з оцiнки (3.51) дає умову для 𝛽 : 1
𝑝 < 𝛽 < 𝑞+1

𝑝−𝑞 .

Спираючись на додатнiсть потенцiалу абсорбцiї, можемо стверджувати

справедливiсть леми 2.1.

Тепер маємо систему (2.12), (2.13) для функцiй 𝐸𝑗(𝑠), ℎ𝑗(𝑠) та початкову

умову (3.76). Повторюючи усi кроки доведення теореми 2.7 та враховуючи

умову 𝛽 : 1
𝑝 < 𝛽 < 𝑞+1

𝑝−𝑞 , отримуємо оцiнку:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐺𝐾
(𝑞+1)(𝜆−𝑝)

(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

2 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞) (𝑠− 𝑠)−𝜃𝐺1(𝑠)
(𝑞+1)(𝜆−𝑝)

(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), ∀ 𝑠, 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠 := min{𝑠Ω, 𝑠0},

де 𝐺, 𝑠 — значення з (2.161), 𝜃 — з (3.52). Оптимiзуючи останню оцiнку за

вiльним параметром 𝑠 : 0 < 𝑠 < 𝑠 < 𝑠, отримаємо оцiнку (3.52) з 𝐾 =

𝐺𝐾
(𝑞+1)(𝜆−𝑝)

(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

2 .

Приклад 3.5. Нехай 𝑔1(𝑠) = 𝑎𝑠𝜚, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Тодi

𝐺1(𝑠) = 𝑎−
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)

(︂
1 +

𝜚(𝑝+ 1)

𝜆𝑝+ 2𝑝+ 1)

)︂ (𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞))

𝑠−𝜂, (3.77)

де 𝜂 = 𝜂(𝜚) = (𝑞+1)((𝜚+1)(𝑝+1)+𝑝(𝜆+1))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) . У цьому випадку оцiнка (3.52) приводить

до:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)𝑠−(𝜃+𝜂) ∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

де 𝐾 = 𝐾(𝑎, 𝜚) = 𝐾1𝑎
− 𝑞+1

𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)

(︁
1 + 𝜚(𝑝+1)

𝜆𝑝+2𝑝+1)

)︁ (𝑞+1)(1+𝑝(𝜆+2))
(𝑝+1)(𝜆−𝑝−𝜇(𝑝−𝑞)) (𝜃+𝜂)𝜃+𝜂

𝜃𝜃𝜂𝜂
, 𝐾1, 𝜃 з

(3.52), 𝜂 з (3.77).
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3.6 Про точнiсть отриманих оцiнок

Розглянемо рiвняння (3.1) з умовою 1 = 𝑝 > 𝑞 в одномiрному випадку. Бiльш

зальний варiант цього випадку розглянуто у пiдроздiлi 3.5. Будемо роглядати

граничний випадок характеру виродження потенцiалу асорбцiї, а саме:

(𝑢𝑞)𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = −𝑏(𝑡, 𝑥)(𝑡)𝑢𝜆, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× (0,∞) 𝜆 > 1 > 𝑞 > 0, (3.78)

де 𝑢(𝑡, 𝑥) > 0 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 ) × (0,∞), а характер виродження потенцiалу

𝑏(𝑡, 𝑥) задається формулою:

𝑏(𝑡, 𝑥) = 𝑎1(𝑡) = 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)
𝜆−1
1−𝑞 . (3.79)

Основним результатом цього пiдроздiлу є пропозицiя 3.1. Вiн показує, що

такий потенцiал абсорбцiї 𝑎1(𝑡) є граничним, тобто область сингулярностi за

таких умов розповсюджується на деяку скiнчену вiдстань всередину областi

задачi. Це доводить точнiсть умов локалiзацiї, отриманих А.Є. Шишковим у

роботi [75].

Оцiнка (3.52) для рiвняння (3.78) за умови, що

𝑏(𝑡, 𝑥) = 𝑎1(𝑡) = 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)𝜇, 𝜆− 1 < 𝜇 <
𝜆− 1

1− 𝑞
,

матиме вигляд:

ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝐸(𝑡, 𝑠) 6 𝐾 𝜅
𝑞+1

𝜆−1−𝜇(1−𝑞)𝑠−𝜃 ∀ 𝑡 ∈
(︂
𝑇

2
, 𝑇

)︂
, ∀ 𝑠 ∈ (0, 𝑠),

𝜃 =
(𝑞 + 1)(𝜆+ 3) + (𝑛(1− 𝑞) + 2(𝑞 + 1))(2𝜇− 𝜆+ 1)

2(𝜆− 1− 𝜇(1− 𝑞))

де 𝐾 > 0 залежить вiд 𝐾1 з (3.52) та 𝜃.

Легко бачити, що 𝜃 → ∞ при 𝜇→ 𝜆−1
1−𝑞 . Це вказує на те, що при наближен-

нi до граничного випадку потенцiалу абсорбцiї 𝑎1(𝑡) область сингулярностi

виходить за межу областi визначення i розовсюджується всередину областi.

А отже, отримана оцiнка (3.52) є точною.
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Пропозицiя 3.1. Нехай 𝑢(𝑡, 𝑥) — довiльний слабкий розв’язок рiвняння

(3.78) з потенцiалом абсорбцiї вигяду (3.79) з такою умовою на параметр 𝜅:

𝜅 >
1− 𝑞

𝑞(𝛾 − 𝛾𝑞)

де 𝑞 та 𝜆 — параметри рiвняння (3.78), 𝛾 > 1 — довiльна стала. Тодi розв’язок

𝑢(𝑡, 𝑥) задовольняє оцiнку:

𝑢(𝑡, 𝑥) > 𝛾(𝑇 − 𝑡)−
1

1−𝑞

(︁
1− 𝑥

𝑎

)︁ 2
1−𝑞 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× (0, 𝑎),

𝑎 =
(︁
2(1+𝑞)
1−𝑞

)︁ 1
2

.

Доведення. Розглянемо початково-крайову задачу для одномiрного рiв-

няння пористого середовища:

𝑢𝑡 − (𝑢𝑚)𝑥𝑥 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× (0,∞) 𝑚 > 1, (3.80)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑚0 ∈ 𝐶1(0,∞)

𝑢(𝑡, 0) = (𝑇 − 𝑡)−
1

𝑚−1 .

Вiдомо (див. [27], [41]), що для такого рiвняння iснує розв’язок Калашнiкова

типу "waiting time":

𝑈(𝑡, 𝑥) = (𝑇 − 𝑡)−
1

𝑚−1

(︂(︁
1− 𝑥

𝑎

)︁
+

)︂ 2
𝑚−1

, 𝑎 =

(︂
2𝑚(𝑚+ 1)

𝑚− 1

)︂ 1
2

, (3.81)

Рiвняння (3.80) приводиться до вигляду (3.78) замiною 𝑣 = 𝑢𝑚:

(𝑣𝑞)𝑡 − 𝑣𝑥𝑥 = 0, 𝑞 =
1

𝑚
< 1.

Для цього рiвняння розв’зок (3.81) перепишеться таким чином:

𝑉 (𝑡, 𝑥) = (𝑇 − 𝑡)−
1

1−𝑞𝜓𝑎(𝑥), 𝜓𝑎(𝑥) =
(︁
1− 𝑥

𝑎

)︁ 2
1−𝑞

, (3.82)
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Розглянемо розв’язок 𝑉 = 𝛾𝑉 , 𝛾 — деяка додатна стала, що буде визначена

пiзнiше. Покажемо, що 𝑉 є суброзв’язком рiвняння (3.80), тобто покажемо,

що будь-який розв’язок 𝑣 рiвняння (3.80) задовольняє умовi:

𝑣(𝑡, 𝑥) > 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∀(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× (0,∞).

Для цього достатньо показати, що iснує таке значення 𝛾 > 0, при якому

виконується нерiвнiсть:

(𝑉
𝑞
)𝑡 − 𝑉 𝑥𝑥 6 0 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇 )× (0,∞).

Виконаємо деякi перетворення лiвої частини цiєї нерiвностi:

(𝑉
𝑞
)𝑡−𝑉 𝑥𝑥 = 𝛾𝑞(𝑉 𝑞)𝑡−𝛾𝑉𝑥𝑥 = (𝛾𝑞−𝛾)(𝑉 𝑞)𝑡+𝛾 ((𝑉

𝑞)𝑡 − 𝑉𝑥𝑥) = (𝛾𝑞−𝛾)(𝑉 𝑞)𝑡.

В силу (3.82) (𝑉 𝑞)𝑡 > 0. Очевидно, що при 𝛾 > 1 та в силу того, що 𝑞 < 1,

вираз (𝛾𝑞 − 𝛾) 6 0. Тож, можемо стверджувати, що при 𝛾 > 1 розв’язок 𝑉 є

суброзв’язком рiвняння (3.80).

Тепер покажемо, що функцiя 𝑉 є суброзв’язком рiвняння з абсорбцiєю

(3.78).

(𝑉
𝑞
)𝑡 − 𝑉 𝑥𝑥 + 𝑎1(𝑡)𝑉

𝜆
= (𝛾𝑞 − 𝛾)(𝑉 𝑞)𝑡 + 𝛾𝜆𝑎1(𝑡)𝑉

𝜆. (3.83)

Оцiнимо члени з правої частини останньої рiвностi.

(𝑉 𝑞)𝑡 =
𝑞

1− 𝑞
(𝑇 − 𝑡)−

1
1−𝑞 (𝜓𝑎(𝑥))

𝑞 ,

𝑎1(𝑡)𝑉
𝜆 = 𝜅−1(𝑇 − 𝑡)−

1
1−𝑞 (𝜓𝑎(𝑥))

𝜆 .

Тепер рiвнiсть (3.83) перепишеться:

(𝛾𝑞 − 𝛾)(𝑉 𝑞)𝑡 + 𝛾𝜆𝑎1(𝑡)𝑉
𝜆 = (𝑇 − 𝑡)−

1
1−𝑞 (𝜓𝑎(𝑥))

𝑞×

×
(︂

𝑞

1− 𝑞
(𝛾𝑞 − 𝛾) + 𝜅−1 (𝜓𝑎(𝑥))

𝜆−𝑞
)︂

6

6 (𝑇 − 𝑡)−
1

1−𝑞 (𝜓𝑎(𝑥))
𝑞

(︂
𝑞

1− 𝑞
(𝛾𝑞 − 𝛾) + 𝜅−1

)︂
.
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Легко бачити, що при 𝛾 > 1 знайдеться таке 𝜅 = 𝜅(𝛾, 𝑞, 𝜆) > 0, що виконує-

ться нерiвнiсть:
𝑞

1− 𝑞
(𝛾𝑞 − 𝛾) + 𝜅−1 6 0.

Тобто за умови на 𝜅:

𝜅 >
1− 𝑞

𝑞(𝛾 − 𝛾𝑞)

твердження теореми виконується.

Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячено вивченню поведiнки слабких розв’язкiв квазiлiнiйних

параболiчних рiвнянь з виродженим потенцiалом абсорбцiї. У першому пiд-

роздiлi представлено невеликий огляд лiтератури за тематикою. У другому

пiдроздiлi сформульовано задачу та представлено означення слабких та вели-

ких розв’язкiв. У третьому, четвертому та п’ятому пiдроздiлi представлено

основнi результати роздiлу, що мiстять оцiнки профiлю довiльних слабких

розв’язкiв рiвняння, що вивчається. Шостий пiдроздiл мiстить обгрунтуван-

ня точностi отриманих оцiнок.

Усi основнi результати цього роздiлу базуються на оцiнках, отриманих у

роздiлi 2. Тому роглянуто аналогiчнi випадки вiдношення мiж параметра-

ми нелiнiйностей. Слiд зауважити, що результати отриманi для довiльних

слабких розв’язкiв рiвняння, не залежно вiд початкових та граничних да-

них задачi. Безумовно, найбiльший iнтерес цi оцiнки представляють для ве-

ликих розв’язкiв, що приймають нескiнченi значення у початковий момент

часу та на межi. У цьому роздiлi не розглядється питання iснування великих

розв’язкiв задачi. Тим не менш, iснування великих розв’язкiв для лiнiйно-

го випадку було доведено, що дає змогу порiвняти отриманi результати у

лiнiйному випадку.

До основних результатiв цього роздiлу належать:
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– Теорема 3.8, в якiй отримано оцiнку профiлю слабких розв’язкiв рiв-

няння нейтральної дифузiї за умови експоненцiального характеру виро-

дження потенцiалу абсорбцiї. Цi умови є близькими до критичних, тому

отримана оцiнка дозволяє вiдслiдкувати фазу переходу областi локалi-

зацiї вiд межi всередину областi.

– Лема 3.8, що мiстить деякий допомiжний результат, необхiдний при до-

веденнi теорем 3.8 та 3.9. Цей результат оцiнює дифузiю тепла в областi.

– Приклади 3.1, 3.2, якi iлюструють результат теореми 3.8 для часткових

випадкiв виродження потенцiалу абсорбцiї та дозволяють краще зрозу-

мiти структуру отриманої оцiнки.

– Теорема 3.9, в якiй отримано оцiнку профiлю слабких розв’язкiв рiв-

няння нейтральної дифузiї за умови степеневого характеру виродження

потенцiалу абсорбцiї. Така степенева поведiнка є дуже пологою для роз-

глянутого рiвняння та гарантує локалiзацiю. Цей результат є розширен-

ням на нелiнiйний випадок iншого результату, отриманого зарубiжними

вченими.

– Приклади 3.3, 3.4, що iлюструють результат теореми 3.9 для частково-

го випадку виродження потенцiалу абсорбцiї та для лiнiйного випадку

рiвняння. Це дозволяє порiвняти результати автора та попереднi резуль-

тати, отриманi зарубiжними науковцями.

– Теорема 3.10, в якiй отримано оцiнку профiлю слабких розв’язкiв рiвня-

ння повiльної дифузiї за умови степеневого характеру загострення гра-

ничного режиму.

– Лема 3.9, що мiстить деякий допомiжний результат, необхiдний при до-

веденнi теореми 3.10. Цей результат оцiнює дифузiю тепла в областi.
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– Приклад 3.5, що iлюструє результат теореми 3.10 для часткового випад-

ку виродження потенцiалу абсорбцiї.

– Теорема 3.1, що дозволяє стверджувати точнiсть отриманих оцiнок.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [19], [77],

[84].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвиненню метода енергетичних оцiнок

для дослiдження поведiнки розв’язкiв бiля областi сингулярностi, який був

запропонований та розроблений у роботах [45, 61–64, 68]. За допомогою цьо-

го методу отримано точнi оцiнки розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiв-

нянь для рiзних класiв граничних режимiв, дослiджено залежнiсть поведiнки

розв’язку вiд характеру загострення на межi. При цьому, цiкавим та дуже ва-

жливим наслiдком отриманих оцiнок стала можливiсть дослiдження рiвнянь

з потенцiалом абсорбцiї та великих розв’язкiв таких рiвнянь, тобто таких, що

приймають нескiнченi значення на всiй параболiчнiй областi задачi. У цьому

напрямку було дослiджено поведiнку усiх слабких (у тому числi i великих)

розв’язкiв двiчi нелiнiйних рiвнянь з виродженим потенцiалом абсорбцiї та

отримано точнi оцiнок для них в залежностi вiд характеру виродження по-

тенцiалу абсорбцiї. Такi результати є безумовно актуальними, оскiльки вони

розширюють iснуючi результати на бiльш широкий клас рiвнянь. Дуже ва-

жливим результатом дослiдження є удосконалення нового методу енергети-

чних оцiнок, що дозволяє розглядати дуже широкий клас рiвнянь з сингу-

лярними та нескiнченими граничними даними.

У дисертацiї отримано такi новi результати:

– розвинуто метод енергетичних оцiнок для дослiдження поведiнки слаб-

ких розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь;

– знайдено точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв початково-крайової

задачi квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з локалiзованими сингу-

лярними граничними даними;

– дослiджено залежнiсть знайдених оцiнок вiд характеру загострення гра-

ничного режиму;
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– знайдено точну оцiнку профiлю слабких розв’язкiв квазiлiнiйного пара-

болiчного рiвняння з виродженим потенцiалом абсорбцiї з довiльними

граничними та початковими даними;

– дослiджено залежнiсть знайдених оцiнок вiд характеру виродження по-

тенцiалу абсорбцiї;

– дослiджено рiзнi випадки спiввiдношень мiж параметрами нелiнiйностей

двiчi нелiнiйного параболiчного рiвняння;

– проведено порiвняльний аналiз отриманих оцiнок з iснуючими оцiнками

розв’язкiв лiнiйних та напiвлiнiйних рiвнянь.

Робота має теоретичний характер та все ж отриманi результати можуть

бути застосованi при вивченнi сильно нестацiонарних фiзичних процесiв, для

яких характерне явище локалiзацiї тепла, магнiтного поля та iнших вели-

чин на визначених дiлянках середи. Також важливим аспектом є метод, за

допомогою якого проведено дослiдження. Метод енергетичних оцiнок може

застосовуватись при вивченнi нелiнiйних рiвнянь у частинних похiдних дру-

гого та високих порядкiв у багатомiрних областях з сингулярними гранични-

ми даними, а також при вивченнi великих розв’язкiв параболiчних рiвнянь з

абсорбцiєю та логiстичних рiвнянь.
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