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С Ч Е Т Н Ы Е Г - Г Р У П П Ы И А Л Г Е Б Р Ы Н Е Й М А Н А 

В ряде задач эргодической теории и теории представлений 
полупростых групп Ли возникают алгебры Неймана, не допускаю-
щие аппроксимации конечномерными подалгебрами. Такие алгеб-
ры обладают замечательными свойствами, резко отличающимися 
от соответствующих свойств в аппроксимативно конечном случае. 
Изучение не аппроксимативно конечных факторов связано в ос-
новном с использованием так называемых Г-групп [1]. 

Пусть й — счетная Г-группа, у которой все классы сопряжен-
ности, кроме тривиального, бесконечны. А. Конн показал, что 
групповой фактор (б) имеет счетную фундаментальную груп-
пу [2]. б будем в дальнейшем называть Г/СС-группой, а (в)— 
фактором Конна. В работе [3] рассмотрены действия Т1СС-групп 
на инъективных алгебрах Неймана, и для любой счетной под-
группы Г в /?* построен Пл-фактор со счетной фундаменталь-
ной группой, содержащей Г. Таким образом было показано, что 
существуют факторы типа II с различными счетными фундамен-
тальными группами, и Т1СС-группа имеет континуум неэкви-
валентных действий на аппроксимативно конечном факторе типа И ^ 
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Настоящая статья посвящена изучению связи Т-свойства со 
счетностью фундаментальных групп и свойствам полных факто-
ров типа III j . 

Определения и предварительные сведения даны в § 1. Резуль-
таты и методы работы [3) в § 2 использованы для доказатель-
ства счетности фундаментальных групп факторов, связанных 
с представлениями и действиями Т/СС-групп (см. теорему 1.1 
и ее следствия), а в § 3 применяются к построению неизоморфных 
полных факторов типа III, с фиксированным точечным модулярном 
спектром (теорема 2.4). В § 4 строятся IIj-факторы со счетными 
фундаментальными группами и негомеоморфными группами 
внешних автоморфизмов. В частносш, приведен пример /СС-
группы без Г-свойства, групповой фактор которой имеет счет-
ную фундаментальную группу и не изоморфен фактору Конна 
(теорема 3.6 и предложение 3.3), и пример фактора типа II t 
с неизоморфными тензорными степенями (следствие 3.4). По-
строены также два траекторно неэквивалентных действия группы 
SL(n, Z) для каждого п > 3 (следствие 3.7). Этот пример ин-
тересен в связи с результатом Зиммера о том, что эргодические 
действия групп SL(n, Z), п > 3, траекторно неэквивалентны 
при разных п. 

§ 1. Основные определения и обозначения. Напомним, что 
локально компактная группа обладает свойством Т, если ее од-
номерное тривиальное представление является изолированной 
точкой в пространстве классов эквивалентности неприводимых 
унитарных представлений [1]. 

Если G — счетная дискретная группа, то Т-свойство означает 
существование конечного множества К с : G и е > 0 , которые 
удовлетворяют следующему условию: для любого унитарного 
представления v группы G, если существует т) £ Я„ такой, что 

N11 = 1 И | | » , Т | - Т ) | | < в , (1) 
то найдется ненулевой для которого g£G. 

Обозначим через Aut М группу »-автоморфизмов фактора М . 
В Aut М введем топологию с помощью базы окрестностей еди-
ницы: 

£Лр,г= Aut М : || еров — ф | | < е ) , q>6Af«, е > 0 . (2) 

Если М имеет сепарабельный преддуал М т о AutvW с топо-
логией (2) является сепарабельной топологической группой и да-
же полным сепарабельным метрическим пространством. 

Фактор М называется полным, если Int М — замкнутая под-
группа в AutM. Здесь Int М — группа внутренних автоморфиз-
мов М. 

Пусть Л/— IIj-фактор сточным нормальным (т. норм.) конечным 
следом т, В — I„-фактор с т. норм, полуконечным следом tr. 
Тогда М = N — II„-фактор с т. норм, полуконечным следом 
r(g)tr . Через Aut0M обозначим подгруппу в A u t M , состоящую 
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из автоморфизмов М, сохраняющих след x ® t r . Aut0Af являет-
ся нормальной подгруппой в Aut М, и факторгруппа Aut M/Aut0 М 
называется фундаментальной группой фактора N. 

Через Out/V обозначим группу внешних автоморфизмов фак-
тора N. 

§ 2. Факторы типа II со счетными фундаментальными груп-
пами. В этом параграфе доказана счетность фундаментальных 
групп у следующих факторов: 1) скрещенного произведения 
фактора Конна на группу внешних автоморфизмов (следствие 
1.2); 2) скрещенного произведения конечной алгебры Неймана 
на эргодическую Г/СС-группу автоморфизмов (следствие 1.3). 

Пусть N — фактор типа 1 с сепарабельным преддуалом, G— 
счетная Г-группа. 

Теорема 1.1. Если и — представление G унитарными опера-
торами N, удовлетворяющее условию u(G)' f| N=C, где u(G)'— 
коммутант u(G), то N — полный фактор со счетной фунда-
ментальной группой. 

Доказательство теоремы 1.1 было получено В. Я. Голодцом 
и Н. И. Нессоновым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим II »-фактор 'M = N(g)B, 
действующий стандартно в L2(M, T(g)tr). Пусть Ас — подгруппа 
в A u t M , порожденная в алгебраическом смысле Int М и 
{0g Aut М :0 (« g @ 1) = ug @ 1, Покажем, что Ао открыта 
в топологии (2). Для G ^ A u t M определим унитарное представ-
ление G в L2(M, x @ t r ) : я9( |г) = / ( U g @ l)/9(Mg ® 1). Здесь /— 
унитарная инволюция в L 2 ( M , т @ tr): /(*£„ ® Ь) = @ Ь*, 

tr), ge — циклический отделяющий вектор в L2(N, т) 
для N. Пусть KczG и е > 0 определяются Т-свойством G и т) = 

Рассмотрим множество 

Если вп<$и, то существует такое, что || л6(г (£0) т] — т)) | | > 
> е . Пусть теперь Э п ->0 в топологии (2). Тогда |г|;(0п(ы?„@ 
® 1 ) ) - г 1 ) ( 0 ( ы г „ @ 1 ) ) | с | | г | 5 о 0 „ - Ц ) о 0 | | - ^ О , т . е. ©„(^о® 
<§>1) слабо сходится к 0 ( « й о 0 1 ) , а значит и сильно, так как 

и 0(««„@ 1) —унитарные операторы. Отсюда лв п(£0)т1 
сходится к яв(г0)т1- Следовательно, 0 <$ £/, т . е. и — открытое 
множество. Далее, я!(1(§)т) = Л. и т а ким образом, и — 
окрестность единицы в группе А и Ш . В силу (1) и (3), если 
0££/ , то т@1г) содержит у Ф 0 такой, что щ{ё)у = у, 

Лемма. Существует частичная изометрия такая, что 

і / = {Є Є Aut TW : И Jxe Л — П 1 K є, g £ K \ . (3) 

g£G, или 
Q(ug®l)y = I(u*g®l)/y, g£G. (4) 

(5) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим гильбертову алгебру (Я, 
/. £>), гле Н = ^(М,!®^), Р = (М,-с<${т) (1 г). 
Условимся обозначать 1х — х*, Ьах — ах, Яах = ха, (а£ . г£Я). 
Тогда Па/ = Далее, положим (Я) = : а £ £}", 
/?(Я) = {/?а:а££>}". Понятно, что определяет Ььх = Ьх, 
Яьх = 1Ь*1х = хЬ, принадлежащие Ь(Н) и # ( Я ) соответ-
ственно, и Ы-уЬь есть »-изоморфизм М на £ (Я). 

Всякому х £ Я можно сопоставить оператор Ь х в Я , опреде-
ленный на £)сг Я согласно формуле = /?алг, Оператор 

допускает замыкание измеримое относительно 1 ( Я ) . Пе-
репишем теперь соотношение (4) с помощью операторов Ьа и 
Яь(а, Ь£М). 

£е<«г<Х1)У = Яи^у, £ £ О. (6) 

Если с££>, то /?Д.е<«£»пУ = К Д и ^ У и = ^е<иг«1)Х 
X = 1 в ( и г а , А н а л о г и ч н о ЯсЯи£г\У = К ш & ъ у = X 
X = Ь ' у Ь и ^ с . Таким образом, имеет место равенство 

еХ>1С(я€<3, Если Ьп -у Ь, где 

&ъ\Ь и I ; ( I 
= £ в < « в $ 1 ) С л е д о в а т е л ь н о , 

1уЬиеъ\Ъ = Ыиеъ\)1-уЬ(4Г€<3, £> £ £>(Ьу), 
и поэтому 

= (7) 

Применим / к равенству (6), тогда = у*. Проде-

лывая с этим равенством преобразования такие же, как и с (6), 
мы получим соотношение 

= g £ G . (8) 

Но Ьх* = Ь* и (8) можно переписать в виде 

= (8') 

Из выражений (7). (8') для имеем 

Ьи^ьХЬу — Ь Х Ь ^ и ^ . (9) 

Пусть = У 1 ^ 1 — полярное разложение Ьу . Так как и | 
присоединены к 1 ( Я ) , то К £ 1 ( Я ) , а поэтому У = для не-
которой частичной изометрии М. Далее, из (7) и (9), учитывая, 
ч т о I ^ I 2 = ^уЬу, выводим следующее соотношение: /-ео^ви X 
X 1„ | = откуда /-в(«гЭ1)о = или 0 ( и й ® 
® 1)1/ = 1/(ыг® 1), Лемма доказана. 



Пусть теперь q = v*v. Тогда из (5) следует, что v*v = (и* ® 
® 1 ) о * » ( « в ® I), т . е. 1 П М = 1 ® В. Положим 
М = М®В. В = В®В, 0 1 = = 0 ® i d , = = 
Тогда qlt 1 — qlt p1 = v1v*, 1 — p1 — бесконечные проекторы, а по-
этому в унитарной группе U (М) существует оператор до, такой, 
что w1vl*=qJ, и, следовательно, ( A d д о Д ) ( u g ® 1 ) ^ = до101(ы«® 
® Одо^^доЛ^® 1 ) ^ = wlVl(ug® 1 ) = q1(Ug® 1 ) = «г® 

Но тогда (uf ® 1Н0Г1 Ad до*) (</х) = (0Г1 Ad до!) (qJiUg @ 1), 
g£G, и поэтому (0ГХ Adt t*) (? 1 )g 1 ® В. Поскольку ( 0 f ' Ad до!) х 
X (<7,) и 1 — (0Г1 Ad до!) (<?,) — бесконечные проекторы из 1 0 В. 
то существует до2 из t / ( l ® 5 ) , такой, что (0Г1 Ad до!) (<?,) = 
= w t f j A . Положим до2 = 0Г1 (дох) до2. Тогда (0,Ad до2) (f t) = 
= (Ad доД Ad до2) (qx) = <7, и 

(8, Ad w2) (ug ® <?i) = ® ft, g£G- (10) 

Пусть e n = f t , e22=l—ft. Найдется частичная изометрия е1г£ 
€ 1 ® В, сплетающая еп и е12: е12е21 = еп, е21е12 = е22, {е21 = е*2). 
Если до2 = е11 + e21 (0Х Ad до2) (е12), то до3 — унитарный, (Aday3) х 
X (еи) = еи и (Adдо30! Adдо2) (еи) = eti (i, /== 1, 2), так как 

(0, Aday 2)(e u) = е и . Кроме того, согласно (10) 

(Adдо 3 ) (u g® = g£G. (11) 

Положим до4 = до^^до,,). Тогда из (10), (11) получаем 

( A d ^ 4 0 i ) ( " g ® f t ) = « g ® f t , g € G . (12) 

Далее, (Adt^ 40 1 ) (« g® (1 — ft)) = ( /4d:e>A)(« g ® е22) = ( A d w A ) X 
= " g ® ( l — ft), в силу (12). 

Таким образом, (Ada^ 4 0 1 ) (« g ® 1) = и г ® 1, g£G. Поскольку {« g ® 
® l j S € G } ' П Af = 1<В)Я, то (Ad до40х) (1 ® В) = 1 ® В- В t / ( l ® 

существует wb такой, что (Ad (до4до5) 0X) (1 ® x ) = 1 ® x, 
x£B. Отсюда (Ad до0х) (ug ® 1) = ug ® 1, где до = до5до4, g£G. 
Так как 0X = 0 ® id, то для всякого В будем иметь ( A d o ^ ) X 
X (1 ® 1 ® у) = (Аёш)(1 ® 1 ® у) = 1 ® 1 ® У, и поэтому до£ 
£ Л 4 ® 1. Мы приходим к заключению, что АА содержит U, т. е. 
AG — открытая подгруппа. Но AE cz Aut f tM, а значш и Aut 0 M — 
открытая подгруппа. Следовательно, фундаментальная группа 
фактора N счетна, так как AutM—сепарабельное метрическое 
пространство в топологии (2). Полнота N доказывается так же, 
как и в [2]. 

Теорема 1.1 полностью доказана. 
С л е д с т в и е 1.2. Пусть G — Т1СС-группа. К —счетная 

группа, действующая на R (G) внешними автоморфизмами. Тогда 
фактор Р = R(G) хаК, являющийся скрещенным произведением 
R{G) на К, полный и имеет счетную фундаментальную группу. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим ut — п (rg), где я — вложение 
R(G) в Р. rt — операторы регулярного представления G. Тогда 
u\G)' П P = n(R(G))' П Р = С, т. к. действие внешнее. Таким 
образом, представление uz удовлетворяет условию теоремы 1.1. 

С л е д с т в и е 1.3. Пусть N — конечная алгебра Неймана 
с сепарабельным преддуалом, а — действие Т/СС-группы G на /V, 
сохраняющее т. норм, конечный след т. Если действие эргоди-
ческое, т. е. алгебра неподвижных точек тривиальна, то Р = 
= N AaG — полный фактор со счетной фундаментальной груп-
пой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фактор Р = N xaG порождается опера-
торами я(х) и X^x^N, g£G), действия которых в пространстве 
/2(G; Н) определяются соотношениями (n(x)D(h) = аЛ-. 

= Kg^h), г д е £ £ / 2 ( С ; Н) и алгебра N действует в про-
странстве И. Условие MG)' П Р = С выполняется, так как G — 
— ICC-группа, действующая эргодически. 

В § 4 мы приведем примеры и покажем, что IIj-факторы, по-
строенные в 1.2 и 1.3 могут быть не изоморфны фактору Конна. 

§ 3. Неизоморфные полные факторы типа 111х с фиксирован-
ным точечным модулярным спектром Sd. Напомним, что точный 
нормальный (т. норм.) полуконечный вес ф на алгебре Неймана 
называется почти периодическим (п. п.), если соответствующий 
модулярный оператор Аф имеет чисто точечный спектр. 

Пусть а-действие счетной группы G на алгебре М. Ограни-
ченная по норме последовательность из М называется асимп-
тотически инвариантной, если s — lim {хп — as(хп)} = 0, g £ G. Две 

П-*-оо 
ограниченные последовательности {хп} и {уп} называются экви-
валентными, если s — lim (х п — уп) = 0. 

Лемма 2.1. Если а-действие Т-группы G на III ^-факторе 
Af(0<X< 1), сохраняющее п. п. состояние ф, то любая асимп-
тотически инвариантная последовательность эквивалентна ин-
вариантной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ф инвариантно, относительно 
действия а , то модулярная группа оф оставляет инвариантной 
алгебру неподвижных точек Ма. Следовательно, существует т. 
норм, условное ожидание Е из М на М° и <р = ф о £ . Для 
асимптотически инвариантной последовательности {хп} докажем, 
что s — lim (*„ — Е (*„)) = 0. Предположим, что \\хп — Е (х„) О 

Л —*- со 
и подпоследовательность {яд} такова, что || x„k — E(xnk) | | ф > б . Су-
ществует m£N :\\ag(хПт) — | |ф<; б • е, g£K. Здесь е > 0 и К 
определяются Г-свойством. Рассмотрим унитарное представление 
ug группы G :Mg(*£0) = ag{x)%0, х | 0 — циклический отделяю-
щий вектор, соответствующий ф. Пусть v=ulH, где H3 = Ht, 
Н1 = м % - Е с л и а — {хпт Е(хпт)}> т1= |1а1Г1а1о> т0!!1!!! — I. 
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*)£//», так как £ ( а ) = 0, и | | — т ] | | < е для Следова-
тельно, найдется 1 £ Н г , 1 Ф 0 и = £ для О. Очевидно, что 
А'ф оставляет Н2 инвариантным и коммутирует с Если ЛФ = 
— Е — спектральное разложение Лф, а Г —его точечный спектр, 

то также оставляет Но инвариантным и коммутирует с у 
Докажем, что Ет£ = 0, у ^ Г . В случае 1 существует частич-
ная изометрия М такая, что о?(№) = у1'гю, ияи* = 1. Но тогда 
ДфШ*£\£ = ю*Ел\, т. е. хо*Ел\£ М 1 | 0 , где Л4Ф—централизатор 
состояния ф. Так как /Иф — конечная алгебра, то ии*Е£ = г | 9 

для некоторого замкнутого измеримого оператора г, присоединен-
ного к Мф . Таким образом, = Поскольку = 
то и^ииг = Используя это равенство, можно показать, что 
Е-Л € Ма10 = Н и а значит Е £ = 0, так как Е £ £ Н 2 = Н{-. Слу-
чай 0 < 7 < 1 рассматривается аналогично. Из разложения £ = 
= I ] следует, что | = 0 . Полученное противоречие и дока-

зывает лемму. 
Теорема 2.2. Пусть а — эргодическое действие Т1СС-группы 

С на М, сохраняющее п. п. состояние <р. Тогда Мхай— пол-
ный фактор. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фактор М х о 0 порождается операто-
рами я (а) и (а£.М, Если х = Е л(хе)Хе, то положим 

•ф (х) — ф (хе), (х) = Тогда ф — п. п. состояние на М хав 
и действие Р группы С сохраняет яр. Используя тот факт, что 
б —/СС-группа и действие а эргодическое, можно показать, что 
Р — эргодическое действие й на М х в б (заметим, что лежат 
в централизаторе ф). В силу леммы 2.1 все центральные после-
довательности М ХаР тривиальны, и М хай — полный (см. [5]). 

Для изучения полных факторов типа Н ^ в работе [5] был 
введен следующий инвариант: Бс1(М)= П 5рес„Дф — пересечение 

Ф 

точечных спектров модулярных операторов, соответствующих п. п. 
весам на М. Если /И — полный 111,-фактор с сепарабельным пред-
дуалом и п. п. состоянием, то БсЦ/И) — счетная плотная под-
группа в /?+, и для любой такой подгруппы Г существует пол-
ный 111,-фактор М в сепарабельном пространстве с 5 с 1 ( М ) = Г 
[5, следствие 4.4]. 

Пусть А.,.£(0, 1) — образующие счетной плотной подгруппы 
Г с /?+. Рассмотрим фактор /? г = ® и состояние <рг = ® Ф;» I « 

где — аппроксимативно конечный фактор типа И Ц , ф; — 
т. норм, состояние на модулярная группа которого имеет 
период Т[ — — 2 л / 1 п ^ . Тогда ф г — п . п. состояние, и точечный 
спектр Дфр равен Г, т . е. ф г — Г —п. п. состояние. Построим 



IIІ,-фактор (Л/ (Г), <|Г) = @> (Мг с(й). Здесь 0 — Т1СС-группа, 
Р. С (і 

м л « /?г, ф =ср г для всех Обозначим через вложение 
в /1-ю компоненту /У(Г) и зададим действие сс группы О на 

а л (/,, (х)) = (х), Это действие эргодично и со-
храняет состояние Г(,г. Рассмотрим скрещенное произведение(Г) = 
= /У(Г) и п. состояние \|?г, построенное каноническим спо-
собом по фг. Если теперь Л —подгруппа Г, плотная в Л* и по-
рожденная і С / , а Л' порождена "К(, і £ N \ / , то положим Л' (Г, 
Л)=ЛГ(Л)®ЛГ(Л ' )ф А „ ф = Фл® Фл" ^ ( Г , Л ) = ^ ( Г , ; \ ) х 5 С 
и — соответствующее п. п. состояние на К (Г, Л). Действие 6: 
на М(Г, Л) задается следующим соотношением: я е ( х ф у ) = 
= а г(х)®ае(у), х£М(А), y£N(A')~i^r, 

Теорема 2.3. 1. К (Г, А) —полный I I^-фактор; 2. Б<1/((Г, 
Л ) = Л ; 3. УС (Г, Л)ф — Ні -фактор со счетной фундаменталь-
ной группой, содержащей Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как действие й на Л"(Г, Л) эрго-
дично и сохраняет п. п. состояние ф, то по теореме 2.2 К (Г, А) — 
полный фактор. Из построения следует, что 5ресрА^ = А, т. е. 
г|5=г|з(Г, Л ) — А — п. п. состояние. Далее, А) І ( Г - Д | и 

Л /С (Г, А ) = С . (13) 
Отсюда, К (Г, А)ф — І^-фактор и, следовательно, 5(1/((Г, А) = 
= Л[5, теорема 4.1]. Из (13) и теоремы 1.1 вытекает счетность 
фундаментальной группы К (Г, Л)ф. Кроме того, К (Г, Л)ф(г, д> « 
~ /С(Г) + г , и в силу следствия 2.3(3] фундаментальная группа 
К (Г, А)ф содержит Г. 

Теорема 2.4. Пусть Г! и Г2 — счетные плотные подгруппы 
/?+, содержащие А, /((Г,., Л) — полные \\\х-факторы из теоремы 
2.3. Если Г2 не содержится в фундаментальной группе К(Г1( 
А)ф(г,, л), мо факторы /С(Гг, Л) и /С(Г2, Л) неизоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим," что К (Г^, А) « К (Г2, Л) . 
Тогда факторы К{Т1, А) ® В и Л:(Г2, Л ) ф В изоморфны", где 
В — /„-фактор. Положим г]>, = і|)(І\, А)(£Иг, где ії — т . н. по-
луконечный след на В. Очевидно, что ^ — Л — п. п. веса на 

А ) ® 5 , причем (1) = \р2 (1) = + оо. Согласно теореме 
4.7 (2) [5], = а о" Асі и, а > 0 , « — унитарный из /С(ГХ. А ) ф В . 
Следовательно, централизаторы весов и % должны быть изо-
морфны. Но 

(К (Г,-, А) ® = К (Г,-, А)Ф(Г,, л, ® В, 

и так как Г2 не содержится в фундаментальной группе К (Г,, 
Л)Ф(Г„ л), то К ( І \ , А)ф(Гі> Д) ® В не изоморфен К (Г., А)Ф(Г л> ® В 
(см. [3, теорема 2.3]). 

С л е д с т в и е 2.5. Существует континуум неизоморфны •: 
полных факторов типа ІІІХ с фиксированным инвариантом 

1? 



§ 4. Факторы типа I I r с различными группами внешних авто-
морфизмов. В данном параграфе приведены примеры /СС-групп 
Н и Г. групповые факторы которых имеют счетные фундамен-
тальные группы, но Out R (Н) не является локально компактной, 
a Out /? (Г) — непрерывная локально компактная группа. Него-
меоморфность групп внешних автоморфизмов факторов использу-
ется для построения двух траекторий неэквивалентных действий 
SL (п, Z) на пространстве Лебега для каждого п^З. Показано 
также, что R (Г) имеет неизоморфные тензорные степени. 

Пусть N — полный 11,-фактор с сепарабельным преддуалом. 
Тогда группа внешних автоморфизмов N — польская в индуциро-
ванной топологии (2), т. е. является полным сепарабельным мет-
рическим пространством. В силу [2] группа внешних автоморфиз-
мов фактора Конна счётна и дискретна, а значит локально ком-
пактна. Это свойство сохраняется при скрещенных произведениях. 

Теорема 3.1. Если К действует внешними автоморфизмами 
на факторе Конна R (G), а Р — R (G) хаК, то Out Р — локально 
компактная группа в топологии, индуцированной топологией (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Нош (К, Т)—группа характе-
ров К• Н о т (К, Т) компактна в топологии поточечной сходи-
мости на К. Обозначим через F подгруппу в Aut Р, алгебраически 
порожденную Int Р и : Н о т (К, Т)}. Автоморфизмы Вт за-
даются соотношениями: 6-, (я (*)) = я (х), 07 = Xk, R (G), 
k £ K . Очевидно, что множество {07} компактно в топологии (2). 
Отсюда, p(F) — компактно в O u t P ( p — каноническая проекция 
на Out / 3 ) . Согласно лемме 7 [4] подгруппа F открыта, и поэтому 
однородное пространство Aut P/F дискретно и счетно. Группа 
Out Я гомеоморфна Aut P/F х р (F), и следовательно, локально 
компактна. 

Приведем пример Г/СС-группы G, для которой Out/?(G) бес-
конечна. 

Пример 3.2. Рассмотрим диагональное действие SL (3, Z) на 
Z 3 0 Z 3 , и пусть G = SL (3, Z ) © ( Z 3 © Z 3 ) — полупрямое произ-
ведение. Тогда G — /СС-группа, и так же, как и в теореме 4.3 [6], 
можно доказать, что G обладает свойством Т. С помощью отоб-
ражения i ( g ) = g @ l вложим SL(3, Z) в SL(6 , Z) . При этом 
действие группы i(SL(3, Z)) на Zö и будет диагональным дейст-
вием. С образом SL (3, Z) коммутируют матрицы вида 1®/г , 
h£SL(2, Z). Таким образом, действие SL (2, Z) на Z6 поднима-
ется до действия внешними автоморфизмами на G, а значит и на 
факторе Конна R (G), т. е. Out R (G) => SL (2, Z). 

В качестве следствия 1.2 и 3.1 получаем такой результат. 
Предложение 3.3. Пусть G-Т/СС-группа, на которой внеш-

ними автоморфизмами действует группа Z (например, группа, 
построенная в 3.2, где внешнее действие Z задается матри-
цами (' " j j . Если Г = Z © G , то R (Г) имеет счетную фунда-
ментальную группу и непрерывную локально компактную группу 

Ii 



внешних автоморфизмов, а потому Г не обладает свойством 
Т и R(l') не изоморфен фактору Конна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что R (Г) изоморфен 
R (G) / Z — скрещенному произведению R (G) на Z . Следователь-
но на R (Г) действует двойственная групиа автоморфизме з 
{0()/ею,2яі: в / (я (*)) = «(*) . = n£Z), т. е. 
Out R (Г) — недискретная группа. Согласно 3.1 и 1,2, O u t / ? ( r ) — 
локально компактна и R (Г) имеет счетную фундаментальную 
группу. 

С л е д с т в и е 3.4 . R (Г) имеет неизоморфные тензорные сте-
пени. т 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Г = Z<DG. т о ® R (Г) да 

R (Gm) х Zm. Но Gm обладает свойством Т, и из доказательства m 

теоремы 3.1 следует, что O u t R (Г)) гомеоморфна Xm х п=1 
X Horn(Zm , Т) = Хтх Тт, где Хт—дискретное пространство. 

т 
Таким образом, при разных Т группы Out ( ® R (Г)) негомео-

П=| т 
морфны и факторы ® R (Г) = R (Г т ) неизоморфны. 

Покажем теперь, что полный фактор типа II, может иметь 
и не локально компактную группу внешних автоморфизмов. 

Пусть А — счетная коммутативная группа,а — действие группы 
G на A, G(§)A— полупрямое произведение А на G, т. е. группа 
упорядоченных пар (п, g) (п£А, g£G) с умножением: (пг, gi) X 
(пг, g2) — (nt + agi (пг), gig2). Возникает дуальное действие а на 
алгебре L°° (A, v), где Л—группа характеров A, v — мера Хаара 
на A: ag(x)(s)=x(ag(s)), (ag(s), п) = (s, а г (д)>, (x£L°°(A, v), 
s£A). 

Лемма 3.5. Алгебра Неймана R (G© А) регулярного представ-
ления группы С ® Л изоморфна L°° (A, v) x ~ G — скрещенному 
произведению L°° (A, v) на G по отношению к действию а. 

Доказательство достаточно стандартно и использует теорему 
двойственности Понтрягина. 

Для Г/СС-группы G положим Z(G) = ф Z , а —действие G на 

Z(G), порожденное левым сдвигом, Н = G © Z (G). 
Теорема 3.6. R(H) — полный фактор со счетной фундамен-

тальной группой, но Out R (Я) не локально компактна, Н не об-
ладает свойством Т, R (Н) не изоморфен фактору Конна и 
фактору из предложения 3.3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через S группу характеров 
Z(G). Из леммы 3.5 R(H) да L" (S, v) X-G. Действие а эрго-

а г 

дично, и в силу следствия 1.3 R (И) — полный фактор со счет-



ной фундаментальной группой. Докажем, что группа Out R(H) 
не является локально компактной. Пусть а —автоморфизм окруж-
ности Т, оставляющий меру Хаара квазиинвариантной. Рассмот-
рим автоморфизм га пространства S = f ] Т: (r„s)(g) = a (s (g)), 

(g Є G, Он коммутирует с действием â на S, и поэтому 
поднимается до автоморфизма 0а скрещенного произведения L~ х 
X ( S V) на G: 6 0 ( л (*)) = я (7А (*)), 0а (Я,,) = KT (Х G LT (S, v), 
g 6 G). Здесь л(дг) и Kg — операторы, порождающие скрещенное 
произведение, ra (х) (s) = X (г"1 (s)), s Ç S. Если 0„ = Ada>, то w 
коммутирует с Xg для всех g'ÇG. Следовательно, w = 1, т. е. 
о — тождественное преобразование. Мы приходим к заключению, 
что Out R(H) содержит группу автоморфизмов окружности, а зна-
чит не является локально компактной. В силу работы 12] группа 
H не обладает свойством Т и R{H) не изоморфен фактору Конна. 

Воспользуемся этой теоремсй для построения двух траєкторно 
неэквивалентных действия группы SL(n, Z) , n^s 3. 

С л е д с т в и е 3.7. Естественное действие ß группы SL(n,Z} 
на n-мерном торе и действие SL («, Z) левыми сдвигами на 
S — Ц Т> где G — SL(n, Z), траєкторно неэквивалентны при 

3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действие ß траєкторно эквивалентно 

действию SL (п, Z) на Тт, порождающему естественное действие 
SL(n, Z) на Z" . В силу леммы 3.5 R(SL (п, Z ) © Z " ) « L°° (Тп, 
v) X ßSL (п, Z). Так как SL(n, Z)®Zn-T- группа, если / г > 3 
J6, 4.3], то группа внешних автоморфизмов фактора L ~ ( 7 " " , v ) x 
X p 5 L ( o , Z) дискретна и счетна (см. [2]). С другой стороны, 
можно показать, что автоморфизмы 0СТ фактора L°° (S, р.) ХаSL х 
X (п, Z) (см. доказательство теоремы 3.6) внешние, если о Ф id. 
Таким образом, группа внешних автоморфизмов фактора L°°(S, 
p.) xaSL(n, Z) не локально компактна. Следовательно, факторы, 
соответствующие действиям неизоморфны, и действия траєкторно 
неэквивалентны. 
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