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ВВЕДЕНИЕ

Описание поведения разреженного газа осуществляется при помощи

функции распределения, зависящей от скорости молекулы, ее положе-

ния в пространстве и от времени. Все макроскопические характеристи-

ки газа, т.е. его гидродинамические параметры (плотность, температура,

массовая скорость и т.д.) легко выражаются через функцию распределе-

ния. Эта функция должна удовлетворять хорошо известному кинетиче-

скому уравнению Больцмана [1], полученному еще в 1872 году (пере-

вод этой работы можно найти, например, в [2, 3]). Исследованию этого

уравнения, а также вопросам его строгого обоснования и вывода из ос-

новных принципов статистической механики посвящено большое количе-

ство монографий, сборников статей, обзоров и т.д. [4–27]. С математиче-

ской точки зрения уравнение Больцмана представляет собой достаточно

сложное нелинейное интегро-дифференциально-функциональное уравне-

ние, конкретный вид которого зависит от выбранной модели столкновений

(взаимодействия) между молекулами газа. Среди многочисленных таких

моделей наиболее естественной и часто рассматриваемой является модель

твердых (жестких, абсолютно упругих) шаров (сфер), в ней предполага-

ется, что молекулы являются одинаковыми шарами (для простоты догово-

римся сразу же считать массу каждой молекулы равной единице), которые

мгновенно взаимодействуют между собой лишь в момент соударения, в

результате которого их линейные скорости изменяются по законам клас-

сической механики с сохранением суммарных импульса и энергии [4–27].

Другая, не менее интерессная модель исследовалась гораздо реже, хотя она

была предложена Брианом [28] еще а 1894 году (поскольку Пиддак [29]

затем активно изучал эту модель, её иногда называют моделью Бриана-

Пиддака). В ней молекулы предполагаются так называемыми шерохова-

тыми сферами [7, 28, 32], которые в отличие от вышеописанных твердых
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сфер обладают не только поступательной, но и вращательной энергией. В

результате соударения изменяются как линейные, так и угловые скорости

молекул. Как отмечено в [7,32], эта модель удачно сочетает в себе сравни-

тельную простоту и достаточное физические правдоподобие.

Важное место в кинетической теории газов занимает также модель

максвелловских молекул (и некоторые ее обобщения), потенциал оттал-

кивания между которыми обратно пропорционален пятой степени рассто-

яния между их центрами. Эта особенность приводит к некоторому упро-

щению уравнения Больцмана и позволяет получить для него ряд результа-

тов [33–35], не переносящихся на другие модели.

Среди различных известных направлений и методов исследования

уравнения Больцмана укажем на следующие: вопросы существования и

единственности решения [36, 37]; методы Гильберта, Чепмена-Энскога,

Грэда [38–40]; линеаризация уравнения Больцмана [41, 42]; модель

Бхатнагара-Гросса-Крука (БГК-модель) [43,44]; одномерные и дискретные

модели уравнения Больцмана [45–47]; иные модели взаимодействия между

молекулами газа, уравнение Энскога и его модификации [32, 48, 49]; чис-

ленные методы [15,19, 50, 51] и т.п.

Одним из важнейших направлений в исследовании уравнения Больц-

мана является поиск его точных и приближенных (в том или ином смысле)

решений [6, 52–55]. Для моделей твердых и шероховатых сфер единствен-

ным известным к настоящему моменту точным решением является макс-

велловское решение, обращающее обе части этого уравнения в нуль.

В более общем смысле, максвелловским распределением (состоянием,

потоком) или, для краткости, максвеллианом, называется такое распределе-

ние, которое обращает в нуль правую часть уравнения Больцмана, т.е. ин-

теграл столкновений [6–9,18,55]. Если максвеллиан не зависит от времени,

то его называют стационарным; если он не зависит от пространственных

координат – однородным. Стационарные, однородные максвеллианы при-
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нято называть глобальными, все остальные – локальными.

Актуальность темы. Несмотря на интерессные физические свойства

шероховатых сфер, прежде они изучались достаточно мало, подробнее о

них будет сказано в первом разделе диссертации. Актуальной на сегодняш-

ний день остается нахождение общего ввида максвелловских решений для

модели Бриана-Пиддака, а также взаимодействия некоторых потоков, яв-

ляющихся приближенными решениями уравнения Больцмана.

Связь работы с научными программами, планами, темами. Диссер-

тационная работа выполнена на кафедре математического анализа Харь-

ковского национального университета имени В.Н. Каразина в рамках госу-

дарственных научно-исследовательских работ по темам «Аналитические

методы в качественной теории дифференциальных уравнений и теории

управления» (номер государственной регистрации 0109U001456) и «Ана-

литические методы решения качественных проблем теории управления

и теории функционально-дифференциальных уравнений» (номер государ-

ственной регистрации 0111U010364).

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы явля-

ется нахождение общего ввида максвелловского решения для уравнения

Бриана-Пиддака, а также некоторых явных приближенных его решений.

Основной задачей, которую приходится решать для достижения ука-

занной цели, является поиск таких условий на коэффициентные функции

бимодальных распределений и на поведение всех имеющихся параметров,

которые были бы достаточными для того, чтобы соответствующая невяз-

ка могла быть сделана сколь угодно малой (при этом само бимодальное

распределение, разумеется, не должно сводиться к известному точному ре-

шению, т.е. ни к одному из максвеллианов).

Таким образом, объектом исследований служит нелинейное кинетиче-

ское уравнение Больцмана.

Предметом исследований являются его точные и явные приближенные
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решения, имеющие вид бимодальных распределений с максвелловскими

модами различных типов.

Методы исследования. При работе над диссертацией решалась спе-

циальная система дифференциальных уравнений в частных производных

для гидродинамических параметров максвеллиана. При изучении поведе-

ния невязок между частями уравнения использовались методы математи-

ческого анализа и теории обобщенных функций. Векторный анализ позво-

лил исследовать физическую и геометрическую структуру как неоднород-

ных [77], так и нестационарных максвеллианов [77], а также физический

смысл найденных явных приближенных решений.

Научная новизна полученных результатов. В работе впервые:

1. получен общий вид локальных максвеллианов для модели

Бриана-Пиддака и исследован его физический смысл;

2. построено приближенное решение в виде бимодального распределения

с потоками типа «смерча». В качестве невязки между частями уравне-

ния использовалось равномерно-интегральное отклонение;

3. исследовано взаимодействие двух «ускоряющихся-уплотняющихся»

потоков в газе из шероховатых сфер. Использовано бимодальное рас-

пределение с максвелловскими модами специального вида. Получе-

ны различные условия, достаточные для минимизации равномерно-

интегральной невязки между частями уравнения Бриана-Пиддака;

4. построены новые приближенные явные решения вида линей-

ных комбинаций двух локальных максвеллианов типа «ускоре-

ние–уплотнение», которые минимизируют равномерно-интегральную

невязку с весом между частями решаемого уравнения;

5. найдены коэффициентные функции для бимодального распределения

с модами типа «смерча» при минимизации интегральной невязки;
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6. получен явный вид бимодального распределения с винтовыми модами

и найдены условия минимизации равномерно-интегральной невязки.

Практическое значение полученных результатов. Работа носит тео-

ретический характер. Её результаты могут быть использованы при даль-

нейшем изучении уравнения Бриана-Пиддака.

Личный вклад соискателя. В совместных с В.Д. Гордевским статьях

соавтору принадлежат постановки задач, подходы к их решению и обсуж-

дения результатов. Остальные результаты получены автором самостоятель-

но.

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертации докла-

дывались и обсуждались на:

1. XIV Международной научной конференции имени академика

М.Кравчука, Киев, 19-21 апреля 2012г.;

2. XVI Международной конференции «Моделирование и исследование

устойчивости динамических систем», Киев, 29-31 мая 2013г.;

3. Международной конференции «Анализ и математическая физика»,

Харьков, 24-28 июня 2013г.;

4. Международной конференции, посвященной 105-летию со дня рожде-

ния С. Л. Соболева, Новосибирск,18-24 августа 2013г.;

5. На научном семинаре при ФТИНТ НАН Украины (руководитель

Е. Я. Хруслов), Харьков, ноябрь 2013г.

Публикации. Результаты диссертации нашли отражение в 10 научных

публикациях, в том числе в 6 статьях [77–82] в специализированных изда-

ниях и тезисах выступлений на 4 конференциях [83–86].

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, четырех

разделов, выводов и списка использованных источников, который содер-

жит 97 наименований и занимает 10 страниц. Общий объем диссертации
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составляет 120 страниц. Основные результаты, вынесенные на защиту, из-

ложены в разделах 3 и 4.

Выражаю искреннюю благодарность моему научному руководителю

доктору физико-математических наук, профессору Гордевскому Вячесла-

ву Дмитриевичу за ценные советы, внимание и поддержку.
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РАЗДЕЛ 1

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ И ВЫБОР НАПРАВЛЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ

В этом разделе будет сделан краткий обзор литературы по теме диссер-

тации и обоснован выбор направления исследования в данной работе.

1.1. Классические работы в кинетической теории газов

Основное уравнение кинетической теории разреженных газов было по-

лучено Людвигом Больцманом в 1872 году [1–3] и по праву носит его имя.

Оно подробно описано в большом количестве монографий, учебников, об-

зорных статей, сборников научных работ и т.п. [4–27]. Некоторые из них,

в основном, ориентированы на получение макроскопической информации

о поведении газа на основе уравнения Больцмана и решении конкретных

прикладных задач, таких как обтекание газом твердого тела, истечение га-

за в вакуум, движение между двумя параллельными пластинами и т.п., в

частности, с использованием численных методов [7–9,15]; в других основ-

ное внимание уделено теоремам существования и единственности решений

задачи Коши для уравнения Больцмана и получению явного вида точных

его решений для тех или иных моделей взаимодействия между молекулами

[6,18,19]; третьи посвящены вопросам строгого обоснования этого уравне-

ния и выяснению его связей с другими способами описания, возможными в

кинетической теории (в частности, с цепочкой уравнений Н.Н. Боголюбова,

известной в литературе как ББГКИ-цепочка) [4, 10, 14, 16, 17, 20–23,25–27].

В некоторых из указанных монографий (см.,например [14, 16, 27]) предло-

жены различные обобщения и модификации уравнения Больцмана, учиты-

вающие те или иные особенности описываемых процессов.

Среди многочисленных моделей взаимодействия между частицами га-

за (молекулами), предлагавшимися до настоящего времени, наибольшее
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внимание исследователей традиционно привлекают модель твердых сфер

(иногда ее называют также моделью упругих или жестких сфер либо ша-

ров) и модель максвелловских молекул (известны и некоторые ее обобще-

ния).

В первой из них (она рассмотрена уже в [1], но, по-видимому, была

известна даже ранее) молекулы предполагаются одинаковыми, идеально

круглыми и гладкими шарами, не взаимодействующими на расстоянии, а

лишь в момент соударения, причем в этот момент происходит мгновенный

обмен скоростями в соответствии с законами классической механики (т.е. с

сохранением суммарного импульса и энергии частиц) [6–13, 17, 18, 22–27].

Во второй (ее обнаружил еще Дж.К. Максвелл) молекулы связаны сила-

ми отталкивания, обратно пропорциональными пятой степени расстояния

между их центрами [8, 9, 11–15,18, 19].

1.2. Модель шероховатых сфер

Модель, изучению которой посвящена диссертационная работа, изуча-

лась авторами значительно реже. Это так называемая модель шероховатых

сфер, предложенная Дж. Брианом еще в 1894 году в работе [28]. Она яв-

ляется простейшей из возможных моделей, учитывающих вращательную

энергию молекул [7]. В ней предполагается, что каждая молекула имеет как

поступательную скорость, так и угловую скорость вращения вокруг своей

оси, произвольным образом ориентированной в пространстве. При столк-

новении двух таких молекул они «зацепляют» друг друга без скольжения

приходящими в соприкосновение точками на их поверхностях, в результа-

те чего указанные точки мгновенно обмениваются скоростями. При этом

сумма вращательных и поступательных энергий в системе двух столкнув-

шихся молекул сохраняется.

В 1922 году Ф. Пиддак [29] перенес на модель Бриана основные методы

кинетической теории, ранее развитые для вращающихся молекул. Поэто-
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му в литературе, посвященной модели шероховатых сфер, вариант урав-

нения Больцмана, отвечающий этой модели, иногда называют уравнением

Бриана-Пиддака [7].

В работе [30] Б. Маккой, С. Сандлер и Ж. Дахлер применили модель

Бриана-Пиддака для изучения явлений переноса в плотных многоатомных

газах. С целью учета эффектов, связанных с повышенной плотностью газа,

авторам приходится использовать специально предназначенную для это-

го случая модификацию уравнения Больцмана, известную как уравнение

Энскога. Применительно к случаю шероховатых сфер, они получают его

путем «замыкания» ББГКИ-цепочки, опираясь на гипотезу молекулярного

хаоса. Далее, применяя метод разложения Чепмена-Энскога, удается полу-

чить (не всегда строго) ряд полезных практических выводов.

Ц. Брау, Дж. Симанс и Х. Макомбер [31] изучали структуру ударных

волн (в основном, с помощью моментных и численных методов) в двух-

атомных газах, привлекая для их описания различные модели (например,

«гантельную» модель молекул), а затем сравнивали полученные таким пу-

тем результаты с аналогичными результатами, основанными на модели ше-

роховатых сфер с несколько упрощенным интегралом столкновений.

Укажем в этой связи еще на работу К. Черчиньяни и М. Лямпис [32],

где строится модифицированные по сравнению с работой [30] кинетиче-

ское уравнение (так называемое уточненное уравнение Энскога для модели

шероховатых сфер). Указанное уточнение состоит в строгом учете микро-

скопических «подробностей» процесса столкновения между молекулами,

в частности, наличия у молекул в момент соударения ненулевого радиуса.

Кроме того, в силу высокой плотности газа здесь уже нельзя рассматривать

двухчастичную функцию распределения молекул как произведение одноча-

стичных, что приводит к необходимости ввести в интеграл столкновений

новые члены, такие как функционал локальной плотности, вычисляемый в

разных точках пространства. Построенное таким образом уравнение, хотя
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и является весьма сложным с математической точки зрения, как показано

авторами, удовлетворяет Н-теореме Больцмана [12], условиям сохранения

и т.п.

1.3. Максвелловское решение для уравнения Больцмана

Одним из фундаментальных вопросов, возникших практически одно-

временно с построением основ кинетической теории газов и затем успеш-

но решенным именно чисто аналитическими методами, явился вопрос об

описании всех максвелловских решений истинного (трехмерного, нели-

нейного) уравнения Больцмана во всем пространстве. Общий вид распре-

делений, обращающих правую часть уравнения, т.е. интеграл столкнове-

ний, в нуль, впервые описал Дж.К. Максвелл [52] при наличии внешних

сил и без каких бы то ни было предположений о подробностях соударе-

ний между молекулами (это было еще до создания Больцманом своего

уравнения – Максвелл искал распределение, отвечающее стационарному

равновесному состоянию газа - поэтому оно заслуженно носит его имя).

Несколько позже Л.Больцман [1–3] повторил этот результат, основываясь

на своей Н-теореме, причем его доказательство носило уже более строгий

характер, чем у Максвелла, и устраняло некоторые пробелы в его рассуж-

дениях.

Первоначало был найден лишь глобальный, т.е. стационарный и одно-

родный максвеллиан, гидродинамические параметры которого (плотность,

температура, массовая скорость газа) не зависели ни от времени, ни от про-

странственных координат молекулы. Однако Максвелл существенно обоб-

щил этот результат, получив в работе [53] общий вид стационарных, но

неоднородных максвеллианов (в отсутствие внешних сил), удовлетворяю-

щих уравнению Больцмана. Оказалось, что это распределение описывает

вращение газа как целого (наподобие твердого тела) вокруг неподвижной

оси и его поступательное движение, но лишь вдоль этой же оси (винтовое
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или спиралевидное движение газа; при этом его плотность быстро растет

по мере удаления от оси вращения – эффект «центрифугирования» [13]).

Дальнейшее продвижение на пути обобщения винтового распределе-

ния состоялось лишь спустя 70 лет – в 1949 году Г.Грэд [54], а затем

Т. Карлеман [6] и О.Г. Фридлендер [55] описали наиболее общее (нестацио-

нарное) локально-максвелловское решение уравнения Больцмана. Именно,

в [54] при отсутствии внешних сил найдено общее решение системы диф-

ференциальных уравнений в частных производных относительно гидроди-

намических параметров и, тем самым, описана их возможная зависимость

от времени и температуры. Аналогичные результаты получены в [6].

Кроме того, в указанных работах проведен частичный анализ физиче-

ского смысла нестационарных максвелловских решений (показано, что со-

ответствующее движение представляет собой наложение поступательного

потока, радиального расширения и вращения как твердого тела, а также по-

дробно рассмотрены несколько частных случаев, для которых вычислены

некоторые физические величины - полная масса и энергия, асимптотиче-

ская скорость распространения волны, асимптотика решений при стремле-

нии времени к бесконечности и т.п.). В работе [55] проанализирована связь

между структурой локально-максвелловских решений уравнения Больцма-

на и свойствами внешних сил (полей). Для некоторых частных случаев уда-

ется получить решения в замкнутой форме (например, для стационарной

внешней силы в отсутствие вращения возможны и колебательные движе-

ния) или ответить на «обратный» вопрос: какие внешние поля совместимы

с тем или иным заданным типом максвелловского движения?

Вместе с тем, в указанных работах недостаточно полно исследованы

некоторые важные особенности локальных максвеллианов, такие как фор-

ма и скорость движения вращающихся потоков газа ( в отличие от «вин-

тов» они могут двигаться поступательно в любом направлении), эволю-

ция гидродинамических параметров при конечных временах, распределе-
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ние плотности в пространстве, в частности, наличие зон уплотнения или

разрежения и т.п.

1.4. Распределение Тамма-Мотт-Смита и его обобщения

Переход к изучению более сложных явлений в газах, описание которых

не может быть достигнуто за счет использования одного максвелловского

распределения ввиду отсутствия для большинства основных моделей вза-

имодействия между молекулами точных решений, отвечающих таким яв-

лениям и процессам, потребовал введения в рассмотрение тех или иных

комбинаций максвеллианов с последующим исследованием вопроса о том,

являются ли они точными или приближенными (в каком-то специально

оговоренном смысле) решениями уравнения Больцмана.

Первым шагом в этом направлении следует считать распределение

Тамма-Мотт-Смита ( в дальнейшем – ТМС-распределение), аппроксими-

рующее плоскую стационарную ударную волну [56,57]. Следует заметить,

что работа [57] была опубликована намного ранее, в связи с чем долгое вре-

мя этот результат приписывался только Мотт-Смиту, однако И.Е. Тамм [56]

выполнил свою работу еще раньше, в 1947 году, и она не была опублико-

вана лишь из соображений секретности. Поскольку указанное распреде-

ление имеет вид линейной комбинации двух максвеллианов специального

вида, его и другие, имеющие ту же форму, принято называть бимодальным.

Основной целью этих работ было вычисление толщины фронта ударной

волны, ибо предшествующие подходы (на основе уравнения Навье-Стокса

либо метода Чепмена-Энскога и т.п.) давали не слишком хорошее согласие

с экспериментом для достаточно сильных волн.

Важно отметить, что в ТМС-подходе гидродинамические параметры

потоков с самого начала жестко связаны между собой благодаря известным

соотношениям Рэнкина-Гюгонио (они отражают законы сохранения массы,

энергии и имнульса) и тем фактом, что обе массовые скорости направлены
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одинаково (вдоль оси пространственного распространения волны). Таким

образом, ТМС-распределение удовлетворяет лишь необходимым условиям,

которым должно удовлетворять любое точное решение уравнения Больц-

мана (подобная ситуация связана с любыми моментными методами, когда

выбирается лишь конечный набор тех или иных моментов, и является их

общим слабым местом). Оставшийся произвол в выборе параметров и ко-

эффициентных функций бимодального распределения устранялся исполь-

зованием еще какого-нибудь одного моментного уравнения.

Слабость метода состояла, по крайней мере, в следующем. Во-первых,

как отмечено, например, в [13, 18], его результаты зависят от того, какое

именно моментное уравнение выбирается, т.е. – являются неоднозначны-

ми (скажем, переход от квадратичного момента к кубическому приводит к

изменению толщины ударной волны более чем на четверть ее величины).

Во-вторых, оставалось неясным, будут ли налагаемые на ТМС-

распределение условия и достаточными для того, чтобы оно являлось точ-

ным решением уравнения Больцмана.

В работе А.Сакураи [58] была предпринята попытка доказать этот факт.

Автор изучает упрощенное уравнение (столкновительный член не зависит

от прицельного угла, а лишь от относительной скорости соударяющихся

молекул – одномерная модель) и пытается подобрать параметры распре-

деления так, чтобы минимизировать разность между частями этого урав-

нения при больших числах Маха, для чего предполагает, что параметры

связаны некоторыми дополнительными соотношениями. Однако работа со-

держала большое количество неточных рассуждений и нестрогих доказа-

тельств (при получении асимптотик прибыточного и затратного членов ин-

теграла столкновений; при переходе к пределу при стремлении чисел Маха

к бесконечности, где вместо равномерного по скоростям обосновано суще-

ствование лишь поточечного предела; при разложении в ряды по малому

параметру, сходимость которых не обоснована и т.п.).
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Ошибочность утверждений работы [58] была затем обнаружена рядом

авторов [63–66] и др. Более того, в работе Р. Кэфлиша и Б. Николаенко [59]

(см. также [18]) прямо сказано, что ТМС-распределение не является точ-

ным решением уравнения Больцмана и никакого математического обосно-

вания этого метода не существует. Там же доказана интересная теорема

существования гладкого решения задачи о слабой ударной волне, которую

можно рассматривать как краевую задачу с максвелловскими условиями на

бесконечности вверх и вниз по течению волны, если все соответствующие

гидродинамические параметры этих условий достаточно близки. Огметим,

что теорема не содержит утверждения о единственности решения, а также

не дает описания его вида, который, очевидно, должен быть отличным от

бимодального (см. выше).

В связи с указанными недостатками метода многие авторы в даль-

нейшем пытались его усовершенствовать. Так, Х. Солвен, Ц. Грош и С.

Зиринг [60] предложили тримодальный аналог ТМС-распределения (тре-

тья, «дополнительная» мода содержит еще одну, промежуточную, массо-

вую скорость и линейный множитель перед экспонентой, но эта скорость

также параллельна первым двум) для описания ударных волн в газе из

максвелловских молекул. Однако оказалось, что уже такой переход связан

с возникновением значительных технических трудностей, и дальнейший

анализ становится возможным лишь численно. Он, по мнению самих авто-

ров, показывает, что для слабых волн их результаты существенно уточняют

результаты ТМС-теории, но для сильных являются неадекватными.

То же самое можно отнести и к модификации Л.Холвея [61], в которой

распределение остается бимодальным, но в одной из мод вводятся различ-

ные весовые множители для различных компонент индивидуальной скоро-

сти молекулы (массовые скорости мод при этом остаются параллельными).

Тримодальное распределение для случая многоатомных газов использова-

но и в [31].
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При исследовании очень сильных ударных волн (волны «бесконеч-

но большой интенсивности») широкое распространение приобрел подход,

предложенный Г. Грэдом [62] В нем одна из двух максвелловских мод

ТМС-распределения заменяется на δ -функпию в пространстве скоростей,

а вторая гладкая мода может быть найдена из некоторого уравнения, по-

видимому, еще более сложного, чем само уравнение Больцмана [13, 18] (в

простейшем варианте метода она остается максвелловской).

Новый важный шаг в изучении распределений типа ТМС был сделан

в работах Р. Нарасимхи и С. Дешпанде [63, 64]. Авторы впервые поста-

вили задачу несколько шире: получить замкнутое выражение для прибы-

точного члена интеграла столкновений (т.е. самого сложного слагаемого в

уравнении Больцмана) в случае модели твердых – сфер и произвольного

бимодального распределения. Используя оригинальную технику с привле-

чением аппарата специальных функций, они вывели явное выражение для

интеграла столкновений через вырожденную (конфлюэнтную) гипергео-

метрическую функцию Куммера.

На основании полученного представления путем моделирования на

ЭВМ при числах Маха порядка 10 и равных коэффициентных функциях

в ТМС-распределении сделаны важные выводы о сравнительном асимпто-

тическом поведении при больших числах Маха самого распределения, при-

быточного и затратного членов интеграла столкновений (заметим, впрочем,

что все же не все выводы авторов оказались верными в общем случае, на-

пример, замеченное ими «смазанно двугорбое» поведение прибыточного

члена в отличие от «одногорбого», присущего БГК-модели, на самом деле

отражает его стремление к δ -функции, сосредоточенной не в двух точках,

как для затратного члена и самого бимодального распределения, а на це-

лой сфере, которой эти точки принадлежат [70–72]; из-за этого ошибочно

и их утверждение о том, что вклад прибыточного члена асимптотически

исчезаюше мал по сравнению с затратным).
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Далее авторы вводят в рассмотрение локальную (зависящую от коор-

динат) и глобальную (интеграл по координатам) невязки между частями

уравнения Больцмана, среднеквадратичные в пространстве скоростей, и,

используя вариационный метод, с учетом граничных условий на ±∞ по

пространственной координате, диктуемых постановкой задачи о структу-

ре стационарной ударной волны, получают вид коэффициентных функ-

ций, обеспечивающий минимально возможное при выполнении указанных

условий значение глобальной невязки (он совпадает с тем, который ранее

был получен моментными методами). Как итог, впервые строго удается до-

казать, что указанная невязка не может быть сделана сколь угодно малой

ни при каких числах Маха (даже стремящихся к бесконечности) и нетри-

виальных значениях остальных параметров распределения.

Таким образом, было опровергнуто утверждение работы [58] о том,

что ТМС-распределение может быть сделано точным решением уравнения

Больцмана путем подходящего подбора параметров, и доказано, что оно яв-

ляется лишь некоторой аппроксимацией истинного фронта ударной волны,

впрочем, дающей достаточно хорошее совпадение с экспериментом в неко-

тором диапазоне изменения параметров. Благодаря этому интерес к изу-

чению бимодальных (и многомодальных) распределений не ослабевает и

поныне, о чем свидетельствуют работы И. Хосокавы с соавторами [65,66],

С. Такаты, К. Аоки, К. Черчиньяни [67] и других.

В работе [65] получены уточненные результаты относительно тол-

щины ударного слоя для случаев твердых сфер и максвелловских мо-

лекул, основанные на анализе Н-функции Больцмана, вычисленной по

ТМС-распределению. Окончательный вывод, подтверждающий результа-

ты [63, 64] о невозможности сделать какое-либо бимодальное распределе-

ние, описывающее ударную волну даже бесконечной интенсивности, точ-

ным решением уравнения Больцмана, получен в [66]. С целью доказать

это авторы вводят наиболее удобную безразмерную форму квадратичной
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невязки и в явном виде находят ее предел при бесконечно больших числах

Маха. Непосредственно видно, что равенство нулю этого предела противо-

речит исходным предположениям о структуре распределения. Это приво-

дит авторов к важному заключению о том, что само по себе предположение

о бимодальной структуре приближенного решения, равно как и подход, ос-

нованный на минимизации той или иной невязки, являются вполне разум-

ными и могут стать плодотворными, однако следует ослабить требования,

которые налагаются в рамках ТМС на параметры и коэффициентные функ-

ции и являются слишком жесткими ( указанная идея нашла воплощение и

далеко идущее развитие в работах [70–76]). В работе [67], в частности, по-

казано, что отличные от максвеллиана решения с конечными моментами

всех порядков не могут быть позитивными.

Помимо задачи о структуре ударной волны, бимодальные и многомо-

дальные распределения применялись и в кинетической теории испарения-

конденсации газа. С.И. Анисимов [68] предложил тримодальное представ-

ление вдоль нормали к испаряющей поверхности. Ему удалось разрешить

возникающую при этом систему уравнений сохранения для одного клас-

са течений в рамках БГК-модели. Т. Итрехус [69] использовал такое же

представление вместе с соответствующей системой моментных уравнений,

следующих из уравнения Больцмана, для случая максвелловских молекул.

Ему удалось показать, что эта система разрешима тогда и только тогда,

когды число Маха ниже по потоку имеет порядок единицы – это, в част-

ности, свидетельствует в пользу вывода о том, что одномерную задачу об

испарении газа в вакуум нельзя рассматривать в стационарной постановке.

1.5. Некоторые основные работы по рассматриваемой тематике.

Ранее в пункте 1.2. уже шла речь о работе [32], имеющей важное зна-

чение для решения уравнения Бриана-Пиддака.
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В работе [74] В.Д. Гордевским был получен вид бимодального рас-

пределения, т.е. линейной комбинации двух глобальных максвеллианов, и

подобраны коэффициентные функции, зависящие от времени и простран-

ственной координаты. В работе использовались две невязки: равномерно-

интегральная и чисто-интегральная.

Приведем еще несколько работ, написанных сравнительно недавно.

Есть много вопросов, остающихся открытыми и связанными с устой-

чивостью нелинейных моделей волнового уравнения Больцмана, хотя соот-

ветствующая теория устойчивости сравнительно хорошо зарекомендовала

себя для газовых динамических систем. В работе [87] исследуют нелиней-

ную стабильность профиля волны разрежения для уравнения Больцмана

с пограничным эффектом введенным с помощью зеркального отражения

как для модели твердых сфер, так и жесткой потенциальной модели с уг-

ловой отсечкой. Анализ базируется на свойстве решения и его производ-

ных, которые положительны и ограничены на границе, возникающей из-за

зеркального отражения, а также решения уравнения Больцмана введеном

ранее для энергетического метода.

В [88] исследуют нормальную контактную жесткость шероховатой сфе-

ры и упругого полупространства с использованием 3-мерного исчисле-

ния при взаимодействия граничных элементов. Для малых нормальных

сил, обнаружено, что жесткость ведет себя в соответствии с законом

Порта-Попова для номинально плоских самоаффинных поверхностей, в то

время как для более высоких нормальных сил, происходит переход к пове-

дению Герца. Новая аналитическая модель является производным описа-

нием контактного поведения при любой силе.

Сближение двух сфер вдоль их линии центров анализируется при усло-

вии, что каждая из них покрыта пористым слоем. Скольжения жидкости

на поверхности пористых слоев затем позволяет сферам соприкосаться без

особенности в соответствующей силе. С помощью анализа для «ровных»
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поверхностей, получено [89] аналитическое выражение для силы. Эта си-

ла также конечна для исчезающей ширины зазора. Также там показано,

каким образом свойства пористых слоев могут быть связаны со статисти-

кой пространственных распределений неровностей поверхности. Наконец,

отмечается, что конечная сила связана с конечной высотой неровностей.

В статье [90] представлено несколько численных результатов, выпол-

ненных с помощью полностью детерминированной схемы для дискрети-

зации уравнения Больцмана из динамики разреженного газа в ограничен-

ной области для нескольких важных проблем. Периодическое, зеркальное

отражение и диффузные граничные условия обсуждаются и исследуют-

ся численно. В качестве оператора столкновений рассматривается при-

ближение Фурье интеграла столкновений, которое гарантирует спектраль-

ную точность в скорости с вычислительной сложностью MN log(N) , где

N – число степеней свободы в пространстве скоростей и M представля-

ет собой количество дискретных углов ядра столкновений. Этот алгоритм

связан со вторым порядком конечной схемы по объему в пространстве и

времени дискретизации, позволяющим иметь дело с разреженными режи-

мами, а также с их гидродинамическим пределом. Численные результаты

показывают, что предложенный подход значительно улучшает пристеноч-

ный без учета точности стационарного потока с использованием стандарт-

ных численных методов в широком диапазоне чисел Кнудсена. В частно-

сти, когда решение уравнения Больцмана замкнуто для локального равно-

весия и для потоков малой скорости.

Линейные и линеаризованные операторы столкновений Больцмана для

твердых сфер в [93] изучаются методом, основанным на приведении инте-

гральных уравнений к дифференциальным уравнениям. Используется этот

подход (в сочетании с численными методами) для изучения собственных

значений операторов. Также использованы дифференциальные уравнения

для исследования высокоэнергетических асимптотик решений линейных
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интегральных уравнений, связанных с разложением Чепмена-Энскога

1.6. Работы автора по теме диссертации

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [77–82] и

отражены в тезисах международных конференций [83–86].

1.7. Выводы к разделу

Приведеный краткий обзор литературы позволяет прийти к следующим

выводам.

Модель Бриана-Пиддака с физической точки зрения представляет со-

бой весьма большой интерес, потому что она описывает молекулы, которые

обладают не только линейной скоростью, но и угловой, т.е. в отличии от

твердых шаров, вращаются, что более соответствует реальным процессам

в природе. Однако несмотря на перечисленные достоинства этой модели,

изучалась она недостаточно и, как мы увидели, многие вопросы до сих пор

оставались нерешеными.

Основное направление данной дисертационной работы это поиск точ-

ных и приближенных решений уравнения Бриана-Пиддака. Стоит сразу

же отметить, что в явном виде точное решение этого уравнения на се-

годняшний день известно только одно. Оно было получено Максвеллом

для твердых шаров, а позже обобщено на модель шероховатых сфер, хотя

полностью вопрос о зависимости от времени и координат не был иссле-

дован. К сожалению, маловероятно найти иные явные точные решения, а

вот обобщить известное вполне возможно. Для модели шероховатых сфер

найденное решение является глобальным максвеллианом [7] (зависит толь-

ко от линейной и угловой скорости молекулы) и его обобщением явяется

попытка выяснить наиболее общий вид зависимости входящих в него гид-

родинамических параметров от времени и пространственной координаты.
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Относительно приближенных явных решений следует отметить, что

их поиск в рамках данной работы будет осуществляться в виде бимо-

дального распределения с некоторыми модами специального типа (смерчи,

”ускорения-уплотнения”), а коэффициентные функции будут подбираться

исходя из некоторых соотношений, необходимых для минимизации исполь-

зуемых невязок (равномерно-интегральная, чисто-интегральная или невяз-

ка с весом).
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РАЗДЕЛ 2

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В этом разделе будут приведены основные определения и обозначения,

необходимые для постановки задачи и ее решения.

2.1. Уравнение Бриана-Пиддака

Определение 2.1. Функция распределения частиц f(t, V, x, ω) описы-

вает количество частиц или молекул, которые в момент времени t нахо-

дятся вблизи точки пространства x и имеют линейную скорость близкую

к V и угловую скорость близкую к ω .

Функция распределения частиц играет важную роль в кинетической

теории газов, ибо через неё выражаются все макроскопические величины,

описывающие процессы в газе.

Уравнение Больцмана для модели шероховатых сфер имеет

вид [7, 28, 29, 32, 74]:

D(f) ≡ Q(f, f), (2.1)

D(f) =
∂f

∂t
+ V · ∂f

∂x
, (2.2)

Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
Σ

dαB(V − V1, α)

× [f(t, V ∗1 , x, ω
∗
1)f(t, V ∗, x, ω∗) −f(t, V, x, ω)f(t, V1, x, ω1)] . (2.3)

Здесь d – диаметр молекулы, который связан с её моментом инерции I

следующим соотношением:

I =
bd2

4
, (2.4)

где b – параметр, b ∈
(
0, 2

3

]
, характеризующий изотропное распределе-

ние вещества внутри молекулы; t – время; x = (x1, x2, x3) ∈ R3 – про-
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странственная координата; V = (V 1, V 2, V 3) и w = (w1, w2, w3) ∈ R3 –

линейная и угловая скорости молекулы соответственно; ∂f
∂x – градиент

функции f по переменной x ; Σ – единичная сфера в пространстве R3 ;

α – единичный вектор из R3 , соединяющий центры сталкивающихся мо-

лекул в момент соударения;

B (V − V1, α) = |(V − V1, α)| − (V − V1, α) (2.5)

– ядро интеграла столкновений(”столкновительный член”).

Линейные (V ∗, V ∗1 ) и угловые (w∗, w∗1) скорости молекул по-

сле столкновения выражаются через соответствующие скорости до

столкновения следующим образом [7]:

V ∗ = V − 1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α ∗ (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
;

V ∗1 = V1 +
1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α ∗ (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
; (2.6)

ω∗ = ω +
2

d(b+ 1)

{
α ∗ (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
;

ω∗1 = ω1 +
2

d(b+ 1)

{
α ∗ (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

знаком ∗ обозначено векторное произведение.

2.2. Точное решение рассматриваемого уравнения

Единственным точным решением уравнения Больцмана (2.1), которое

известно в явном виде до настоящего времени, является выражение, ана-

логичное полученному Максвеллом в 1859г. для случая модели твердых

сфер, т.е. такое, которое удовлетворяет следующей системе: D(f) = 0,

Q(f, f) = 0.
(2.7)

Для рассматриваемой нами модели такое выражение тоже использова-

лось в монографии [7], где утверждалось, что натуральный логарифм этого
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выражения имеет следующий вид:

ln f = α(1) + α(2)V − α(3)

(
1

2
V 2 +

1

2
Iω2

)
+ α(4)(Iω + [x× V ]). (2.8)

В общем случае коэффициенты α(j), j = 1..4 зависят и от времени,

и от пространственной координаты. До настоящего времени, в частности,

в монографии [7] исследовано только два частных случая: так называе-

мый глобальный максвеллиан (когда рассматриваемое выражение зависит

только от линейной и угловой скоростей молекулы), и один из локальных

(так называемый винт или спираль, т.е. стационарный неоднородный макс-

веллиан, у которого в отличие от глобального, есть еще зависимость и от

пространственной координаты x ).

Поэтому одной из задач данной работы является поиск самого общего

вида такого нестационарного решения (т.е. вида зависимости коэффици-

ентов α(j), j = 1..4 не только от x но и от времени t ), а также иссле-

дование его физического смысла и выделение особо интересных частных

случаев подобно тому, как это было сделано для модели твердых сфер

в [6, 54, 55, 76]. Этой задаче будет посвящен третий раздел диссертации.

2.3. Приближенные явные решения уравнения Больцмана для модели

шероховатых сфер

Приближенное решение будем искать в виде следующего бимодального

распределения:

f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (2.9)

где функции ϕi = ϕi(t, x) – неотрицательные и гладкие(здесь и всюду

далее, если не оговорено иное, индекс i принимает только значения 1 и 2),

а максвелианы Mi описывают один из возможных типов движения потоков

газа.

Поиск явных приближенных решений кинетических уравнений, кото-

рые имели бы бимодальную структуру, осуществлялся рядом авторов, в
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частности, для интересующей нас модели взаимодействия между молеку-

лами этому вопросу были посвящены работы [74,75].

Так, в работе [75] было исследовано взаимодействие двух ”винтов”

(стационарных неоднородных максвеллианов специального типа) в газе из

шероховатых сфер. В разделе 4 нашей задачей будет исследование взаимо-

действия двух ”смерчей” (нестационарных неоднородных максвеллианов)

и движения типа ”ускорение-уплотнения” для модели Бриана-Пиддака.

При нахождении явных приближенных решений мы будем использо-

вать следующие невязки, предложеные Гордевским В.Д. в работах [74, 92]:

–”равномерно-интегральное” отклонение:

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

∫
R3

dV dω |D(f)−Q(f, f)| ; (2.10)

–”чисто-интегральная” невязка:

∆1 =

∫
R

dt

∫
R3

dx

∫
R3

dV

∫
R3

dω |D(f)−Q(f, f)| ; (2.11)

–”невязка с весом”:

∆̃ = sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|. (2.12)

С помощью указанных отклонений между частями уравнения

Бриана-Пиддака будут подбираться коэффициентные функции ϕi с целью

обеспечения условия бесконечной малости хотя бы одной из невязок (2.10),

(2.11) или (2.12).

2.4. Выводы к разделу

В разделе 2 приведен вид уравнения Больцмана для модели шерохо-

ватых сфер, приведены формулы выражающие скорости молекул после

столкновения через соответствующие скорости до столкновения, а также

основные обозначения.

Сформулирована задача поиска наиболее общего вида явного точного

решения уравнения Бриана-Пиддака, что фактически означает получение
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самого общего возможного вида максвелловских распределений для моде-

ли Бриана-Пиддака, а также их классификации, что ранее уже было сде-

лано в [6, 54, 55, 76] для модели твердых сфер. Данная задача актуальна,

т.к. она позволит получить представление о возможных типах движения

для рассматриваемой модели. Таким образом, одной из основных задач

является нахождение вида точного решения уравнения Бриана-Пиддака в

случае, когда коэффициенты в представлении (2.8) являются функциями от

времени t и пространственной координаты x .

Вторым направлением исследования является построение явных при-

ближенных решений уравнения Бриана-Пиддака имеющих некоторый спе-

циальный вид (2.9). Ввиду того, что это решение не является точным, бу-

дем использовать отклонения между частями уравнения (2.1), представлен-

ные в формулах (2.10), (2.11) или (2.12).
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РАЗДЕЛ 3

МАКСВЕЛЛОВСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В МОДЕЛИ ШЕРОХОВАТЫХ

СФЕР

В этом разделе будет получен общий вид локальных максвеллианов

для модели Бриана-Пиддака, а также осуществлена физическая трактов-

ка найденных решений. Во втором пункте этого раздела будет приведена

классификация типов движения, которые возможны для данной модели.

3.1. Зависимость коэффициентов α(j) от переменных t и x

Как было указано в предыдущем разделе, натуральный логарифм функ-

ции распределения для модели шероховатых сфер должен иметь вид (2.8).

Однако при непосредственной подстановке выражения (2.8) в выражения

(2.2) и (2.3) оказывается, что в общем случае оно не удовлетворяет систе-

ме (2.7), что показано в третьем пункте данного раздела. Именно, нетруд-

но убедится в том, что в выражении (2.8) должно отсуствовать слагае-

мое α(4)Iω . Это обьясняется тем, что авторы посчитали равными среднюю

угловую скорость по всем молекулам и угловую скорость газа в целом (как

твердого тела), что в действительности не всегда верно.

После устранения обнаруженной неточности указанный ранее лога-

рифм для функции распределения частиц имеет следующий вид:

ln f = α(1) + α(2)V − α(3)

(
1

2
V 2 +

1

2
Iω2

)
+ α(4)[x× V ]. (3.1)

Однако, даже исправив эту неточность, мы все-равно не получим наи-

более общего выражения, описывающего максвеллиан в газе из шерохова-

тых молекул, ибо возможный вид коэффициентов α(j), j = 1..4 ранее нигде

не исследовался.
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Для решения этой задачи воспользуемся подходом, примененым для

модели твердых сфер в [6,54,55]. Его суть состоит в следующем. Наличие

зависимости параметров α(j), j = 1..4 от переменных t и x не влияет

на обнуление правой части уравнения (2.1), что не останется верным для

левой части D(f) уравнения Бриана-Пиддака. Поэтому вид коэффициен-

тов α(j), j = 1..4 будем получать из требования равенства нулю выраже-

ния D(f) , описываемого представлением (2.2). Это и будет продемонстри-

ровано при доказательстве следующей теоремы.

Теорема 3.1. Общий вид максвеллианов для модели шероховатых

сфер задается формулой (3.1), где коэффициенты α(j), j = 1..4 имеют сле-

дующее представление: 
α(1) = Cx+ C1;

α(2) = −Ct+ C3;

α(3) = −2C2;

α(4) = C4,

(3.2)

где C,C1, C2, C3, C4 – произвольные числовые и векторные константы.

Доказательство. Для начала преобразуем выражение (3.1):

ln f

= α(1) − α(3)

(
1

2
V 2 +

1

2
Iω2

)
+ α(2) · V − (V, [x× α(4)])

= α(1) − α(3)

(
1

2
V 2 +

1

2
Iω2

)
+ (V, α(2) − [x× α(4)]). (3.3)

Введем следующие обозначения:

α(1) = a(t, x),

α(3) = −2b(t, x),

α(2) + [α(4) × x] = c(t, x),
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где новые искомые функции таковы:

a(t, x) : R4 → R1,

b(t, x) : R4 → R1,

c(t, x) : R4 → R3.

Перепишем равенство (3.3) в новых обозначениях:

ln f

= a(t, x) + b(t, x)(V 2 + Iω2) + c(t, x) · V

= a(t, x) + b(t, x)(V 1)2 + b(t, x)(V 2)2 + b(t, x)(V 3)2

+Ib(t, x)(ω1)2 + Ib(t, x)(ω2)2 + Ib(t, x)

×(ω3)2 + c1(t, x) · V 1 + c2(t, x) · V 2 + c3(t, x) · V 3.

Потребуем, чтобы выражение (2.2) тождественно равнялось нулю, в со-

ответствии с (7), однако вместо функции f будем подставлять выражение

lnf ибо

(lnf)
′
=

1

f
· f ′,

а дробь 1
f не обращается в нуль:

∂a

∂t
+ (V 1)2∂b

∂t
+ (V 2)2∂b

∂t
+ (V 3)2∂b

∂t

+I(ω1)2∂b

∂t
+ I(ω2)2∂b

∂t
+ I(ω3)2∂b

∂t
+ V 1∂c1

∂t
+ V 2∂c2

∂t

+V 3∂c3

∂t
+ V 1 ∂a

∂x1
+ (V 1)3 ∂b

∂x1
+ V 1(V 2)2 ∂b

∂x1
+ V 1(V 3)2 ∂b

∂x1

+IV 1(ω1)2 ∂b

∂x1
+ IV 1(ω2)2 ∂b

∂x1
+ IV 1(ω3)2 ∂b

∂x1
+ (V 1)2 ∂c1

∂x1
+ V 1V 2 ∂c2

∂x1

+V 1V 3 ∂c3

∂x1
+ V 2 ∂a

∂x2
+ (V 1)2V 2 ∂b

∂x2
+ (V 2)3 ∂b

∂x2
+ V 2(V 3)2 ∂b

∂x2

+IV 2(ω1)2 ∂b

∂x2
+ IV 2(ω2)2 ∂b

∂x2
+ IV 2(ω3)2 ∂b

∂x2
+ V 1V 2 ∂c1

∂x2
+ (V 2)2 ∂c2

∂x2

+V 2V 3 ∂c3

∂x2
+ V 3 ∂a

∂x3
+ (V 1)2V 3 ∂b

∂x3
+ (V 2)2V 3 ∂b

∂x3
+ (V 3)3 ∂b

∂x3
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+IV 3(ω1)2 ∂b

∂x3
+ IV 3(ω2)2 ∂b

∂x3
+ IV 3(ω3)2 ∂b

∂x3

+V 1V 3 ∂c1

∂x3
+ V 2V 3 ∂c2

∂x3
+ (V 3)2 ∂c3

∂x3
,

что тождественно должно быть равным нулю.

Приравнивая нулю коэффициенты при компонентах векторов линейной

и угловой скоростей V и ω и их различных степенях, а также произведе-

ниях, имеем прежде всего:

1) во-первых, справедливо равенство:

∂a

∂t
= 0,

что означает отсутствие зависимости у функции a(t, x) от времени t , т.е.

функция a зависит только от пространственной координаты x :

a = a(x); (3.4)

2) для любого k = 1, 2, 3 при квадратах угловой скорости (ωk)2 :

∂b

∂t
= 0, (3.5)

откуда получаем, что:

b = b(x).

Учитывая коэффициенты при (V k)3 имеем равенства:

∂b

∂xk
= 0, (3.6)

т.е.

b = b(t).

Таким образом, ввиду полученных результатов (3.5) и (3.6), b – произволь-

ная скалярная величина:

b = const ∈ R1. (3.7)
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Принимая во внимание найденный только что вид функции a(t, x) и

b(t, x) , представленный формулами (3.4), (3.7) соответственно, из осталь-

ных соотношений получаем следущую систему дифференциальных урав-

нений в частных производных:

∂c1
∂x1 = 0 (3.8.1)

∂c2
∂x2 = 0 (3.8.2)

∂c3
∂x3 = 0 (3.8.3)

∂c1
∂t + ∂a

∂x1 = 0 (3.8.4)

∂c2
∂t + ∂a

∂x2 = 0 (3.8.5)

∂c3
∂t + ∂a

∂x3 = 0 (3.8.6)

∂c2
∂x1 + ∂c1

∂x2 = 0 (3.8.7)

∂c3
∂x1 + ∂c1

∂x3 = 0 (3.8.8)

∂c3
∂x2 + ∂c2

∂x3 = 0 (3.8.9)

(3.8)

Из уравнений (3.8.1)− (3.8.3) имеем:

c1 = c1(t, x
2, x3),

c2 = c2(t, x
1, x3), (∗)

c3 = c3(t, x
1, x2)

Определим вид функции c1 .

Из уравнения (3.8.1) следуют равенства:

∂2c1

∂x2∂x1
= 0,

∂2c1

∂x3∂x1
= 0.

Продифференцируем уравнение (3.8.7) по переменой x3 , а уравне-

ние (3.8.8) по переменной x2 :

∂2c2

∂x3∂x1
+

∂2c1

∂x3∂x2
= 0,
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∂2c3

∂x2∂x1
+

∂2c1

∂x2∂x3
= 0.

Складывая почлено полученые равенства, имеем:

∂2c2

∂x3∂x1
+

∂2c3

∂x2∂x1
+ 2

∂2c1

∂x3∂x2
= 0

учитывая, что производная по x1 уравнения (3.8.9) такова:

∂2c3

∂x1∂x2
+

∂2c2

∂x1∂x3
= 0,

получаем, что:
∂2c1

∂x3∂x2
= 0.

Из первого уравнения системы очевидно, что:

∂2c1

∂(x1)2
= 0,

из уравнений (3.8.7) и (*) вытекает, что:

∂2c1

∂(x2)2
= 0,

а из (3.8.8) и (*) следует равенство:

∂2c1

∂(x3)2
= 0.

Значит, c1−линейная функция от x2 и x3 , но коэффициенты при дан-

ных компонентах пространственной координаты могут зависить и от вре-

мени t .

Аналогично, можно показать, что c2−линейная функция по компонен-

там пространственной координаты x1 и x3 , но коэффициенты могут зави-

сить от t , а также c3−линейная функция по x1 и x2 , и у них коэффици-

енты тоже могут зависить от времени t .

Таким образом, имеем следующий вид для функций c1, c2 и c3 :

c1(t, x
2, x3) = c11(t) + c12(t) · x2 + c13(t) · x3, (3.9)

c2(t, x
1, x3) = c21(t) + c22(t) · x1 + c23(t) · x3, (3.10)

c3(t, x
1, x2) = c31(t) + c32(t) · x1 + c33(t) · x2. (3.11)
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Теперь используя уравнения (3.8.7)—(3.8.9), определим зависимость

между некоторыми функциями cij .

Из (3.8.7) следует, что:

c22(t) + c12(t) = 0,

т.е.

c22(t) = −c12(t).

Аналогично, можно получить следующие равенства:

c32(t) + c13(t) = 0,

c33(t) + c23(t) = 0,

из чего следует:

c32(t) = −c13(t), (3.12)

c33(t) = −c23(t). (3.13)

Далее уравнение (3.8.4) благодаря (3.9) даёт равенство:

c
′

11(t) + c
′

12(t)x
2 + c

′

13(t)x
3 = − ∂a

∂x1
.

Нам уже известно, что a = a(x), значит:

c
′

11(t) = C, c
′

12(t) = C1, c
′

13(t) = C2,

C, C1, C2 ∈ R1.

Отсюда интегрированием последних равенств по переменной t и, ис-

пользуя зависимость (3.12) получаем, что:

c11(t) = C · t+ C3,

c12(t) = C1 · t+ C4,

c13(t) = C2 · t+ C5,

c22(t) = −C1 · t− C4,

c32(t) = −C2 · t− C5, C3, C4, C5 ∈ R1.
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Итак,
∂a

∂x1
= −C − C1 · x2 − C2 · x3, (3.14)

тогда проинтегрировав последнее равенство (3.14) по переменной x1

имеем:

a = −Cx1 − C1x
1x2 − C2x

1x3 + ϕ(x2, x3). (3.15)

Далее из уравнения (3.8.5) и выражения (3.10) получаем:

c
′

21(t)− C1x
1 + c

′

23(t)x
3 = − ∂a

∂x2
.

Уже известно, что a = a(x), значит,

c
′

21(t) = C6, c
′

23(t) = C7, C6, C7 ∈ R1,

интегрируя последние равенства по времени t и, вспоминая условие (3.13),

находим, что:

c21(t) = C6 · t+ C8,

c23(t) = C7 · t+ C9,

c33(t) = −C7 · t− C9, C8, C9 ∈ R1

следовательно:
∂a

∂x2
= −C6 + C1x

1 − C7x
3,

или:

a = −C6x
2 + C1x

1x2 − C7x
2x3 + ϕ1(x

1, x3). (3.16)

Как и прежде из уравнения (3.8.6) c учетом представления (3.11) видим,

что:

c
′

31(t)− C2 · x1 − C7 · x2 = − ∂a

∂x3
.

Ранее было отмечено, что c
′

31(t) = C10, откуда, интегрируя по перемен-

ной t, получаем:

c31(t) = C10 · t+ C11, C10, C11 ∈ R1.
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Таким образом:
∂a

∂x3
= −C10 + C2 · x1 + C7 · x2,

значит,

a = −C10x
3 + C2x

1x3 + C7x
2x3 + ϕ2(x

1, x2). (3.17)

Итак, получены три выражения (3.15), (3.16) и (3.17) , которые опи-

сывают искомую функцию a = a(x) , но в них пока ещё присутствуют

неизвестные функции ϕ(x2, x3), ϕ1(x
1, x3) и ϕ2(x

1, x2) . С целью уточнения

вида функций ϕ, ϕ1 и ϕ2, а также окончательного представления функции

a(x), подставим выражения (3.15), (3.16) и (3.17) в уравнения начальной

системы (3.8.4), (3.8.5) и (3.8.6).

Подстановка (3.15) в (3.8.4) дает тождество, т.к. (3.15) получено из

(3.8.4), а в (3.8.5) приводит к тому, что:

C6 − C1x
1 + C7x

3 − C1x
1 +

∂ϕ(x2, x3)

∂x2
= 0.

Тогда:

ϕ = −C7x
2x3 − C6x

2 + 2C1x
1x2 + ψ(x3),

а из уравнения (3.8.6) имеем:

C10 − C2x
1 − C7x

2 − C2x
1 +

∂ϕ(x2, x3)

∂x3
= 0,

C10 − 2C2x
1 − 2C7x

2 +
∂ψ

∂x3
= 0,

т.е. C2 ≡ 0 и C7 ≡ 0, а функция ψ имеет вид:

ψ = −C10 · x3 +D.

Значит, (3.15) преобразуется следующим образом:

a(x) = −Cx1 + C1x
1x2 − C6x

2 − C10x
3 +D, D ∈ R1.

Подставим (3.16) в уравнения (3.8.4)-(3.8.6):

в (3.8.4):

C + 2C1x
2 +

∂ϕ1(x
1, x3)

∂x1
= 0.
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Поскольку здесь последнее слагаемое не зависит от переменной x2 , то

C1 ≡ 0 , и тогда:

ϕ1(x
1, x3) = −C · x1 + ξ(x3).

Далее, подстановка в (3.8.5) и (3.8.6) дает:

C6 − C6 +
∂ϕ1(x

1, x3)

∂x2
= 0,

C10 +
∂ϕ1(x

1, x3)

∂x3
= 0,

откуда,

C10 +
∂ξ

∂x3
= 0

значит,

ξ(x3) = −C10 · x3 +D1, D1 ∈ R1. (3.18)

Итак, (3.16) преобразуется в

a(x) = −C6x
2 − Cx1 − C10x

3 +D1.

Аналогично, подставив (3.17) в уравнения (3.8.4)-(3.8.6), получаем:

a(x) = −C10x
3 − Cx1 − C6x

2 +D2,

где D2 ∈ R1.

Нами показано, что:

a(x) = −Cx1 − C6x
2 − C10x

3 +D,

или же

a(x) = (−C,−C6,−C10)x+D.

Также преобразовались функции clk, (l = 1..3, k = 1..3) к следующему

виду:

c11(t) = C · t+ C3 c12(t) = C4 c23(t) = C9

c21(t) = C6 · t+ C8 c13(t) = C5 c32(t) = −C5

c31(t) = C10 · t+ C11 c22(t) = −C4 c33(t) = −C9

C,C3, C4, C5, C6, C8, C9, C10, C11 ∈ R1.
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Окончательно, имеем представление для функции a(x) :

a(x) = (−C,−C6,−C10)(x
1, x2, x3) +D,

и для вектор-функции c(t, x) :

c(t, x) =


C

C6

C10

 t+


C4x

2 + C5x
3 + C3

−C4x
1 + C9x

3 + C8

−C5x
1 − C9x

2 + C11

 .

Итак, получено следующее решение системы (3.8) (здесь за вновь вве-

денными векторными и скалярными константами сохранены обозначения,

использованные выше для иных величин):

a(x) = Cx+ C1, C ∈ R3, C1 ∈ R1

b(x) = C2, C2 ∈ R1

c(t, x) = −Ct+ C3 + [C4 × x], C3, C4 ∈ R3

Возвращаясь к начальным обозначениям, получим (3.2). Теорема дока-

зана. 2

3.2. Физический смысл найденного решения

Для обсуждения физического смысла найденного общего вида локаль-

ных максвеллианов в модели Бриана-Пиддака, сначала преобразуем выра-

жение (3.1).

Подставим найденные коэффициенты (3.2) в выражение (3.3) и преоб-

разуем:

ln f

= Cx+ C1 + C2(V
2 + Iω2) + V (−Ct+ C3 + [C4 × x])

= Cx+ C1 + C2

(
V − Ct− C3 + [x× C4]

2C2

)2

−(Ct− C3 + [x× C4])
2

4C2
+ IC2ω

2
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= Cx+ C1 −
(Ct− C3 + [x× C4])

2

4C2

+C2

((
V − Ct− C3 + [x× C4]

2C2

)2

+ Iω2

)
.

Сначала рассмотрим случай, когда C4 6= 0 .

Выразив отсюда функцию f и подобрав константы C,Ck(k = 1..4)

следующим образом (подобно тому, как это было сделано в [76] в случае

модели твердых сфер)

C = 2β[ω × u0]− 2βṼ ; C1 = ln

(
ρ0I

3/2

(
β

π

)3
)

;

C2 = −β; C3 = −2β[ω × x0] + 2βṼ ; C4 = 2βω,

имеем:

f(t, V, x, ω) = ρ0I
3/2eβ([ω×(x−x0−u0t)]2−2W̃||x)

(
β

π

)3

×e−β
(
(V−V̂||(t)−[ω×(x−x0−u0t)])

2
+Iω2

)
(3.19)

где ρ0 – плотность газа, ω – угловая скорость потока газа в целом;

V (t, x) – массовая скорость, имеющая вид:

V (t, x) = V̂||(t) + [ω × (x− x0 − u0t)]; (3.20)

x0, x0 – точки, через которые проходят оси скорости и плотности соот-

ветственно, в момент времени t = 0 :

x0 =
1

ω2

[
ω × Ṽ

]
, x0 =

1

ω2

[
ω × (Ṽ − u0)

]
(3.21)

u0 – произвольный вектор, перпендикулярный к ω (поступательная

скорость этих осей);

β – обратная температура газа, определяющаяся следующим образом:

β =
1

2T
; (3.22)

V̂||(t) = Ṽ||+ W̃||t – составляющая вектора V̂ (t) = Ṽ + W̃ t, параллель-

ная ω, где Ṽ , W̃ ∈ R3 – произвольные постоянные векторы.
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Во-первых, следует отметить, что температура газа из шероховатых

сфер не зависит от времени, а в работе [76] показано, что для модели

твердых сфер такая зависимость существует и имеет вполне конкретный

вид.

Во-вторых, показатель экспоненты в выражении для плотности квад-

ратично зависит от перпендикулярной, по отношению к ω, составляю-

щей вектора x , и лишь линейно − от параллельной его составляю-

щей (в отличии от модели твердых сфер − [76], где присутствует еще

слагаемое, пропорциональное x2 ). Далее, в массовой скорости отсуству-

ет член, пропорциональный tx , т.е. теперь невозможны движения типа

разогрев−остывание и расширение− сжатие (подробнее такие движения

в случае модели твердых сфер также описаны в [76]).

Отметим, что полученное выражение (3.19) при W̃ = 0 является ана-

логом смерча (в верности этого утверждения можно убедиться и непосред-

ственно, подставив его в систему (2.7)).

Теперь исследуем случай C4 ≡ 0. Имеем:

ln f

= Cx+ C1 −
(Ct− C3)

2

4C2
+ C2

((
V − Ct− C3

2C2

)2

+ Iω2

)
.

Подберем коэффициенты Ck, k = 1..4 следующим образом:

C = 2uβ;

C1 = ln

(
ρ0I

3/2

(
β

π

)3
)

;

C2 = −β;

C3 = 2βV̂ ,
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тогда получаем:

f(t, V, x, ω)

= ρ0I
3/2eβ((V̂−ut)2+2ux])

(
β

π

)3

e
−β
(
(V−V̂+ut)

2
+Iω2

)
(3.23)

Выражение (3.23) описывает движение типа ускорение−уплотнение,

т.е. ω = 0 , а u 6= 0 (подробнее о таком движении в случае модели твердых

сфер сказано в работе [94]).

Также следует отметить, что ”винт” (т.е. ”стационарный смерч” или

”спираль” − терминология [75]) в газе из шероховатых сфер теперь вы-

глядит следующим образом:

f(V, x, ω)

= ρ0I
3/2eβ[ω×(x−x0)]2

(
β

π

)3

e
−β
(
(V−Ṽ−[ω×(x−x0)])

2
+Iω2

)
.

3.3. Неточность в формуле, описывающей общий вид максвеллианов

для модели Бриана-Пиддака

Ранее в тексте диссертации сообщалось, что выражение (2.8) содержит

лишний член, но строго это не было доказано.

Лемма 3.1. Функция f из выражения (2.8) не удовлетворяет системе

уравнений (2.7).

Доказательство. Выражение (2.8) может быть преобразовано к следу-

ющему виду:

f = ρ0I
3/2

(
β

π

)3

eβ[ω×(x−x0)]2e
−β
(
(V−V̂||−[ω×(x−x0)])

2
+I(ω−ω)2

)
. (3.24)

Поскольку V̂||||ω , правая часть выражения (3.24) может быть записана так:

ρ0I
3/2

(
β

π

)3

eβ[ω×(x−x0)]2e−β((V−V̂||−[ω×(x−x0)])2+I(ω−ω)2)
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= ρ0I
3/2

(
β

π

)3

eβ[ω×(x−x0)]2e−β(V−V̂||)
2

×e2β(V−V̂||,[ω×(x−x0)])−β[ω×(x−x0)]2−βI(ω−ω)2

= ρ0I
3/2

(
β

π

)3

e−β(V−V̂||)
2
+2β(V−V̂||,[ω×(x−x0)])−βI(ω−ω)2. (3.25)

Подставим теперь полученное представление (3.25) в уравне-

ния (2.1)− (2.3).

Производная по t попросту равна нулю (нет зависимости от времени),

а градиент по x таков:

ρ0I
3/2

(
β

π

)3

e−β(V−V̂||)
2
+2β(V−V̂||,[ω×(x−x0)])−βI(ω−ω)2 · 2β[V × ω]

т.е.

ρ0 · 2βI3/2

(
β

π

)3

e−β(V−V̂||)
2
+2β(V−V̂||,[ω×(x−x0)])−βI(ω−ω)2 · (V, [V × ω]) = 0,

значит:

D(f) = 0.

Для того, чтобы Q(f, f) также равнялось нулю, необходимо и доста-

точно, чтобы выполнялось следующее равенство [7] (см. также [9, 13]):

f(V ∗1 , x, ω
∗
1)f(V ∗, x, ω∗)− f(V, x, ω)f(V1, x, ω1) = 0. (3.26)

Проверим выполнение равенства (3.26). Разделив его на коэффициент(
ρ0I

3/2
(
β
π

)3
)2

(ненулевой из физических соображений), и приравняв со-

ответствующие аргументы экспонент, получим, что оно сводится к следу-

ющему соотношению:

−β(V ∗ − V̂||)2 − Iβ(ω∗ − ω)2 + 2β(V ∗, [ω × (x− x0)])− β(V ∗1 − V̂||)2

−Iβ(ω∗1 − ω)2 + 2β(V ∗1 , [ω × (x− x0)]) + β(V − V̂||)2 + Iβ(ω − ω)2

−2β(V, [ω × (x− x0)]) + β(V1 − V̂||)2 + Iβ(ω1 − ω)2

−2β(V1, [ω × (x− x0)]) = 0.
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Сократим его на (−β) 6= 0 и далее упростим, используя следущие законы

механики:

закон сохранения импульса:

V + V1 = V ∗ + V ∗1

и закон сохранения суммарной энергии:

V 2 + Iω2 + V 2
1 + Iω2

1 = (V ∗)2 + I(ω∗)2 + (V ∗1 )2 + I(ω∗1)2

(их справедливость ясна как из физических соображений, так и соотноше-

ний (2.6), из которых они могут быть проверены формально).

Именно,

(V ∗ − V̂||)2 + I(ω∗ − ω)2 − 2(V ∗, [ω × (x− x0)]) + (V ∗1 − V̂||)2

+I(ω∗1 − ω)2 − 2(V ∗1 , [ω × (x− x0)])− (V − V̂||)2 − I(ω − ω)2

+2(V, [ω × (x− x0)])− (V1 − V̂||)2 − I(ω1 − ω)2 + 2(V1, [ω × (x− x0)])

= (V ∗)2 − 2V ∗V̂||+ 6 V̂ 2
|| + I(ω∗)2 − 2I(ω∗, ω)+ 6 Iω2 + (V ∗1 )2 − 2V ∗1 V̂||

+ 6 V̂ 2
|| + I(ω∗1)2 − 2I(ω∗1, ω)+ 6 Iω2 − V 2 + 2V V̂||− 6 V̂ 2

|| − Iω2− 6 Iω2

+2I(ω, ω)− V 2
1 + 2V1V̂||− 6 V̂ 2

|| − Iω2
1 + 2I(ω1, ω)− 6 Iω2 + 2(V + V1

−V ∗ − V ∗1 , [ω × (x− x0)]) = (V ∗)2 + I(ω∗)2 + (V ∗1 )2 + I(ω∗1)2

−(V 2 + Iω2 + V 2
1 + Iω2

1) + 2(V + V1 − V ∗ − V ∗1 , [ω × (x− x0)])

+2I(ω + ω1 − ω∗ − ω∗1, ω) = 2I(ω + ω1 − ω∗ − ω∗1, ω) = 0.

Из формул (2.6) видно, что:

ω − ω∗ = ω1 − ω∗1,

значит последнее равенство еще упрощается:

4I(ω − ω∗, ω) = 0.

Однако, принимая во внимание, что ω− произвольный вектор из про-

странства R3 , получаем, что в общем случае это неверно, откуда

Q(f, f) 6= 0.
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Следовательно выражение (2.8) не является решением системы (2.7),

что и требовалось доказать. 2

3.4. Выводы к разделу

В разделе 3 впервые был найден общий вид локальных максвеллианов

для модели Бриана-Пиддака, а также выделены основные частные случаи

и приведен их физический смысл. Кроме этого, стоит отметить, что в ходе

исследований была обнаружена неточность в ранее предложеном представ-

лении для функции распределения, что подробно проверено в пункте 3.3.

данного раздела.
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РАЗДЕЛ 4

ПРИБЛИЖЕННЫЕ ЯВНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ

БРИАНА-ПИДДАКА

В этом разделе будут построены приближенные решения уравнения

Бриана-Пиддака (2.1)–(2.3) в виде бимодального распределения (2.9), а ве-

личиной отклонения левой части уравнения от правой будут выступать

невязки (2.10), (2.11) или (2.12). В роли максвеллианов Mi , которые вхо-

дят в бимодальное распределение (2.9), будем брать те или иные частные

случаи общего вида (3.19).

4.1. Взаимодействие смерчеобразных потоков для модели Бриана-

Пиддака

В этом пункте будут построены приближенные решения уравнения

Бриана-Пиддака с максвелловскими модами, описывающими смерчеоб-

разное движение газа. В качестве меры неточности решений используем

невязки (2.10), (2.11), и в случае каждой из этих невязок получим свои

коэффициентные функции ϕi(t, x).

4.1.1. Случай равномерно-интегрального отклонения

В пункте 3.2. кратко было сказано о смерче (потоке газа, описывающем

смерчеобразное движение газа), но явно вид не был указан, а лишь как

частный случай выражения (3.19).

Построим приближенное решение уравнения Бриана-Пиддака (2.1)–

(2.3) в виде (2.9), где ϕi = ϕi(t, x) – некоторые коэффициентные функции,

а максвеллианы Mi имеют следующий вид:

Mi = ρi

(
βi
π

)3

I3/2eβi[ωi ×(x−x0i−u0it)]2e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
, (4.1)
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где у разных потоков гидродинамические параметры различны.

Как известно, для интеграла столкновений (2.3) имеет место представ-

ление [9, 13]:

Q(f, g) = G(f, g)− fL(g), (4.2)

где G(f, g) называется прибыточным членом интеграла столкновений и

имеет вид:

G(f, g)

=
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)f(t, x, V ∗1 , ω

∗
1)g(t, x, V ∗, ω∗), (4.3)

а L(g) – затратный член вида:

L(g)

=
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)g(t, x, V1, ω1). (4.4)

Сформулируем и докажем лемму, которой будем пользоваться при до-

казательстве теорем.

Лемма 4.1. Для модели шероховатых сфер интеграл столкновений,

проинтегрированый по пространству линейных и угловых скоростей об-

нуляется, т.е. верно равенство:∫
R3

dV

∫
R3

dωQ (Mi,Mj) = 0, (i 6= j). (4.5)

Доказательство. Подставляя вместо функций f, g глобальные макс-

веллианы M2 и M1 соответственно в формулы (4.3), (4.4), после соответ-

ствующей замены переменной можно получить следующее равенство:

L(M1) =
d2

√
π
ρ1

∫
R3

∣∣∣∣V − V 1 −
w1√
β1

∣∣∣∣ e−w2
1dw1, (4.6)

а если проинтегрировать прибыточный член, то получим:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(Mi,Mj)

=
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

∫
R3

dudu1e
−u2−u21 ·

∣∣∣∣ u√
β1

+ V 1 −
u1√
β2

− V 2

∣∣∣∣ , (4.7)
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что и указано в статье [74].

Для проверки верности утверждения (4.5) в виду представления (4.2)

достаточно убедиться, что выполняется следующее равенство:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(Mi,Mj) =

∫
R3

dV

∫
R3

dωMiL(Mj). (4.8)

Т.о. имеем следующее:∫
R3

∫
R3

dV dωM2L(M1)

=

∫
R3

∫
R3

dV dωρ2I
3/2

(
β2

π

)3

e
−β2

(
(V−V 2)

2
+Iω2

)

× d2

√
π
ρ1

∫
R3

∣∣∣∣V − V 1 −
w1√
β1

∣∣∣∣ e−w2
1dw1

=
d2ρ1ρ2√

π
I3/2

(
β2

π

)3 ∫
R3

dV

∫
R3

e−β2(V−V 2)
2
∣∣∣∣V − V 1 −

w1√
β1

∣∣∣∣ e−w2
1dw1

×
∫
R3

e−β2Iω
2

dω.

Для вычисления последнего интеграла сделаем замену:√
β2Iω = s,

якобиан которой имеет вид:

J =

(
1

β2I

)3/2

,

после которой этот интеграл сводится к трехкратному интегралу Эйлера-

Пуассона, и получаем: ∫
R3

e−β2Iω
2

dω =

(
π

β2I

)3/2

. (4.9)

Далее имеем: ∫
R3

∫
R3

dV dωM2L(M1)

=
d2ρ1ρ2

β
3/2
2

√
π

(
β2

π

)3

π3/2

∫
R3

dV

∫
R3

e−β2(V−V 2)
2
−w2

1

∣∣∣∣V − V 1 −
w1√
β1

∣∣∣∣ dw1.
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Сделаем тут еще одну замену переменных:

V = u√
β2

+ V 2, w1 = u1, (4.10)

якобиан которой таков:

J =
1

β
3/2
2

.

Таким образом, учитывая замену переменных (4.10), получаем:∫
R3

∫
R3

dV dωM2L(M1)

=
d2ρ1ρ2

π2
β

3/2
2

1

β
3/2
2

∫
R3

du

∫
R3

du1e
−u2−u21

∣∣∣∣ u1√
β2

+ V 2 − V 1 −
u√
β1

∣∣∣∣
=
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

∫
R3

dudu1e
−u2−u21

∣∣∣∣ u√
β1

+ V 1 −
u1√
β2

− V 2

∣∣∣∣
=

∫
R3

∫
R3

dV dωG(M1,M2).

Следовательно, утверждение (4.5) доказано. 2

Далее сформулируем и подробно докажем несколько теорем относи-

тельно приближенных решений (2.9) уравнения Бриана-Пиддака (2.1)–(2.3)

с максвелловскими модами (4.1), используя равномерно-интегральную

невязку (2.10).

Теорема 4.1. Пусть для функций ϕi имеет место представление:

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−βiω
2
i r

2
i , (4.11)

и для любых (t, x) ∈ R4 следующие функции ограничены:

ψi,
∂ψi
∂t

,

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ , ψi |ω0i × (x− u0it)| ,∣∣∣∣∂ψi∂x
[ω0i × (x− u0it)]

∣∣∣∣ (4.12)

при этом:

r2
i =

1

ω2
i

[ωi × (x− x0i − u0it)]
2, (4.13)
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x0i =
1

ω2
i

[
ωi × (V̂i − u0i)

]
. (4.14)

Также пусть

ωi = ω0iβ
−mi

i , (4.15)

где mi ≥ 1
2 , а ω0i – произвольный фиксированный вектор из R3 .

Тогда существует такая величина ∆
′
, что:

∆ ≤ ∆
′
, (4.16)

причем:

1) если

mi >
1

2
, (4.17)

то выполняется неравенство:

lim
βi→+∞

∆
′

≤
2∑
i=1

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2). (4.18)

2) если

mi =
1

2
, (4.19)

то вместо неравенства (4.18) будем иметь:

lim
βi→+∞

∆
′

≤
2∑
i=1

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2)

+
4√
π

2∑
i=1

ρi

∣∣∣ω0i ×
(
V̂i − u0i

)∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψi. (4.20)
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Доказательство. Для получения неравенства (4.16) сначала оценим

модуль разности левой и правой частей уравнения (2.1), имея их пред-

ставления (2.2) и (2.3), подставляя в них исследуемую функцию (2.9). При

вычислении оператора D(f) воспользуемся тем, что Mi представляют со-

бой точные решения уравнения Бриана-Пиддака.

Итак, левая часть уравнения (2.1) примет вид:

D(f)

= M1D(ϕ1) + ϕ1D(M1) +M2D(ϕ2) + ϕ2D(M2)

= M1

(
∂ϕ1

∂t
+ V

∂ϕ1

∂x

)
+M2

(
∂ϕ2

∂t
+ V

∂ϕ2

∂x

)
, (4.21)

а интеграл столкновений преобразуется следующим образом:

Q(f, f)

=
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)[

(ϕ1M1(V
∗

1 , ω
∗
1) + ϕ2M2(V

∗
1 , ω

∗
1)) · (ϕ1M1(V

∗, ω∗) + ϕ2M2(V
∗, ω∗))−

(ϕ1M1(V1, ω1) + ϕ2M2(V1, ω1)) · (ϕ1M1(V, ω) + ϕ2M2(V, ω))
]

=
d2

2
ϕ1ϕ2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)

[
M1(V

∗
1 , ω

∗
1)M2(V

∗, ω∗)

+M2(V
∗

1 , ω
∗
1)M1(V

∗, ω∗)−M1(V1, ω1)M2(V, ω)−M2(V1, ω1)M1(V, ω)
]
,

т.е. для бимодального распределения f (2.9) интеграл столкнове-

ний Q(f, f) может быть представлен следующим соотношением:

Q(f, f) = ϕ1ϕ2

(
Q(M1,M2) +Q(M2,M1)

)
. (4.22)

Для удобства дальнейших вычислений максвеллианы преобразуем к

виду:

Mi = eβiω
2
i r

2
i M̃i. (4.23)

Теперь, имея вид выражений (2.2), (2.3) для функции (2.9) и обозначе-

ние (4.23), а также представление для интеграла столкновений (4.2) про-
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должим ранее начатую оценку:

|D(f)−Q(f, f)|

=

∣∣∣∣∣
2∑
i=1

D(ϕi)e
βiω

2
i r

2
i M̃i − ϕ1ϕ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

(
Q
(
M̃1, M̃2

)
+Q

(
M̃2, M̃1

))∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
2∑
i=1

D(ϕi)e
βiω

2
i r

2
i M̃i − ϕ1ϕ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

(
G
(
M̃1, M̃2

)
− M̃1L

(
M̃2

)
+G

(
M̃2, M̃1

)
− M̃2L

(
M̃1

))∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
2∑
i=1

D(ϕi)e
βiω

2
i r

2
i M̃i + ϕ1ϕ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

(
M̃1L

(
M̃2

)
+ M̃2L

(
M̃1

))∣∣∣∣∣
+ϕ1ϕ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

(
G
(
M̃1, M̃2

)
+G

(
M̃2, M̃1

))
.

Проинтегрируем полученную оценку по всему пространству линейных

и угловых скоростей, и воспользуемся равенством (4.8)∫
R3

dV

∫
R3

dω |D(f)−Q(f, f)|

≤
2∑

i,j=1
i6=j

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(ϕi)e

βiω
2
i r

2
i + ϕiϕje

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2L(Mj)

∣∣∣Mi

+ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

∫
R3

dV

∫
R3

dω
(
G
(
M̃1, M̃2

)
+G

(
M̃2, M̃1

))
=

2∑
i,j=1
i 6=j

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(ϕi) + ϕiϕje

βjω
2
jr

2
jL(Mj)

∣∣∣ eβiω2
i r

2
iMi

+2ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG
(
M̃1, M̃2

)
≤

2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(ϕi)|eβiω
2
i r

2
i M̃i + 4ϕ1ϕ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

×
∫
R3

dV

∫
R3

dωG
(
M̃1, M̃2

)
=

2∑
i=1

ρi

(
βi
π

)3/2

eβiω
2
i r

2
i

∫
R3

dV |D(ϕi)|

×e−βi(V−V i)2 + 4ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

∫
R3

∫
R3

dV dωG
(
M̃1, M̃2

)
.
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Вычислим D(ϕi) , учитывая условие (4.11):
∂ϕi
∂t

=
∂ψi
∂t

e−βiω
2
i r

2
i + ψie

−βiω2
i r

2
i
∂

∂t

(
− βiω2

i r
2
i

)
. (4.24)

Из выражения (4.1) и, принимая во внимание, что:

ωi ⊥ u0i, (4.25)

получаем:
∂

∂t

(
− βiω2

i r
2
i

)
= −βi

∂

∂t

(
[ωi × (x− x0i − u0it)]

2
)

= 2βi

(
[ωi × (x− x0i − u0it)]× ωi, u0i

)
= 2βi (x− x0i − u0it, u0i)ω

2
i − 2βi(ωi, u0i)(ωi, x− x0i − u0it)

= 2βi(x, u0i)ω
2
i − 2βiu

2
0iω

2
i t− 2βi

(
ωi ×

(
V̂i − u0i

)
, u0i

)
= 2βiω

2
i (x, u0i)− 2βiu

2
0iω

2
i t− 2βi

(
ωi × V̂i, u0i

)
. (4.26)

Далее найдем слагаемое
(
V, ∂ϕi∂x

)
, зная условие (4.25) и принимая во

внимание, что:

ωi ⊥
[
ωi ×

(
V̂i − u0i

)]
,

имеем: (
V,

∂

∂x

(
− βiω2

i r
2
i

))
= −2βi

(
V, [ωi × (x− x0i − u0it)]× ωi

)
= −2βi (V, x− x0i − u0it)ω

2
i + 2βi(V, ωi)(ωi, x− x0i − u0it)

= −2βi (V, x− x0i − u0it)ω
2
i + 2βi(V, ωi)(ωi, x). (4.27)

Подставим полученные результаты в имеющуюся оценку:∫
R3

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dV dω

≤
2∑
i=1

ρi

(
βi
π

)3/2

eβiω
2
i r

2
i

∫
R3

|D(ϕi)| e−βi(V−V i)
2

dV

+4ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω
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=
2∑
i=1

ρi

(
βi
π

)3/2 ∫
R3

∣∣∣D(ϕi) + 2βiψi

(
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t

−
(
ωi × V̂i, u0i

)
− (V, x− x0i − u0it)ω

2
i + (V, ωi)(ωi, x)

)∣∣∣ e−βi(V−V i)2dV
+4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω

=
2∑
i=1

ρi

(
βi
π

)3/2 ∫
R3

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V

∂ψi
∂x

+ 2βiψi

(
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t

−
(
ωi × V̂i, u0i

)
−
(
V, x− u0it

)
ω2
i +

(
V, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
+ (V, ωi)(ωi, x)

)∣∣∣ e−βi(V−V i)2dV + 4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω.

Теперь сделаем замену переменных в интеграле, входящем в последнюю

сумму:

V =
p√
βi

+ V i,

якобиан которой, очевидно, составляет:

J = β
−3/2
i .

Итак, получаем: ∫
R3

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dV dω

≤
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
1√
βi
p+ V i

)
∂ψi
∂x

+2βiψi

(
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t−

(
ωi × V̂i, u0i

)
−
(

1√
βi
p+ V i, x− u0it

)
ω2
i +

(
1√
βi
p+ V i, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
+

(
1√
βi
p+ V i, ωi

)
(ωi, x)

)∣∣∣∣ e−p2dp+ 4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω

=
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
1√
βi
p+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

(
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t

−
(
ωi × V̂i, u0i

)
−
(

1√
βi
p+ V̂i, x− u0it

)
ω2
i +

(
1√
βi
p, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
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+
(
ωi × V̂i, u0i

)
+
(
ωi × x, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
−
(
ωi × u0i, ωi × V̂i

)
t

+ ω2
iu

2
0it+

(
1√
βi
p+ V i, ωi

)
(ωi, x)

)∣∣∣∣ e−p2dp
+4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω.

Для дальнейших преобразований используем следующую формулу из

векторной алгебры, справедливую для четырех произвольных векто-

ров a, b, c, d из R3 :(
[a, b], [c, d]

)
= (a, c)(b, d)− (a, d)(b, c). (4.28)

Тогда: ∫
R3

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dV dω

≤
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
1√
βi
p+ V i

)
∂ψi
∂x

+2βiψi

(
ω2
i (x, u0i)−

(
1√
βi
p, x− u0it

)
ω2
i

−ω2
i

(
V̂i, x− u0it

)
+

(
1√
βi
p, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
+ ω2

i

(
x, V̂i − u0i

)
−
(
ωi ×

(
V̂i − u0i

))
(ωi, x)− ω2

i

(
u0i, V̂i

)
t+
(
ωi, V̂i

)
(ωi, u0i)t

+

(
1√
βi
p, ωi

)
(ωi, x) +

(
V̂i, ωi

)
(ωi, x)

)∣∣∣∣ e−p2dp
+4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω

=
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
1√
βi
p+ V i

)
∂ψi
∂x

+2βiψi

(
−
(

1√
βi
p, x− u0it

)
ω2
i

+

(
1√
βi
p, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
+

(
1√
βi
p, ωi

)
(ωi, x)

)∣∣∣∣ e−p2dp
+4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω.
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Теперь, воспользовавшись предположением (4.15), имеем:∫
R3

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dV dω

≤
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
1√
βi
p+ V i

)
∂ψi
∂x

+2βiψi

(
−
(

1√
βi
p, x− u0it

)
β−2miω2

0i

+ β−mi

(
1√
βi
p, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
+ β−2mi

(
1√
βi
p, ωi

)
(ωi, x)

)∣∣∣∣ e−p2dp
+4ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω.

В последнем неравенстве возьмем супремум от обеих частей, а затем

сделаем оценку (4.16):

∆

= sup
(t,x)∈R4

∫
R3

∫
R3

dvdω|D(f)−Q(f, f)|

≤
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
1√
βi
p+ V i

)
∂ψi
∂x

+2βiψi

(
−
(

1√
βi
p, x− u0it

)
β−2miω2

0i

+ β−mi

(
1√
βi
p, ωi ×

(
V̂i − u0i

))
+ β−2mi

(
1√
βi
p, ωi

)
(ωi, x)

)∣∣∣∣ e−p2dp
+4 sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω.

Воспользовавшись доказанным в приложении к статье [74] равенством,

имеем, что:

sup
(t,x)∈R4

ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

G
(
M̃1, M̃2

)
dV dω

=
d2ρ1ρ2

π2
sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2

∫
R3

∫
R3

dudu1e
−u2−u21

∣∣∣∣ uβ1
+ V 1 −

u1

β2
− V 2

∣∣∣∣ .
Теперь необходимо сделать предельный переход в полученой оценке,

для обоснования возможности которого воспользуемся доказанной в ста-

тье [74] леммой, причем рассмотрим поочередно два случая (4.17) и (4.19).
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1) итак, если выполнено неравенство (4.17), то:

lim
βi→+∞

∆
′

≤
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e−p2dp
+4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψ1ψ2

=
2∑
i=1

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣+ 4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψ1ψ2.

и, таким образом, неравенство (4.18) выполняется.

2) если имеет место равенство (4.19), то получаем:

lim
βi→+∞

∆
′

≤
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

+ 2ψi

(
p, ω0i ×

(
V̂i − u0i

))∣∣∣ e−p2dp
+4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψ1ψ2

≤
2∑
i=1

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣+ 4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψ1ψ2

+2
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

∣∣∣(p, ω0i ×
(
V̂i − u0i

))∣∣∣ e−p2dp sup
(t,x)∈R4

ψi

≤
2∑
i=1

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣+ 4πd2ρ1ρ2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψ1ψ2

+

∫
R3

|p|e−p2dp · 2
2∑
i=1

ρi
π3/2

∣∣∣(ω0i ×
(
V̂i − u0i

))∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψi.

Последний интеграл можно легко вычислить, переходя к сферической си-

стеме координат: ∫
R3

|p|e−p2dp = 2π.

Значит, в случае (4.19) справедливо следующее неравенство:

lim
βi→+∞

∆
′
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≤
2∑
i=1

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣+ 4πd2ρ1ρ2

×
∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2) +
4√
π

2∑
i=1

ρi

∣∣∣ω0i ×
(
V̂i − u0i

)∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

ψi,

что и доказывает верность оценки (4.20). 2

Теорема 4.2. Пусть остается в силе представление (4.15), но вме-

сто (4.11) предположим, что:[
ω0i ×

(
V̂i − u0i

)]
= 0, (4.29)

а также ограничены следующие функции:

ϕie
βiω

2
i r

2
i ,

∂ϕi
∂t

eβiω
2
i r

2
i ,

∣∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣∣eβiω2
i r

2
i , ϕi

∣∣∣ω0i × (x− u0it)
∣∣∣eβiω2

i r
2
i ,∣∣∣∣∂ϕi∂x

[
ω0i × (x− u0it)

]∣∣∣∣ eβiω2
i r

2
i . (4.30)

Тогда, как и в первой теореме, имеет место оценка (4.16), при этом:

lim
βi→+∞

∆
′

=
2∑

i,j=1
i6=j

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣(∂ϕi∂t
+ V̂i

∂ϕi
∂x

)
µi(t, x)+

+ϕ1ϕ2µ1(t, x)µ2(t, x)πd2ρj

∣∣∣V̂i − V̂j∣∣∣∣∣∣+
+2ρ1ρ2πd

2
∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

[
µ1(t, x)µ2(t, x)ϕ1ϕ2

]
, (4.31)

где:

1) µi(t, x) = exp

{[
ω0i × (x− u0it)

]2
}

, если mi = 1
2 ;

2) µi(t, x) = 1, если mi >
1
2 .
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Доказательство. Как показано при доказательстве Теоремы 4.1:∫
R3

dV

∫
R3

dω |D(f)−Q(f, f)|

≤
2∑
i=1

ρi

(
βi
π

)3/2

eβiω
2
i r

2
i ·
∫
R3

dV |D(ϕi)| e−βi(V−V̂i)
2

+4ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

∫
R3

∫
R3

dV dωG
(
M̃1; M̃2

)
.

Теперь сделаем такую же замену переменных, как и при доказательстве

предыдущей теоремы, в интеграле первых двух слагаемых и продолжим

ранее начатую оценку:

2∑
i=1

ρi

(
βi
π

)3/2

eβiω
2
i r

2
i

1

β
3/2
i

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
1√
βi
p+ V̂i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+4ϕ1ϕ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

∫
R3

∫
R3

dV dωG
(
M̃1; M̃2

)
,

вспоминая обозначение (4.13) и учитывая условие теоремы (4.29), получа-

ем что:

βiω
2
i r

2
i = βi [ωi × (x− u0it)]

2 .

Благодаря наложенным условиям об ограниченности функций(4.30)

можем перейти к супремуму. Таким образом, имеем:

∆

≤
2∑
i=1

ρi
1

π3/2
sup

(t,x)∈R4

eβiω
2
i r

2
i

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
1√
βi
p+ V̂i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+4 sup

(t,x)∈R4

(
ϕ1ϕ2e

β1[ω1×(x−u01t)]2eβ2[ω2×(x−u02t)]2
)

× sup
(t,x)∈R4

∫
R3

∫
R3

dV dωG
(
M̃1; M̃2

)
.

Вновь воспользовавшись приложением к статье [74] и вспоминая усло-

вие (4.15), получаем:

∆
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≤
2∑
i=1

ρiπ
−3/2 sup

(t,x)∈R4

eβ
1−2mi
i [ω0i×(x−u0it)]2

×
∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
1√
βi
p+ V̂i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+4 sup

(t,x)∈R4

(
ϕ1ϕ2e

β
1−2m1
1 [ω01×(x−u01t)]2+β

1−2m2
2 [ω02×(x−u02t)]2

)
×d

2ρ1ρ2

π2

∫
R3

∫
R3

dudu1e
−u2−u21

∣∣∣∣ uβ1
+ V̂1 −

u1

β2
− V̂2

∣∣∣∣ .
Осуществив предельный переход под знаком неравенства,

когда βi → +∞ , получаем:

lim
βi→+∞

∆
′

=
2∑
i=1

sup
(t,x)∈R4

ρi

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V̂i

∂ϕi
∂x

∣∣∣∣
× lim

βi→+∞
eβ

1−2mi
i [ω0i×(x−u0it)]2 + 4

d2ρ1ρ2

π2

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ π3

× lim
βi→+∞

sup
(t,x)∈R4

(
ϕ1ϕ2e

β
1−2m1
1 [ω01×(x−u01t)]2 eβ

1−2m2
2 [ω02×(x−u02t)]2

)
.

В случае mi = 1
2 в точности имеем (4.31), где:

µi(t, x) = exp
{

[ω0i × (x− u0it)]
2
}
,

а если mi >
1
2 , то получаем это же самое выражение при

µi(t, x) = 1,

что и доказывает утверждение Теоремы 4.2. 2

Доказаные теоремы позволяют сформулировать в виде следствий из

них условия, достаточные для бесконечной малости невязки (2.10).

Следствие 4.1. Пусть выполнены условия Теоремы 4.1. В слу-

чае (4.17) предположим, что; ψi = Ci

(
x− V̂it

)
− произвольные неотрица-

тельные непрерывно-дифференцируемые функции и V̂1 = V̂2. Тогда имеет

место следующее утверждение:

∀ε > 0, ∃β0 : ∀βi > β0, ∆ < ε. (4.32)
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При выполнении равенства (4.19) для справедливости утверждения (4.32)

необходимо также наложить условие (4.29).

Справедливость этого следствия очевидным образом вытекает из нера-

венств (4.18), (4.20), учитывая, что функции ψi обращают в нуль первое

слагаемое, а дополнительные условия относительно скоростей V̂i, ω0i и u0i

обнуляют оставшиеся слагаемые.

Следствие 4.2. Если выполнены условия Теоремы 4.2 (функции ϕi

в точности совпадают с функциями ψi из Следствия 4.1) и также

остается верным равенство V̂1 = V̂2 , то по-прежнему выполняется

утверждение (4.32).

Доказательство этого следствия следует из равенства (4.31), где первое

слагаемое обнулится из-за вида функции ϕi, а второе и третье – ввиду

условия совпадения скоростей V̂i.

Замечание 4.1. Таким образом, при достаточно низких температурах

потоков и замедлении их вращения, а также при совпадении линейных ско-

ростей бимодальное распределение (2.9) удовлетворяет уравнению Больц-

мана со сколь угодно высокой степенью точности (в смысле минимизации

невязки (2.10)).

4.1.2. Чисто-интегральное отклонение

По-прежнему будем рассматривать бимодальное распределение (2.9),

где искомые функции ϕi = ϕi(t, x) . Максвеллианы Mi также описывают

смерчеобразное движение, только несколько преобразуем их вид:

Mi = ρi

(
βi
π

)3

I3/2e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
, (4.33)

где плотность газа такова:

ρi = ρ0ie
βiω

2
i r

2
i , (4.34)
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множитель r2
i имеет все то же представление (4.13).

Далее будут приведены теоремы относительно приближенных решений

типа (2.9) с максвелловскими модами (4.33), но за отклонение между ча-

стями уравнения (2.1) возьмём теперь чисто-интегральную невязку (2.11).

Теорема 4.3. Пусть выполняются условия (4.15) с такими же значени-

ями коэффициента mi как и в Теореме 4.1 и условие (4.29) Теоремы 4.2.

Пусть функции ϕi в распределении (2.9) не зависят от βi и такие, что

выражения:

ϕie
βiω

2
i r

2
i ;

∂ϕi
∂t

eβiω
2
i r

2
i ;

∣∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣∣eβiω2
i r

2
i ; ϕi

∣∣∣[ω0i × (x− u0it)]
∣∣∣eβiω2

i r
2
i ;∣∣∣∣∂ϕi∂x

[
ω0i × (x− u0it)

]∣∣∣∣ eβiω2
i r

2
i (4.35)

принадлежат пространству L1(R
4) при всех положительных βi.

Тогда существует такая величина ∆
′

1, что выполняется неравенство:

∆1 6 ∆
′

1, (4.36)

причем:

1) Если верно (4.19), то:

lim
βi→+∞

∆
′

1

=
2∑
i=1

ρ0i

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V̂i

∂ϕi
∂x

∣∣∣∣µi(t, x)

+4d2ρ01ρ02π
∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ ∫
R1

dt

∫
R3

dxϕ1ϕ2µ1(t, x)µ2(t, x), (4.37)

где

µi(t, x) = exp{[ω0i × (x− u0it)]
2}; (4.38)

2) В случае (4.17) выполняется (4.37) при:

µi(t, x) = 1. (4.39)
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Доказательство. Воспользумся полученными представлениями для

левой D(f) и правой части Q(f, f) при доказательстве Теоремы 4.1 выра-

жениями (4.21), (4.22) для оценки модуля разности частей уравнения (2.1):

|D(f)−Q(f, f)|

= |M1D(ϕ1) +M2D(ϕ2)− ϕ1ϕ2 (Q(M1,M2) +Q(M2,M1))

= |M1D(ϕ1) +M2D(ϕ2)− ϕ1ϕ2 [G(M1,M2)−M1L(M2)

+G(M2,M1)−M2L(M1)]|

6M1|D(ϕ1)|+M2|D(ϕ2)|

+ϕ1ϕ2 (G(M1,M2) +G(M2,M1) +M1L(M2) +M2L(M1)) ,

т.е. в итоге получаем:

|D(f)−Q(f, f)|

6M1(|D(ϕ1)|+ ϕ1ϕ2L(M2)) +M2(|D(ϕ2)|+ ϕ1ϕ2L(M1))

+ϕ1ϕ2(G(M1,M2) +G(M2,M1)). (4.40)

Далее проинтегрируем найденную оценку (4.40) по всему пространству

линейных и угловых скоростей:∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑

i,j=1
i6=j

∫
R3

dV

∫
R3

dωMi(|D(ϕi)|+ ϕiϕjL(Mj))

+2ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2)

=
2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(ϕi)|Mi + 4ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2). (4.41)

Применяя формулу (4.7) и выражение для максвеллиана (4.33), а также
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представление (2.2), имеем:∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V

∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρi(βiπ
)3

I3/2e−βi((V−V i)2+Iω2)

+4ϕ1ϕ2
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (4.42)

Используя вычисленный интеграл (4.9) только с заменой параметра β2

на βi продолжим ранее полученную оценку (4.42):∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V

∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρi(βiπ
)3/2

e−βi(V−V i)
2

+4ϕ1ϕ2
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ ,
а, делая замену переменных

βi(V − V i)
2 = p2,

получаем следующее неравенство:∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
V i +

p√
βi

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρi · 1

π3/2
e−p

2

+4ϕ1ϕ2
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Теперь подставляя выражение для плотности газа ρi из формулы (4.34),

имеем: ∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρ0ie
βiω

2
i r

2
i

π3/2
e−p

2

+4ϕ1ϕ2
d2ρ01ρ02e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

π2
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×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Благодаря условию ограниченности (4.35) и, принимая во внимание

вид массовой скорости газа (3.20) можно проинтегрировать последнее

неравенство по пространственной координате x , а далее – по времени t .

Будем иметь следующую оценку для величины ∆1 :

∆1

6
∫
R1

dt

∫
R3

dx
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρ0ie
βiω

2
i r

2
i

π3/2
e−p

2

+

∫
R1

dt

∫
R3

dx4ϕ1ϕ2
d2ρ01ρ02e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (4.43)

Теперь, вспоминая выражения для r2
i и x0i , представленные в форму-

лах (4.13), (4.14) и, учитывая условия (4.15), (4.29) получаем следующее

представление для оценки величины ∆1 :

∆1

6
∫
R1

dt

∫
R3

dx

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣
×ρ0ie

βi[ω0iβ
−mi
i ×(x−u0it)]

2

e−p
2

π3/2

+

∫
R1

dt

∫
R3

dx
4ϕ1ϕ2d

2ρ01ρ02

π2
eβ1[ω01β

−m1
1 ×(x−u01t)]

2
+β2[ω02β

−m2
2 ×(x−u02t)]

2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (4.44)

Таким образом, мы видим, что:

eβiω
2
i r

2
i = eβ

1−2mi
i [ω0i×(x−u0it)]2,

следовательно, справедливо равенство:

lim
βi→+∞

eβiω
2
i r

2
i =

 e[ω0i×(x−u0it)]2, mi = 1
2 ;

1, mi >
1
2 .

= µi(t, x). (4.45)
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Выполним предельный переход в неравенстве (4.44) при βi → +∞, а

в правой части того же неравенства сделаем переход к пределу под знаком

интеграла. Это возможно ввиду предположения (4.35) и равномерной отно-

сительно βi сходимости всех, входящих в неравенство (4.44), интегралов

на произвольной окрестности, благодаря присутствию быстроубывающих

по переменным q и q1 экспонент. Таким образом, получаем:

lim
βi→+∞

∆
′

1

=

∫
R1

dt

∫
R3

dx
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V̂i

∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρ0iµi(t, x)

π3/2
e−p

2

+4

∫
R1

dt

∫
R3

dx
ϕ1ϕ2d

2ρ01ρ02

π2
µ1(t, x)µ2(t, x)

∫
R3

dq

∫
R3

dq1

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ e−q2−q21 .
Вычисляя теперь в последнем равенстве интегралы по

переменным p , q и q1, находим:

lim
βi→+∞

∆
′

1

=
2∑
i=1

ρ0i

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V̂i

∂ϕi
∂x

∣∣∣∣µi(t, x)+

+4d2ρ01ρ02π
∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ ∫
R1

dt

∫
R3

dxϕ1ϕ2µ1(t, x)µ2(t, x).

Таким образом, было показано, что в случае (4.19) получаем резуль-

таты (4.37), (4.38), а когда рассматривается вариант (4.17), то снова имеет

место равенство (4.37) при (4.39). Теорема доказана. 2

Прежде, чем сформулировать достаточные условия для минимизации

чисто-интегральной невязки (2.11) приведем несколько определений, кото-

рые нам понадобятся в будущем.

Определение 4.1. Будем рассматривать области G ⊂ Rn такие, что

число компонент связности пересечения этой области с любой прямой па-

раллельной любой из координатных осей, конечно.
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Определение 4.2. Через Gδ(δ > 0) обозначим δ−окрестность обла-

сти G , где ” δ−окрестность множества” (” δ−раздутие” − по Иванову)–

это множество всех точек, расстояние которых до множества G меньше δ.

Определение 4.3. В случае n = 4 : обозначим через Gx−проекцию

области G на гиперплоскость t = 0, а через Gk, (k = 1, 2, 3) – проекцию

той же области G на гиперплоскость xk = 0.

Теперь, используя определения 4.1, 4.2, сформулируем важное для

дальнейшего определение.

Определение 4.4. Пусть область G ⊂ Rn, δ > 0. Тогда δ−плато

над областью G называется непрерывно-дифференцируемая функ-

ция ϕδ(G, t, x), определяемая следующим образом:

ϕδ(G, t, x) =


1, (t, x) ∈ G,
0, (t, x)∈Gδ,

0 6 ϕδ 6 1, (t, x) ∈ Gδ\G,

(4.46)

которая, кроме того, на любой прямой параллельной какой-нибудь из ко-

ординатных осей, имеет не более конечного числа строгих экстремумов.

Теперь, пользуясь определением 4.4 приведем достаточное условие для

минимизации невязки ∆1.

Следствие 4.3. Пусть выполняются условия (4.15), (4.29), а также

mi >
1

2
, (4.47)

а функции ϕi, i = 1, 2 имеют вид финитных ”плато” [73] таких, что:

V
[
(suppϕi)Gx

]
→ 0, (4.48)

V̂ k
i · V

[
(suppϕi)Gk

]
→ 0, k = 1, 2, 3, (4.49)

где, как ранее было указано в определении 4.3 под Gx и Gk, k = 1, 2, 3

понимаются проекции множества G ⊂ R4 на гиперплоскости t = 0 и
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xk = 0, k = 1, 2, 3 соответственно, а под V−объем указанных проекций.

Пусть, кроме того, выполняется хотя бы одно из требований:

V̂1 = V̂2, (4.50)

suppϕ1 ∩ suppϕ2 = ∅, (4.51)

d→ 0. (4.52)

Тогда:

lim
βi→+∞

∆1 = 0. (4.53)

Доказательство. Условие (4.35) выполняется благодаря финитности

функций ϕi, а, учитывая, что условия (4.15), (4.29) тоже накладывают-

ся, видим, что соотношения (4.37) справедливо с функциями µi(t, x) вида

(4.38) или (4.39), при этом в обоих случаях все интегралы, которые входят

в (4.37) сходятся благодаря указанной финитности. Далее, учитывая вы-

полнение условий (4.48), (4.49), как показано в [73], можно убедиться, что

интегралы от выражений
∂ϕi
∂t

+ V̂i
∂ϕi
∂x

стремяться к нулю. Легко видить, что последнее слагаемое в равенстве

(4.37) тоже становится бесконечно малым благодаря наличию хотя бы од-

ного из условий (4.50), (4.51) или (4.52). Таким образом утверждение (4.53)

выполняется. 2

Теорема 4.4. Пусть снова выполняется условие (4.15) Теоремы 4.1, а

также имеет место разложение (4.11), при этом функции (4.12) принадле-

жат пространству L1(R
4).

Тогда имеет место оценка (4.36), при этом в случае (4.19) выполняется

соотношение (4.37) c добавлением к правой части еще одного слагаемого

вида:
4√
π

2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣[ω0i ×
(
V̂i − u0i

)]∣∣∣ ∫
R1

dt

∫
R3

dxψi, (4.54)
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при этом функции (4.38) сохраняются, а во втором случае (4.17) соотноше-

ние (4.37) остается верным без изменений с функциями (4.39).

Доказательство. Будем опираться на оценку (4.43), полученую при

доказательстве Теоремы 4.3. Для вычисления производных функции ϕi

воспользуемся ранее приведеными выкладками (4.24), (4.26) и (4.27), та-

ким образом имеют место следующие равенства:

∂ϕi
∂t

= e−βiω
2
i r

2
i

(
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

{
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t− (ωi × V̂i, u0i)

})
, (4.55)

∂ϕi
∂x

= e−βiω
2
i r

2
i

(
∂ψi
∂x

+ 2βiψi
{
ωi(ωi, x)− ω2

i (x− x0i − u0it
})

. (4.56)

Далее подставляем производные (4.55) и (4.56) в подинтегральную

функцию в неравенстве (4.43):∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ eβiω2
i r

2
i

=

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t− (ωi × V̂i, u0i)

+

(
p√
βi

+ V̂i + [ωi × (x− u0it)], ωi

)
(ωi, x)

− ω2
i

(
x− x0i − u0it,

p√
βi

+ V̂i + [ωi × (x− u0it)]

)}∣∣∣∣ .
Используя свойства скалярного, векторного и смешанного произведений,

получаем следующее:∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t− (ωi × V̂i, u0i)

+

(
p√
βi

+ V̂i, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

+ V̂i, x− x0i − u0it

)
− ω2

i

(
[ωi × (x− u0it)], x− u0it−

1

ω2
i

[
ωi × (V̂i − u0i)

])}∣∣∣∣ .
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Далее используем формулу (4.28) приведенную в Теореме 4.1, тогда

получим:∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t− (ωi × V̂i, u0i)

+

(
p√
βi

+ V̂i, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

+ V̂i, x− x0i − u0it

)
+ω2

i (x− u0it, V̂i − u0i)− (ωi, V̂i)(ωi, x)
}∣∣∣ ,

и снова применяя свойства скалярного произведения, имеем:∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{
ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t− (ωi × V̂i, u0i)

+

(
p√
βi
, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi
, x− x0i − u0it

)
−ω2

i

(
V̂i, x− u0it

)
− 1

ω2
i

[
ωi × (V̂i − u0i)

]
+ ω2

i

(
x, V̂i

)
− ω2

i (x, u0i)

− ω2
i t
(
u0i, V̂i

)
+ ω2

iu
2
0it
}∣∣∣ .

После упрощений будем иметь:∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{
(V̂i, ωi × u0i) +

(
p√
βi
, ωi

)
(ωi, x)

−ω2
i

(
p√
βi
, x− x0i − u0it

)
− ω2

i

(
V̂i, x

)
+ ω2

i t
(
V̂i, u0i

)
− (V̂i, ωi × u0i) + ω2

i

(
x, V̂i

)
− ω2

i t
(
u0i, V̂i

)}∣∣∣ ,
то есть: ∣∣∣∣∂ψi∂t

+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{(
p√
βi
, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi
, x− x0i − u0it

)}∣∣∣∣ . (4.57)

Далее возвращаясь к неравенству (4.43) и делая подстановку функции

ϕ и её производных, т.е. выражения (4.11), (4.55), (4.56), учитывая полу-

ченое представление для части подинтегральной функции в первом слага-
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емом правой части неравенства можно получить следующую оценку:

∆1

6 π−
3
2

∫
R1

dt

∫
R3

dx
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

{(
p√
βi
, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi
, x− x0i − u0it

)}∣∣∣∣ ρ0ie
βiω

2
i r

2
i e−p

2

+4

∫
R1

dt

∫
R3

dxψ1ψ2
d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Значит, мы получили следующее представление для величины ∆

′

1 :

∆
′

1

= π−
3
2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi
∂x

+ 2
√
βiψi

{
(p, ωi)(ωi, x)− ω2

i (p, x− u0it) + (p, ωi, V̂i − u0i)
}∣∣∣ ρ0ie

βiω
2
i r

2
i e−p

2

+
4d2ρ01ρ02

π2

∫
R1

dt

∫
R3

dxψ1ψ2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Далее, выполняя предельный переход в последнем равенстве, обосно-

ванность возможности которого аналогична тому, что представлена в Тео-

реме (4.3), и вспоминая условие (4.45), мы получаем необходимое утвер-

ждение. Теорема доказана. 2

Следствие 4.4. Пусть выполнены все условия Теоремы 4.4, причем

функции ψi удовлетворяют тем же требованиям, которые накладывают-

ся на функции ϕi в следствии 4.3. Тогда, если справедливо (4.17), или

(4.19) вместе с (4.29), то при выполнении хотя бы одного из требований

(4.50) − (4.52) имеет место равенство (4.53).

Доказательство. Утверждение этого следствия проверяется по той же

схеме, что и доказательство Следствия 4.3, с заменой функций ϕi на ψi,

с тем только отличием, что теперь, как видим из утверждения Теоремы
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4.4 верно или (4.38) или (4.39), а дополнительный член вида (4.54), кото-

рый возникает в предположении (4.19), автоматически обнуляется благода-

ря требованию самосогласованности смерчей (4.29). 2

4.2. Взаимодействие потоков, описывающих движение типа

”ускорение-уплотнение” для модели шероховатых сфер

В данном пункте будут приведены несколько теорем, предоставляю-

щих конкретный вид явных приближенных решений уравнения Бриана-

Пиддака, полученных в виде бимодального распределения (2.9) с максвел-

ловскими модами, описывающими ускоряющееся-уплотняющееся движе-

ние газа. Будут приведены условия на вид функций ϕi(t, x) , достаточные

для бесконечной малости невязок (2.10) и (2.12).

4.2.1. Случай равномерно-интегральной невязки

Как и прежде приближенное решение строим в виде бимодального рас-

пределения (2.9) с некоторыми коэффициентными функциями ϕi(t, x) и

максвеллианами Mi , описывающими ускоряющееся-уплотняющееся дви-

жение. Явный вид таких максвеллианов задается представлением (4.33),

где по-прежнему ρi – плотность газа, однако она имеет другой вид:

ρi = ρ0ie
βi

(
V

2

i+2uix
)
, (4.58)

а массовая скорость V i задается следующим образом:

V i = V̂i − uit. (4.59)

Все параметры сохраняют предыдущий смысл, за исключением

ui, V̂i – произвольных постоянных из пространства R3 .

Далее приведем результаты, предоставляющие различные достаточные

условия для минимизации невязки (2.10) за счет подходящего выбора ко-

эффициентных функций ϕi и параметров распределения.



74

Теорема 4.5. Пусть функции ϕi в распределении (2.9) имеют вид:

ϕi(t, x) =
Di

(1 + t2)ξi
Ci

x+ ui

(
V̂i − uit

)2

2u2
i

 , (4.60)

где константы Di, ξi удовлетворяют следующим неравенствам:

Di > 0, ξi >
1

2
, (4.61)

и функции Ci – неотрицательные, принадлежащие пространству C1(R3),

обладающие конечным носителем (т.е. финитные) либо быстроубывающие

на бесконечности. Также пусть выполняются следующие требования:

V̂i =
V̂0i

βkii
, ui =

u0i

βnii
(4.62)

с такими условиями

ki >
1

2
, ni > 1, ki >

1

2
ni, (4.63)

и u0i, V̂0i – произвольные фиксированные трехмерные векторы.

Тогда справедливо следующее утверждение:

∀ε > 0,∃δ > 0,∀D1, D2 : 0 < D1, D2 < δ,

∃β0,∀βi > β0,

∆ < ε. (4.64)

Доказательство. Сначала покажем, что существует такая величи-

на ∆
′
, что выполняется неравенство (4.16), причем имеет место равенство:

lim
βi→+∞

∆
′

= K(ξ1, ξ2)
2∑
i=1

ρ0iDi sup
x∈R3

[
ηi(x)Ci(x+ ai)

]
, (4.65)

где функции ηi(x) следующего вида:

ηi(x) =


1, ni > 1; ki >

1
2 ,

e2u0ix, ni = 1; ki >
1
2 ,

eV̂
2
0i+2u0ix, ni = 1; ki = 1

2 .

(4.66)
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K(ξ1, ξ2) – некоторая постоянная, а векторные константы ai имеют вид:

ai =

 u0iV̂
2
0i

2u20i
, ki = 1

2ni;

0, ki 6= 1
2ni.

(4.67)

При указанных условиях теоремы мы можем прийти к выражению

(4.42), а далее, интегрируя по пространству угловых скоростей ω (трех-

мерный интеграл Эйлера-Пуассона), получим:∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣
6

2∑
i=1

∫
R3

dV

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+ V · ∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ρi(βiπ
)3/2

e−βi(V−V i)
2

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Вводя замену переменной:

V =
p√
βi

+ V i, (4.68)

якобиан которой составляет β
−3/2
i и, учитывая вид массовой скорости

(4.59), получим следующее неравенство, часто использующееся в наших

дальнейших вычислениях:∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣
6

2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
· ∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ .
(4.69)

Для существования величины (2.10) и истинности неравенства (4.16),

как видно из последней оценки (4.69), достаточно проверить, чтобы про-

изведение плотности газа (4.58) на такие функции, как

ϕi;
∂ϕi
∂t

;

∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ ; ϕit;

(
ui,

∂ϕi
∂x

)
t (4.70)
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было ограниченным для любых (t, x) из R4.

В представлении функций (4.60) введем такое переобозначение:

l = x+ ui

(
V̂i − uit

)2

2u2
i

,

откуда: (
V̂i − uit

)2

= 2uil − 2uix,

а следовательно, имеет место равенство:

ϕiρi = ρ0ie
2uilβi

Di

(1 + t2)ξi
Ci(l). (4.71)

Произведение (4.71) – ограниченная функция по (t, x) ∈ R4 благодаря

свойствам функции Ci(l). Следует отметить, что ограниченность останет-

ся в силе и при умножении (4.71) на переменную t благодаря наличию в

знаменателе выражения (1+ t2)ξi и условию (4.61). Аналогично можно до-

казать ограниченность последних трех произведений, вследствие следую-

щих равенств, получаемых непосредственным дифференцированием функ-

ции ϕi (4.60) по времени t и положению в пространстве x :

∂ϕi
∂t

= − Di

(1 + t2)ξi

 2tξi
1 + t2

Ci(l) +
(
C
′

i(l), ui

)(V̂i, ui)− tu2
i

u2
i

 , (4.72)

∂ϕi
∂x

=
Di

(1 + t2)ξi
C
′

i(l). (4.73)

Принимая во внимание представления (4.62), имеем низкотемператур-

ный такой предел (βi → +∞) плотности (4.58) в зависимости от чисел ni

и ki :

lim
βi→+∞

ρi = ρ0i ·


1, ni > 1, ki >

1
2 ;

e2u0ix ni = 1, ki >
1
2 ;

eV̂
2
0i+2u0ix ni = 1, ki = 1

2 .
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Также очевидно следующее равенство, полученное с учетом равенств

(4.62) и условий (4.63)

lim
βi→+∞

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ = 0. (4.74)

В итоге, делая подстановку вычисленных производных (4.72), (4.73)

в (4.69), и вычисляя супремум от обеих частей неравенства (4.69), а так-

же выполняя низкотемпературный предельный переход с использованием

техники [74, 78, 92, 94] можно получить следующее равенство:

lim
βi→+∞

∆
′
=

2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,x)∈R4

{
ηi(x) lim

βi→+∞

2|t|ξiCi(l)
(1 + t2)ξi+1

}
,

где переменную l представим в виде суммы переменных x и ri , послед-

няя из которых может быть записана в следующем виде:

ri =
u0i

2u2
0i

(
V̂0i

β
ki− 1

2ni
i

− u0it

β
1
2ni
i

)2

,

и тогда имеем, что:

ai = lim
βi→+∞

(l − x) =

 0, ki >
1
2ni;

u0i
V̂ 2
0i

2u20i
, ki = 1

2ni.

В результате получаем:

lim
βi→+∞

∆
′

=
2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,x)∈R4

{
ηi(x)

2|t|ξi
(1 + t2)ξi+1

Ci(x+ ai)

}

6 K(ξ1, ξ2)
2∑
i=1

ρ0iDi sup
x∈R3

[
ηi(x)Ci(x+ ai)

]
,

где постоянная K(ξ1, ξ2) определяется следующим образом

K(ξ1, ξ2) = 2 max
i

{
ξi sup

t∈R

|t|
(1 + t2)ξi+1

}
.

Таким образом, мы показали, что равенство (4.65) выполняется, а

из него с учетом (4.16) очевидным образом следует утверждение теоре-

мы (4.64). 2
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Теорема 4.6. Предположим, что функции ϕi(t, x) имеют следующий

вид:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−βi
(
(V̂i−uit)

2
+2uix

)
, (4.75)

где:

ψi = Di · Ci(t, x),

здесь Di > 0, Ci – финитная функция.

Пусть также выполняется условие:

ui =
u0i

βnii
, ni >

1

2
. (4.76)

Тогда:

а)если выполняется следующее равенство:

suppC1 ∩ suppC2 = ∅,

или условие (4.50), то справедливо утверждение (4.64).

б)В случае произвольных носителей функций C1 и C2 , и скоро-

стей V̂1, V̂2 утверждение Теоремы 4.5 по-прежнему выполняется, если

будет дополнено условием бесконечной малости диаметра частицы га-

за (d < δ) , что соответсвует физическому требованию околосвободномо-

лекулярного течения (газ, близкий к кнудсеновскому).

Доказательство. С начала введём и докажем вспомогательное утвер-

ждение: существует такая величина ∆
′
, что выполняется неравен-

ство (4.16), при этом если ni >
1
2 , то:

lim
βi→+∞

∆
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i ·

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2), (4.77)
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а для ni = 1
2 имеем:

lim
βi→+∞

∆
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i ·

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2) +
4√
π

2∑
i=1

ρ0i|u0i| sup
(t,x)∈R4

ψi. (4.78)

Если это утверждение верно, то истинность пунктов (а) и (б) доказываемой

теоремы – очевидна.

Отметим, что неравенство (4.69) остается верным, поэтому необходимо

вычислить производные функции (4.75) по переменным t и x :

∂ϕi
∂t

= e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
V̂i, ui

)
− tu2

i

)}
, (4.79)

∂ϕi
∂x

= e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

}
. (4.80)

Учитывая, что функции ψi(t, x) – гладкие, неотрицательные и исходя

из их вида следует, что перечисленные выражения в (4.70) остаются огра-

ниченными и после замены ϕi(t, x) на ψi(t, x), поэтому можно перейти к

супремуму в неравенстве (4.69), прежде подставив в него выражения для

производных (4.79) и (4.80). То есть имеем:

∆ 6 ∆
′

= sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣e−βi((V̂i−uit)2
+2uix

)(
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
V̂i, ui

)
− tu2

i

))
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

)(
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

)∣∣∣∣ e−p2
+4 sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2e
−β1

(
(V̂1−u1t)

2
+2u1x

)
−β2

(
(V̂2−u2t)

2
+2u2x

)
d2ρ1ρ2

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ .
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Используя представление для плотности (4.58) и раскрывая скобки, по-

сле приводения подобных слагаемых, получим, что величина ∆
′

равна

следующему выражению:

sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
· ∂ψi
∂x
− 2βiuiψi√

βi
p

∣∣∣∣ e−p2
+4 sup

(t,x)∈R4

d2ψ1ψ2ρ01ρ02

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ .
Далее, используя требование (4.76), величину ∆

′
преобразуем к виду:

sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i −
u0i

βnii
t

)
·∂ψi
∂x
− 2β

1
2−ni
i u0iψip

∣∣∣∣ e−p2
+4 sup

(t,x)∈R4

d2ψ1ψ2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 +

(
u02

βn22

− u01

βn11

)
t

∣∣∣∣ ,
что можно оценить сверху такой суммой:

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i −
u0i

βnii
t

)
· ∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+

4ρ01ρ02d
2

π2
sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 +

(
u02

βn22

− u01

βn11

)
t

∣∣∣∣
+2

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

β
1
2−ni
i |u0iψip| e−p

2

.

Теперь выполняя предельный переход (βi → +∞) под знаком неравенства

и супремума как и при доказательстве Теоремы 4.5, можно получить равен-

ство (4.77) при ni >
1
2 , а истинность значения предела (4.78) доказывается

с использованием следующего равенства∫
R3

|p|e−p2dp = 2π,
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получаемого непосредственным интегрированием в сферической си-

стеме координат. Таким образом, мы показали верность утверждений

Теоремы 4.6.

2

Теорема 4.7. Пусть функции ϕi в распределении (2.9) имеет следую-

щий вид:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−βi(V̂i−uit)
2

, (4.81)

и выполняется условие (4.76), но для ni > 1.

Тогда утверждение Теоремы 4.6 остается верным, если:

а) функции ψi имеют вид:

ψi(t, x) =
Di

(1 + t2)ξi
Ci

([
x× V̂i

])
, (4.82)

а также выполняется условие (4.61) и V̂i⊥u0i .

б) имеет место представление:

ψi(t, x) =
Di

(1 + t2)ξi
Ci (x) , (4.83)

причем на используемые здесь функции Ci накладываются такие же огра-

ничения, как и в Теореме 4.5.

Доказательство. Прежде, чем доказать справедливость Теоремы 4.7,

докажем некоторое утверждение, состоящее в том, что как и ранее суще-

ствует такая величина ∆
′

и выполняется неравенство (4.16), причём имеет

место следующее равенство:

lim
βi→+∞

∆
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

µi(x)

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i ·

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

[µ1(x)µ2(x)ψ1(t, x)ψ2(t, x)]

+θ · 2
2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣(u0i, V̂i

)∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

[µi(x)ψi(t, x)] , (4.84)
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где:  θ = 0, µi = 1, ni > 1

θ = 1, µi(x) = e2u0ix, ni = 1.
(4.85)

Оценка (4.69) верна и в случае этой теоремы, поэтому снова начнем с

вычисления производных функций (4.81), входящих в указанное неравен-

ство. Производная по времени t выражается следующим образом:

∂ϕi
∂t

= e−βi(V̂i−uit)
2
{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
ui, V̂i

)
− u2

i t
)}

, (4.86)

а по пространственной координате x :

∂ϕi
∂x

=
∂ψi
∂x

e−βi(V̂i−uit)
2

. (4.87)

Принимая во внимания наложенные условия на функции ψi(t, x) и най-

денные производные (4.86), (4.87) перейдем в неравенстве (4.69) к супре-

муму, существование которого вытекает из условий на Ci в формулировке

доказываемой теоремы, и преобразуем полученное выражение, учитывая

представление (4.58), тогда величина ∆
′

сводится к следующему выраже-

нию:

sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρ0ie
2βiuix

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2βiψi

((
ui, V̂i

)
− u2

i t
)

+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
·∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

4d2ρ01ρ02ψ1ψ2e
2x(β1u1+β2u2)

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ ,
которое допускает ограничение сверху следующей суммой:

sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρ0ie
2β

1−ni
i u0ix

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
· ∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2e
2x(β1−n1

1 u01+β
1−n2
2 u02)
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×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 +

(
u02

βn22

− u01

βn11

)
t

∣∣∣∣
+2

2∑
i=1

ρ0ie
2β

1−ni
i u0ix

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

ψi

∣∣∣∣(u0i

βnii
, V̂i

)
− u2

0i

β2ni
i

t

∣∣∣∣ e−p2.
Таким образом, если теперь сделать переход к низкотемпературному

пределу получим утверждение (4.84) с соответствующими значениями θ и

µi(x) , указаными в (4.85).

Проверка пункта (б), т.е. случая функций вида (4.83) достаточно оче-

видна, а вот случай (4.82) следует рассмотреть подробнее.

Для начала введем новый ортогональный (в силу условий пункта а))

базис, состоящий из векторов: ui, V̂i и
[
ui × V̂i

]
. Далее, разложим произ-

вольный вектор x по этому базису:

x = x1ui + x2V̂i + x3
[
ui × V̂i

]
.

Тогда имеем следующее представление для произведения ψie
2βiuix :

Di

(1 + t2)ξi
Ci

(
x1
[
ui × V̂i

]
− x3uiV̂

2
i

)
e2βiu

2
ix

1

,

что постоянно по второй компоненте x2 . Нетрудно видеть, что по осталь-

ным компонентам
(
x1, x3

)
, а также и по βi оно тоже будет ограничено,

учитывая свойство финитности функции Ci и требование (4.76).

Далее вычислим производную по x :

∂ψi
∂x

=
Di

(1 + t2)ξi

[
V̂i × C ′i

([
x× V̂i

])]
,

и скалярно умножим её на V̂i , тогда, очевидно, указанное произведение

обнуляеться согласно свойству скалярного произведения.

Теперь, используя утверждение (4.84), несложно показать истинность

утверждения для функций вида (4.82). Теорема доказана. 2

Теорема 4.8. Предположим, что имеет место следующее представле-

ние:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−2βiuix, (4.88)
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и сохраняется требование (4.62), но:

ni >
1

2
, ki >

1

2
. (4.89)

Пусть функция ψi(t, x) имеет вид:

ψi(t, x) = DiCi(t)Ei(x), (4.90)

где Di > 0, Ci(t) – обладает такими же свойствами, как и в предыдущих

теоремах 4.5, 4.6, 4.7, а Ei(x) – неотрицательная, финитная или быстро-

убывающая на бесконечности и ограничена вместе со своим градиентом

по x функция. Тогда выполняется утверждение (4.64).

Доказательство. Итак, как и в предыдущих теоремах мы начнем с

введения вспомогательного утверждения. Снова докажим, что существует

такая величина ∆
′
, что выполняется неравенство (4.16) и ее низкотемпем-

пературный предел равен:

а) при ni >
1
2 , ki >

1
2 :

2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t

∣∣∣∣ ; (4.91)

б) в случае ni >
1
2 , ki = 1

2 :

2∑
i=1

ρ0ie
V̂ 2
0i sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t

∣∣∣∣ ; (4.92)

в) если ni = 1
2 , ki >

1
2 :

2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

{
et

2u20i

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψitu

2
0i

∣∣∣∣}

+
4√
π

2∑
i=1

ρ0i|u0i| sup
(t,x)∈R4

(
et

2u20iψi

)
; (4.93)

г) и наконец ki = ni = 1
2 :

2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

{
e(V̂0i−u0it)

2
∣∣∣∣∂ψi∂t

+ 2ψitu
2
0i

∣∣∣∣}

+2
2∑
i=1

ρ0i

(
2|u0i|√
π

+
∣∣∣(u0i, V̂0i

)∣∣∣) sup
(t,x)∈R4

{
e(V̂0i−u0it)

2

ψi

}
. (4.94)
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Используя неравенство (4.69), оставшееся в силе, учитывая, что из-

менился только вид функции ϕi , найдем производные функции (4.88) по

переменным t и x :
∂ϕi
∂t

= e−2βiuix
∂ψi
∂t

, (4.95)

∂ϕi
∂x

= e−2βiuix

(
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

)
. (4.96)

Теперь в неравенстве (4.69), вычисляя супремум от обеих частей оцен-

ки и пользуясь ограниченностью слагаемых, подставим найденные выра-

жения для производных (4.95), (4.96) и в результате будем иметь следую-

щее выражение для величины ∆
′
:

sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρ0ie
βi(V̂i−uit)

2

π3/2

×
∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
·
(
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2e
β1(V̂1−u1t)

2
+β2(V̂2−u2t)

2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ ,
что с учетом условий (4.62) и (4.89) может быть переписано в следующем

виде:

sup
(t,x)∈R4

2∑
i=1

ρ0ie
βi

(
V̂0i

β
ki
i

− u0i

β
ni
i

t

)2

π3/2

×
∫
R3

dp

∣∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+
V̂0i

βkii
− u0i

βnii
t

) (
∂ψi
∂x
− 2β1−ni

i u0iψi

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

ψ1ψ2e
β1

(
V̂01

β
k1
1

− u01
β
n1
1

t

)2

+β2

(
V̂02

β
k2
2

− u02
β
n2
2

t

)2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+
V̂01

βk11

− V̂02

βk22

+

(
u02

βn22

− u01

βn11

)
t

∣∣∣∣∣
Теперь выполняя, как и ранее, предельный переход и несложные пре-
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образования, можно получить значения низкотемпературных пределов ве-

личины ∆
′
, указанные в формулах (4.91)–(4.94).

Далее вычисляя производную по переменной t , подставляя в выраже-

ния (4.91) – (4.94), убеждаемся в справедливости утверждения (4.64). 2

4.2.2. Невязка ”с весом”

В отличие от пункта 4.2.1. здесь мы рассмотрим еще не использованное

ранее в предыдущих теоремах отклонение (2.12), а приближенное решение

будем строить так же, как и в пункте 4.2.1..

Теорема 4.9. Пусть коэффициентные функции ϕi(t, x) сохраняют вид

(4.88), где функции ψi таковы, что произведение множителя

eβi(V̂i−uit)
2 · 1

1 + |t|
(4.97)

на величины (4.70)(с заменной ϕi на ψi ) ограничены по t, x на R4.

Пусть, кроме того, выполняются соотношения:

ui =
siu0i√
βi
, (4.98)

V̂i =
siV̂0i

βkii
, (4.99)

где u0i, V̂0i ∈ R3 – некоторые фиксированые векторы, si – произвольная

положительная константа, а показатели степени ki удовлетворяют нера-

венству:

ki >
1

2
. (4.100)

Тогда существует такая величина ∆̃
′
, что:

∆̃ 6 ∆̃
′
, (4.101)

причем она имеет такие конечные пределы:

а) при ki >
1
2 верно равенство:
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lim
βi→+∞

∆̃
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|
et

2s2iu
2
0i

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψits

2
iu

2
0i

∣∣∣∣}+

+
4√
π

2∑
i=1

siρ0i|u0i| sup
(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|
et

2s2iu
2
0iψi

}
; (4.102)

б) при ki = 1
2 получаем:

lim
βi→+∞

∆̃
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψits

2
iu

2
0i

∣∣∣∣ es2i (V̂0i−u0it)2}+

+2
2∑
i=1

ρ0i

(
2si|u0i|√

π
+ s2

i

(
u0i, V̂0i

))
sup

(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|
es

2
i (V̂0i−u0it)2ψi

}
. (4.103)

Доказательство. Ввиду наложенных условий неравенство (4.69) по-

прежнему остается верным. Домножая обе части неравенства (4.69) на

множитель 1
1+|t| и переходя к супремуму по всем (t, x) ∈ R4, будем иметь:

∆̃ 6 ∆̃
′

= sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

[
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρi
π3/2

e−p
2

+
4ϕ1ϕ2d

2ρ1ρ2

π2∫
R3

∫
R3

dqdq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣] . (4.104)

Далее, подставляя выражения для производных (4.95), (4.96) и исполь-

зуя равенство (4.58), из оценки (4.104) можно получить:

∆̃
′

= sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
∂ψi
∂x
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+2βiψi

(
− 1√

βi
(ui, p)− (ui, V̂i) + u2

i t

)∣∣∣∣ ρ0i

π3/2
eβi(V̂i−uit)

2

e−p
2

+ sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
· 4ψ1ψ2d

2ρ01ρ02e
β1(V̂1−u1t)2+β2(V̂2−u2t)2

π2

×
∫
R3

∫
R3

dqdq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣] . (4.105)

Само существование величины ∆̃
′

вытекает из предположения об огра-

ниченности величин (4.70) после умножения на множитель (4.97) и вида

выражения (4.105). Далее осуществим низкотемпературный предельный

переход (βi → +∞ ) в неравенстве (4.105), возможность которого обос-

новывается с помощью Леммы 1 работы [95] и стандартных теорем о пре-

дельном переходе под знаком интеграла − условия всех этих теорем легко

проверяются благодаря структуре выражения (4.105), гладкости функций,

которые входят в него и хорошей сходимости всех интегралов.

Принимая во внимание соотношения (4.98), (4.99) видим, что:

lim
βi→+∞

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ = 0. (4.106)

Используя вновь условия теоремы (4.98) и (4.99), получаем следующее:

lim
βi→+∞

eβi(V̂i−uit)
2

=

 es
2
iu

2
0it

2

, ki >
1
2 ,

es
2
i (V̂0i−u0it)2, ki = 1

2 .
(4.107)

Кроме того, очевидно, существует такой предел:

lim
βi→+∞

[(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
∂ψi
∂x

+ 2βiψi

(
− 1√

βi
(ui, p)− (ui, V̂i) + u2

i t

)]
=

=

 2ψi(ts
2
iu

2
0i − si(u0i, p)), ki >

1
2 ,

2ψi(ts
2
iu

2
0i − s2

i (u0i, V̂0i)− si(u0i, p)), ki = 1
2 .

(4.108)

Таким образом, принимая во внимание (4.106), (4.107) и (4.108), по-

лучаем, что результат перехода к низкотемпературному пределу в равен-

стве (4.105) при ki >
1
2 с последующей оценкой сверху после вычисления
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соответствующих интегралов и выполнении элементарных преобразований

будет иметь вид:

lim
βi→+∞

∆̃
′

= sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψi(ts

2
iu

2
0i − si(u0i, p))

∣∣∣∣ ρ0i

π3/2
es

2
iu

2
0it

2

e−p
2

6 sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψits

2
iu

2
0i

∣∣∣∣ ρ0i

π3/2
es

2
iu

2
0it

2

e−p
2

+ sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp2ψisi|u0i||p|
ρ0i

π3/2
es

2
iu

2
0it

2

e−p
2

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|
et

2s2iu
2
0i

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψits

2
iu

2
0i

∣∣∣∣}

+
4√
π

2∑
i=1

siρ0i|u0i| sup
(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|
et

2s2iu
2
0iψi

}
,

что и доказывает утверждение (4.102).

В случае ki = 1
2 , также используя результаты (4.106), (4.107), (4.108),

можно получить:

lim
βi→+∞

∆̃
′

= sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψi

(
ts2
iu

2
0i − s2

i (u0i, V̂0i)− si(u0i, p)
)∣∣∣∣

× ρ0i

π3/2
es

2
i (V̂0i−u0it)2e−p

2

6
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2ψits

2
iu

2
0i

∣∣∣∣ es2i (V̂0i−u0it)2}

+2
2∑
i=1

ρ0i

(
2si|u0i|√

π
+ s2

i

(
u0i, V̂0i

))
sup

(t,x)∈R4

{
1

1 + |t|
es

2
i (V̂0i−u0it)2ψi

}
,

а это означает истинность утверждения (4.103). Теорема доказана.

2
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Теперь рассмотрим несколько следствий, в которых указаны условия,

достаточные для минимизации рассматриваемой невязки с весом ∆̃ (2.12).

Следствие 4.5. Пусть функции ψi при ki >
1
2 имеют вид:

ψi(t, x) = Ci(x)e−s
2
iu

2
0it

2

, (4.109)

где Ci(x)− произвольные положительные, гладкие, ограниченные на R3

функции вместе с C
′

i(x) . Тогда невязка ∆̃ является произвольно малой

при достаточно малых значениях s1, s2, T1, T2, т.е. для любого ε > 0 най-

дутся δ > 0 и β0 > 0 такие, что для всех s1, s2, удовлетворяющих нера-

венству 0 < s1, s2 < δ, и всех β1, β2 > β0 выполнено неравенство

∆̃ < ε.

Доказательство. Для начала проверим, что функции ψi вида (4.109)

при ki >
1
2 и достаточно малых T1, T2 > 0 обеспечивают ограниченность

функций (4.70)(с заменой ϕi на ψi ) умноженых на множитель (4.97). Про-

верим это для одной из функций (4.70)(с заменой ϕi на ψi ), ( для осталь-

ных это проверяется аналогично).

tψie
βi(V̂i−uit)2 · 1

1 + |t|

=
t

1 + |t|
Ci(x)eβi(V̂i−uit)

2−s2iu20it2

=
t

1 + |t|
Ci(x)e

βi

(
siV̂0i

β
ki
i

− siu0i√
βi
t

)2

−s2iu20it2

=
t

1 + |t|
Ci(x)es

2
i V̂

2
0iβ

1−2ki
i −2s2i (u0i,V̂0i)tβ

1−ki
i .

Далее вычислим производную функции ψi по переменной t , которая

входит в неравенство (4.102):

∂ψi
∂t

= Ci(x)e−s
2
iu

2
0it

2

(−2s2
iu

2
0it) = −2ψis

2
iu

2
0it. (4.110)

Подставляя выражение для производной (4.110) в равенство (4.102) и

используя достаточную малость величин s1, s2, T1, T2, получаем утвержде-

ние Следствия (4.5). 2
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Следствие 4.6. В случае ki = 1
2 пусть остаются верны все условия

Следствия 4.5, и выполняется еще одно условие:

ui⊥V̂i. (4.111)

Тогда утверждение Следствия 4.5 остается в силе.

Доказательство. Снова проверим ограниченность одной из вели-

чин (4.70)(с заменой ϕi на ψi ), умноженой на функцию (4.97), для функ-

ции ψi, вида (4.109) :

tψie
βi(V̂i−uit)2 · 1

1 + |t|
=

t

1 + |t|
Ci(x)es

2
i V̂

2
0iβ

1−2ki
i

Далее, используя производную (4.110) и малость величин s1, s2, T1, T2,

а также условие (4.111), помогающее обратить в нуль второе слага-

емое в правой части равенства (4.103), вновь получаем утверждение

Следствия(4.5). 2

Теорема 4.10. Пусть имеет место следующее представление:

ϕi(t, x) = Ci

(
x+ ui

(V̂i − uit)2

2u2
i

)
, (4.112)

где Ci – неотрицательные, финитные или достаточно быстроубывающие

на бесконечности гладкие функции.

Также пусть имеют место соотношения (4.62), (4.63). Тогда верно

утверждение:

lim
βi→+∞

∆̃ = 0. (4.113)

Доказательство. Легко показать, что следующие функции

tϕiρi(t, x);
∂ϕi
∂t

ρi(t, x);

∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ ρi(t, x); t

(
ui,

∂ϕi
∂x

)
ρi(t, x)

после умножения на 1
1+|t| - ограничены на R4. Далее в силу предполо-

жения, что ϕi – гладкая функция, следует, что такое же ”ограничение с

весом” имеет место и для функций:√
|t|ϕiρi(t, x), |t|ϕ1ϕ2ρ1(t, x)ρ2(t, x),
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а также ϕ1ϕ2ρ1(t, x)ρ2(t, x) . Значит корректно определена оценка (4.101).

Очевидно, что остается верно неравенство (4.104), а правая часть вы-

ражения (4.58) с учетом предположения (4.62) имеет вид:

ρ0ie
βi

( V̂0i

β
ki
i

− u0i

β
ni
i

t

)2

+
2u0ix

β
ni
i


(4.114)

Дальше найдем производные по переменным t и x функции ϕi , ис-

пользуя ее представление (4.112):

∂ϕi
∂x

= C
′

i

(
x+ ui

(V̂i − uit)2

2u2
i

)
, (4.115)

∂ϕi
∂t

=
tu2

i − (ui, V̂i)

u2
i

(
ui, C

′

i

(
x+

ui(V̂i − uit)2

2u2
i

))
. (4.116)

Теперь перейдем к низкотемпературному пределу в правой ча-

сти (4.104)(обоснование возможности такого перехода, аналогично сдела-

ному в доказательстве Теоремы 4.9).

Таким образом, используя выражение (4.114) и условие (4.63), можно

утверждать, что:

lim
βi→+∞

ρi = ρ0iηi(x), (4.117)

где введено обозначение:

ηi(x) =


1, ni > 1, ki >

1
2 ,

e2u0ix, ni = 1, ki >
1
2 ,

eV̂
2
0i+2u0ix, ni = 1, ki = 1

2 .

(4.118)

Принимая во внимание условие (4.62) перейдем также к пределу в са-

мом выражении (4.112):

lim
βi→+∞

ϕi = C(x+ ai), (4.119)

где:

ai =

 0, ki >
1
2ni,

u0iV̂
2
0i

2u20i
, ki = 1

2ni.
(4.120)
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Теперь вычислим пределы производных функции ϕi, пользуясь их яв-

ным видом (4.115), (4.116), а также условием теоремы (4.62):

lim
βi→+∞

∂ϕi
∂t

= 0, (4.121)

lim
βi→+∞

∂ϕi
∂x

= C
′

i(x+ ai). (4.122)

В случае функции (4.112) очевидно выполнение равенства (4.106). То-

гда, используя ранее найденые значения (4.117)− (4.122), можно утвер-

ждать, что:

lim
βi→+∞

∆̃
′
= 0, (4.123)

а значит, справедливо и утверждение (4.113). 2

Теорема 4.11. Пусть функции ϕi в распределении (2.9) имеют вид

(4.75), где ψi(t, x) таковы, что выражения:

tψ1ψ2;
∂ψi
∂t

; tψi;

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ ; t

(
ui,

∂ψi
∂x

)
, (4.124)

умноженые на 1
1+|t| , ограничены на R4 ; пусть также выполняется пред-

ставление (4.76) для ni >
1
2 .

Тогда верна оценка (4.101), причем:

lim
βi→+∞

∆̃
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02|V̂1 − V̂2| sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|
(ψ1ψ2). (4.125)

Доказательство. Как и выше, остается верным неравенство (4.104).

Пользуясь видом функции ϕi (4.75), найдем ее производные по времени t
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и пространственной координате x :

∂ϕi
∂t

= ρ0iρ
−1
i (t, x)

{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

(
(V̂i, ui)− tu2

i

)}
, (4.126)

∂ϕi
∂x

= ρ0iρ
−1
i (t, x)

{
∂ψi
∂x
− 2βiψiui

}
. (4.127)

Подставим найденые производные (4.126), (4.127) в неравен-

ство (4.104):

∆̃
′

= π−
3
2 sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣ρ0iρ
−1
i (t, x)

{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

(
(V̂i, ui)− tu2

i

)}
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
ρ0iρ

−1
i (t, x)

(
∂ψi
∂x
− 2βiψiui

)∣∣∣∣ ρie−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|
ψ1ψ2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ .
Преобразуем полученое выражение:

∆̃
′

= π−
3
2 sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
∂ψi
∂x

−2
√
βiψi(ui, p)

∣∣∣ ρ0ie
−p2 +

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|
ψ1ψ2∫

R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ . (4.128)

Далее, снова выполняя предельный переход в равенстве (4.128), и прини-

мая во внимание, что низкотемпературный предел величины∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ ,
с учетом условия теоремы (4.76), будет таким:

|V̂1 − V̂2|, (4.129)
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видим, что соответствующий предел величины ∆̃
′
, описываемой равен-

ством (4.128) при выполнении (4.76) и (4.129), действительно будет иметь

вид (4.125).

2

Следствие 4.7. Пусть функции ψi в (4.75) имеют такой вид:

ψi = Ci

(
x− V̂it

)
(4.130)

или

ψi = Ci

([
x× V̂i

])
, (4.131)

где Ci - неотрицательные, гладкие, финитные функции.

Тогда:

1)Если выполняется равенство (4.50) или (4.51), то верно

утверждение (4.113).

2)При произвольных C1, C2, V̂1, V̂2 будем иметь

lim
d→0

lim
βi→+∞

∆̃
′
= 0. (4.132)

Доказательство. Указаные функции ψi удовлетворяют условиям Тео-

ремы 4.11. Очевидно, что в случае (4.130):

∂ψi
∂t

= −
(
V̂i, C

′

i

)
,

∂ψi
∂x

= C
′

i, (4.133)

а в случае (4.131):
∂ψi
∂t

= 0,
∂ψi
∂x

=
[
V̂i × C

′

i

]
. (4.134)

Найденые производные (4.133), (4.134) обнуляют первое слагаемое в

правой части равенства (4.125), а дополнительные условия (4.50), (4.51)

или условие d→ 0 обращают в нуль второе слагаемое в равенстве (4.125).

Таким образом, выполняется утверждения (4.113) или (4.132) соответ-

ственно. 2
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Теорема 4.12. Предположим, что функции ϕi(t, x) имеют вид (4.81),

причём выражения:

tψ1ψ2e
2β1u1x+2β2u2x;

∂ψi
∂t

e2βiuix;

tψie
2βiuix;

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ e2βiuix; t

(
ui,

∂ψi
∂x

)
e2βiuix

(4.135)

ограниченны с весом 1
1+|t| и выполняется условие (4.76), но ni > 1 .

Тогда имеет место оценка (4.101), причём в случае ni > 1 выполняется

утверждение (4.125), а при ni = 1 низкотемпературный предел величи-

ны ∆̃
′

таков:

lim
βi→+∞

∆̃
′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∣∣∣∣µi(x)

(
∂ψi
∂t

+ V̂i
∂ψi
∂x

)∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02|V̂1 − V̂2| sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|
[µ1(x)µ2(x)ψ1(t, x)ψ2(t, x)]

+2
2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣(u0i, V̂i

)∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
{µi(x)ψi(t, x)} , (4.136)

где:

µi(x) = e2u0ix. (4.137)

Доказательство. Используем неравенство (4.104), которое, очевидно

сохраняет силу. Производные функции ϕi вида (4.81) по переменным t и

x представлены формулами (4.86) и (4.87).

Производные (4.86), (4.87) подставим в неравенство (4.104) и получим

следующее выражение для ∆̃
′
:

sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2βiψi

(
(ui, V̂i)− tu2

i

)
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
∂ψi
∂x

∣∣∣∣ ρ0ie
2βiuix

π3/2
e−p

2



97

+ sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
4ρ01ρ02ψ1ψ2d

2e2β1u1x+2β2u2x

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ ,
что не превосходит такой величины:

2∑
i=1

ρ0i

π3/2
sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit
)
∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e2βiuixe−p
2

+ sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
4ρ01ρ02ψ1ψ2d

2e2x(β1u1+β2u2)

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣
+2

2∑
i=1

ρ0i

π3/2
sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∫
R3

dpβiψi

∣∣∣((ui, V̂i)− tu2
i

)∣∣∣ e2βiuixe−p
2

.

Далее, переходя к низкотемпературному пределу в последнем выраже-

нии и используя условие (4.76), получаем выражение (4.125) при ni > 1 ,

а в случае ni = 1 имеем утверждение (4.136) с функциями µi(x)

вида (4.137). 2

В последней теореме получен предел величины ∆̃
′

из оценки (4.101),

что позволяет сформулировать еще одно достаточное условие минимиза-

ции невязки (2.12).

Следствие 4.8. Пусть выполняется условие (4.76) при ni > 1, а также

условие (4.111) Следствия 4.6, а функции ψi имеют вид (4.130) или (4.131).

Тогда выполняются утверждения (4.113) и (4.132).

Доказательство. Сначала проверим, что данные функции при выпол-

нении условий этого следствия удовлетворяют требованию Теоремы 4.12.

Равенство:

tψ1ψ2e
2β1u1x+2β2u2x = 0

выполняется в силу первого пункта Следствия 4.7, а в случае V̂1 = V̂2
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сделаем замену переменных:

y = x− V̂it

и получим:

tC1(y)C2(y)e2y(β1u1+β2u2),

что, учитывая финитность функции Ci(y), после умножения на 1
1+|t| , будет

ограниченно.

Если же функции ψi брать в виде (4.131) и снова рассмотреть пред-

положение V̂1 = V̂2 , то после разложения вектора x по ортогональному

базису ui, V̂i,
[
ui × V̂i

]
(вследствие (4.111)) благодаря специфике своего ар-

гумента, функция ψi = Ci

([
x× V̂i

])
зануляется в тех направлениях в R3 ,

по которым соотвествующие экспоненты в условиях Теоремы 4.12 возрас-

тают.

Наконец, пользуясь утверждением Теоремы 4.12, видим, что все слага-

емые в (4.136) обнуляются, в силу условий данного следствия. 2

Найденные в Следствии 4.5 данной работы решения ψi(t, x) ви-

да (4.109) ранее для изучаемой здесь модели не встречались. Их особен-

ностью является очень быстрое (быстрее любой обратной степени экспо-

ненты) убывание по времени, т.е. при t → ±∞ , что и означает ”быстро

релаксирующие решения”. Подобные решения стали возможны только бла-

годаря рассмотрению невязки с весом вида (2.12) в сочетании с условием

бесконечной малости множителей si .

В следствиях 4.5 и 4.6 описаны разные варианты поведения парамет-

ров, которые входят в уравнение Бриана-Пиддака и в само бимодальное

распределение f , однако они приводят к одним и тем же результатам, а

именно бесконечной малости величины ∆̃ . Например, если векторы V̂0i

стремятся к нулю быстрее (случай ki >
1
2 ), то их направление в простран-

стве остается произвольным; если же скорость их убывания меньше, что

соответствует ki = 1
2 , то необходимо привлечение дополнительного усло-
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вия (4.111), которое обеспечивает ограниченность по t соответствующих

выражений (4.70) с весом (4.97) (см. также второе слагаемое в (4.103)), а

значит конечность самой невязки (2.12) и ее предела.

Интересно,что при отказе от предположения (4.100) вообще или из-

менении степени знаменателя в (4.98), как можна убедиться, результаты

предельных переходов по βi становятся просто бесконечными или триви-

альными.

Также отметим, что в Теореме 4.9 данной работы параметр d , который

входит в формулу (2.3) остается фиксированным, в то время как при полу-

чении других результатов рассматривается и предельный переход d → 0 .

Физически это означает, что ”быстро релаксирующие решения” возмож-

ны и для больцмановского газа, т.е. при конечных значениях числа Кнуд-

сена [13], а не только для околосвободномолекулярных потоков, т.е. при

числе Кнудсена, которое стремится к бесконечности (очень сильно разре-

женный газ).

4.3. Взаимодействие потоков, описывающих винтовое движение типа

”ускорение-уплотнение” для модели шероховатых сфер

Как и в пункте 4.2. в бимодальном распределении (2.9) в виде максвел-

лианов Mi будем брать выражения, описываемые представлением (4.33),

выражение для плотности ρi (4.58) сохраняется, а вот массовая скорость

преобразуется в следующее выражение:

V i = V̂i + [ωi × x]− uit, (4.138)

где ωi – угловая скорость потока газа в целом, V̂i – произвольный посто-

янный вектор, означающий линейную скорость движения газа вдоль оси

вращения, ui – произвольный вектор, паралельный ωi, т.е.

ui||ωi. (4.139)
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Прежде чем перейти к формулированию основных результатов сделаем

некоторое преобразование выражения (4.33). Для начала введем обозначе-

ние:

ρi = ρie
βiω

2
i r

2
i , (4.140)

ρi = ρ0ie
βi(V

2

i+2uix), (4.141)

где:

r2
i =

1

ω2
i

[ωi × (x− x0i)]
2 , x0i =

[ωi × V̂i]
ω2
i

, (4.142)

x0i – точка, через которую проходит ось скорости в момент времени t = 0.

Теперь используем тождество, приведенное в работе [96]:

V
2
i = ω2

i r
2
i +

(
ωi
ω2
i

(ωi, V̂i)− uit
)2

, (4.143)

истинность которого вытекает из формул (4.138), (4.142) и условия кол-

линеарности векторов ui и ωi, (4.139). Таким образом, используя (4.143)

можно преобразовать представление (4.141) следующим образом:

ρi = ρ0ie
βi

(
ωi
ω2
i

(ωi,V̂i)−uit
)2

+2uiβix
. (4.144)

Значит, выражение (4.33) принимает вид:

Mi = ρie
βiω

2
i r

2
i

(
βi
π

)3

I3/2e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
. (4.145)

С физической точки зрения выражение (4.145) означает следующее.

Функция Mi описывает вращение газа как целого с угловой скоро-

стью ωi вокруг неподвижной оси, проходящей через точку x0i (вели-

чина r2
i есть квадрат расстояния от точки x ∈ R3 до этой оси), а ρi задает

распределение плотности (причем uix − ее минимальное значение по

всем r ∈ [0; +∞) при фиксированном моменте времени t ) вдоль оси вра-

щения. Также заметим, что функции (4.138), (4.141) возрастают по t и x ,

при этом (4.138) линейна по t , а (4.141) линейна по x именно вдоль оси,

задаваемой вектором ωi в силу параллельности ui и ωi, что оправдывает
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название этого пункта (вектор ui – играет роль ”массового ускорения”, а

V i массовой скорости вдоль оси t = 0 ).

Теорема 4.13. Пусть распределение f задается формулами (2.9),

(4.33), (4.138), а функции ϕi(t, x) имеют вид:

ϕi(t, x) =
Di

(1 + t2)si
Ci

(
x+ ωit

2 u2
i

2uiωi

)
, (4.146)

где Di > 0, si > 1
2 − произвольные постоянные, а Ci − произвольные,

неотрицательные, гладкие, финитные или быстроубывающие функции ука-

занных векторных аргументов.

Предположим, что:

ωi = ω0iβ
−mi

i , ui = u0iβ
−ni
i , (4.147)

V̂i = 0, (4.148)

где ω0i, u0i ∈ R3 − произвольные, фиксированные векторы, а на

числа mi, ni накладываются условия:

mi >
1

2
, ni > 1. (4.149)

Тогда существует такая величина ∆′, что выполняется

неравенство (4.16), при этом имеет место утверждение:

lim
βi→+∞

∆′ =
2∑
i=1

ρ0iDiKi(si) sup
x∈R3

(Ci(x)µi(x)), (4.150)

где:

Ki(si) = 2si sup
t∈R1

|t|
(1 + t2)si+1

, (4.151)

µi(x) =


1, mi >

1
2 , ni > 1;

e2u0ix, mi >
1
2 , ni = 1;

e[ω0i×x]2, mi = 1
2 , ni > 1;

e[ω0i×x]2+2u0ix, mi = 1
2 , ni = 1.

(4.152)
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Доказательство. Нетрудно показать, что неравенство (4.42) остается в

силе, а если учесть интеграл (4.9) (с заменой β2 на βi ) и выполняя замену

переменных p =
√
βi(V − V i), можно получить:∫

R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣
6

2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
V i +

p√
βi

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρieβiω2
i r

2
i
e−p

2

√
π3

+
4d2ρ1ρ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2ϕ1ϕ2

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (4.153)

Далее делаем переход к супремуму в неравенстве (4.153), обоснован-

ность возможности которого следует из сделанных предположений в дока-

зываемой теореме:

∆

6 sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣
6

2∑
i=1

sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t
+

(
V i +

p√
βi

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρieβiω2
i r

2
i
e−p

2

√
π3

+
4d2

π2
sup

(t,x)∈R4

ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2ρ1ρ2∫

R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (4.154)

Ввиду условия теоремы (4.148) вместо (4.138), (4.141), (4.142), (4.144) бу-

дем иметь:

V i = [ωi × x]− uit, r2
i =

1

ω2
i

[ωi × x]2 ,

ρi = ρ0ie
βi([ωi×x]2+u2i t

2).

(4.155)

Далее используя выражения (4.155), вид локальных максвеллиа-

нов (4.145), известные свойства модуля, скалярного произведения, инте-
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гралов и точных верхних граней, а также неравенство (4.16), имеем:

∆′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ϕi∂t

∣∣∣∣ eβi([ωi×x]2+u2i t
2+2uix)

+
2∑
i=1

sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dp

(
|p|√
βi

+ |[ωi × x]− uit|
∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣) ρieβi[ωi×x]2 e
−p2

√
π3

+
4d2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

× sup
(t,x)∈R4

{
ϕ1ϕ2e

β1[ω1×x]2+β2[ω2×x]2ρ1ρ2

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣} . (4.156)

Для существования ∆′ , как следует из ее вида (4.156), достаточно про-

верить, что если функции ϕi имеют вид (4.146), то произведение функций

ϕi,
∂ϕi
∂t

,

∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ , ϕi |[ωi × x]− uit| ,
∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ |[ωi × x]− uit| (4.157)

на множитель (4.140) c учетом условия теоремы (4.148) ограничены

по (t, x) ∈ R4 (сходимость всех интегралов очевидна ввиду наличия вы-

ражения ∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣
и присутствия в интегралах убывающих экспонент).

Рассмотрим первое произведение ϕiρi, для чего сделаем замену:

y = x+ ωit
2 u2

i

2uiωi
, (4.158)

после которой указанное произведение принимает вид:

Di

(1 + t2)si
Ci(y)ρ0ie

βi(2uiy+[ωi×y]2). (4.159)

Следовательно, учитывая свойства функции Ci , которые описаны в

условиях Теоремы 4.13, произведение (4.159) ограниченно по y ∈ R3 ,

а ограниченность по времени t вытекает из условия показателя

степени si > 1
2 . По таким же причинам ограниченно произведение чет-

вертой из перечисленных функций (4.157) на плотность ρi после предло-
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женной замены (4.158), ввиду возможности оценки сверху следующим вы-

ражением:

Di

(1 + t2)si
Ci(y)ρ0ie

βi(2uiy+[ωi×y]2) (|[ωi × y]|+ |t||ui|) . (4.160)

Аналогично проверяется ограниченность произведений плотности ρi

на оставшиеся функции (4.157), после нахождения следующих производ-

ных:

∂ϕi
∂x

=
Di

(1 + t2)si
C ′i

(
x+ ωit

2 u2
i

2uiωi

)
,

∂ϕi
∂t

=
−2tsiDi

(1 + t2)si+1
Ci

(
x+ ωit

2 u2
i

2uiωi

)
+

Di

(1 + t2)si
(C ′i · ωi) ·

tu2
i

uiωi
, (4.161)

где (C ′i · ωi) − скалярное произведение градиента функции Ci на угловую

скорость ωi .

Итак, учитывая условия теоремы (4.147), (4.148) и найденные произ-

водные функции ϕi (4.161) видим, что исследуемая величина ∆′ (4.156)

принимает вид:

∆′

=
2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,y)∈R4

{
|t|

(1 + t2)si
e2u0iyβ

1−ni
i +β

1−2mi
i [ω0i×y]2

×
∣∣∣∣ 2si
1 + t2

Ci(y) + (C ′i(y) · ωi)
tu2

0i

u0iω0i
β−nii

∣∣∣∣}
+

2∑
i=1

∫
R3

dp sup
(t,y)∈R4

{(
|p|√
βi

+
∣∣β−mi

i [ω0i × y]− u0itβ
−ni
i

∣∣ Di|C ′i(y)|
(1 + t2)si

)
× ρ0ie

2u0iyβ
1−ni
i +[ω0i×y]2β

1−2mi
i

} e−p2
π3/2

+
4d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21 sup

(t,y)∈R4

{
D1D2

(1 + t2)s1+s2C1(y)C2(y)

× exp

{
2∑
i=1

(
β1−2mi

i [ω0i × y]2 + 2yu0iβ
1−ni
i

)} ∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2
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+[ω01 × y]β−m1
1 − [ω02 × y]β−m2

2 + t
(
u02β

−n2
2 − u01β

−n1
1

)∣∣ . (4.162)

Далее остается перейти к пределу при βi → +∞ в последнем равен-

стве (4.162), обоснованность возможности такого перехода аргументирует-

ся свойствами функции Ci , а для перехода под знаком супремума исполь-

зуем приведенную в работе [96] лемму 1, проверка условий которой легко

осуществляется исходя из условий рассматриваемой теоремы.

Итак, рассмотрим четыре случая значений mi и ni , которые следуют

из условия (4.149).

1) Если mi >
1
2 , ni > 1 :

lim
βi→+∞

∆′ =
2∑
i=1

ρ0iDi · 2si sup
t∈R1

|t|
(1 + t2)si+1

sup
x∈R3

Ci(x). (4.163)

2) В случае mi >
1
2 , ni = 1 :

lim
βi→+∞

∆′ =
2∑
i=1

ρ0iDi sup
t∈R1

2si|t|
(1 + t2)si+1

sup
x∈R3

(
Ci(x)e2u0ix

)
. (4.164)

3) При mi = 1
2 , ni > 1 :

lim
βi→+∞

∆′ =
2∑
i=1

ρ0iDi sup
t∈R1

2si|t|
(1 + t2)si+1

sup
x∈R3

(
Ci(x)e[ω0i×x]2

)
. (4.165)

4) и в последнем варианте mi = 1
2 , ni = 1 :

lim
βi→+∞

∆′ =
2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,x)∈R4

{
2si|t|

(1 + t2)si+1
Ci(x)e2u0ix+[ω0i×x]2

}
. (4.166)

Таким образом, найденные пределы величины ∆′ при разных значе-

ниях показателей степени mi и ni (4.163)− (4.166) подтверждают истин-

ность утверждения теоремы (4.150)− (4.152).

2

Следствие 4.9. Пусть выполнены все условия Теоремы 4.13, тогда для

любого положительного числа ε существует такое положительное число δ,
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что для любых достаточно малых коэффициентов D1, D2, а β1, β2− доста-

точно больших достигается бесконечная малость невязки ∆ (2.10). То есть

выполняется утверждение Теоремы 4.5 (4.64).

Доказательство. Исходя из вида предела ∆′ в формулах

(4.150)− (4.152) и неравенства (4.16), легко видеть, что вся сумма,

благодаря специальному подбору констант D1, D2 в правой части (4.150)

зануляется, что и доказывает утверждение (4.64), приведенное в Теоре-

ме 4.5. 2

Сформулируем еще одну теорему для рассматриваемого распределе-

ния (2.9).

Теорема 4.14. Пусть коэффициентные функции в бимодальном рас-

пределении (2.9) имеют следующий вид:

ϕi(t, x) = ψi(t, x)ρ0i[ρi(t, x)]−1e−βiω
2
i r

2
i , (4.167)

где r2
i и ρi(t, x) представлены в (4.141), (4.142). Пусть при выполнении

условий:

mi >
1

2
, ni > 1 (4.168)

также остается верным предположением (4.147). Тогда, если функции:

ψi(t, x) = DiCi(t)Ei(x), (4.169)

где Ci(t), Ei(x) > 0 − гладкие финитные или быстроубывающие, то

утверждение (4.64) остается в силе.

Доказательство. По-прежнему остается верным неравенство (4.154),

однако ввиду условия (4.167) необходимо заново вычислить производные:

∂ϕi
∂t

=

(
∂ψi
∂t

+ 2βiψiui

(
ωi
ω2
i

(
ωi, V̂i

)
− uit

))
ϕiψ

−1
i ,

∂ϕi
∂x

=

(
∂ψi
∂x
− 2βiψi (ui + [[ωi × (x− x0i)]× ωi])

)
ϕiψ

−1
i .

(4.170)
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Далее подставим (4.170) в оценку (4.154) и получим представление

для ∆′ :

∆′

=
2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ 2βiψi ·

(ωi, ui)

ω2
i

((
ωi, V̂i

)
− u2

i t
)

+

(
V i +

p√
βi

)(
∂ψi
∂x
− 2βiψi (ui + [[ωi × (x− x0i)]× ωi])

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

sup
(t,x)∈R4

(
ψ1ψ2

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣) . (4.171)

Конечность полученной величины ∆′ обеспечивается тем, что если

выполнено условие (4.169), то все функции (4.157) (с заменой ϕi на ψi )

ограничены на R4.

Перейдем к пределу в последнем равенстве, принимая во внима-

ние (4.147), возможность перехода аргументируется аналогично тому, как

это сделано при доказательстве Теоремы 4.13. Таким образом, имеем:

lim
βi→+∞

∆′

=
2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21 sup

(t,x)∈R4

(
ψ1ψ2

∣∣V 1 − V 2

∣∣) ,
что в итоге равно:

lim
βi→+∞

∆′

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ V̂i

∂ψi
∂x

∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣V 1 − V 2

∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2) .

И теперь остается подставить вид функции ψi(t, x) из (4.169), что дает
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следующее:

lim
βi→+∞

∆′

=
2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣Ei(x)C ′i(t) + V̂iE
′
i(x)Ci(t)

∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣V 1 − V 2

∣∣D1D2 sup
t∈R1

(C1(t)C2(t)) sup
x∈R3

(E1(x)E2(x)).

Учитывая, бесконечную малость величин D1, D2 получаем, что утвер-

ждение (4.64) действительно выполняется. 2

Таким образом, в пункте 4.3. продемонстрировано, что некоторые ре-

зультаты, полученные ранее для более простой модели твердых сфер, рас-

пространяются также и на модель Бриана-Пиддака.

4.4. Выводы к разделу

В разделе получены приближенные решения уравнения Бриана-

Пиддака в виде бимодального распределения (2.9) с максвелловски-

ми модами, описывающими смерчеобразное движение, движение типа

”ускорение-уплотнение”, а также винтообразное движение ускоряющихся-

уплотняющихся потоков. Принимая во внимание приближенный ха-

рактер решений, использовались такие отклонения, как равномерно-

интегральное (2.10), ”чисто-интегральное” (2.11) и невязка с весом (2.12),

которые были предложены Гордевским В.Д. в своих работах. В зависи-

мости от невязок, а также вида коэффициентных функций ϕi(t, x), были

найдены условия достаточные для бесконечной малости указаных невя-

зок, что и означает построение явных приближенных решений уравне-

ния (2.1)− (2.3).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Диссертация посвящена решениям уравнения Больцмана для модели

шероховатых сфер. Эта модель была введена Брианом, а методы, развитые

Чепменом и Энскогом для общих невращающихся сферических молекул,

были распространены на неё Пиддаком, поэтому часто данная модель на-

зывается моделью Бриана-Пиддака. Данная модель имеет интересные фи-

зические свойства, однако она мало исследовалась, и некоторые важные

вопросы, связанные с ней не были ранее рассмотрены.

Единственным точным решением, известным на сегодняшний день, яв-

ляется решение, аналогичное полученному Максвеллом для модели твер-

дых сфер. Одним из важных и актуальных вопросов является поиск наи-

более общего вида максвелловских распределений для рассматриваемых

молекул.

Кроме того, для модели Бриана-Пиддака ранее было получено лишь

несколько приближенных решений в виде бимодального распределения.

Поэтому следующим вопросом, который должен был быть решен в этой

работе, являлось нахождение новых приближенных решений в виде бимо-

дального распределения с максвелловскими модами, описывающими раз-

личные типы движений.

Итак, основные результаты данной диссертации таковы:

• Определен общий вид локальных максвелловских распределений для

модели Бриана-Пиддака;

• Подробно классифицированы основные типы движений потоков газа

для модели шероховатых сфер;

• Показано, что интеграл столкновений для произвольных максвеллиа-

нов, проинтегрированый по пространству линейных и угловых скоро-

стей, обращается в нуль;
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• Получено приближенное решение в виде бимодального распределе-

ния с модами, описывающими смерчеобразное движение потока газа в

случае равномерно-интегрального и чисто-интегрального отклонения

между частями уравнения Бриана-Пиддака;

• Показано, что вид бимодального распределения с модами специаль-

ного типа, описывающими ”ускоряющееся-уплотняющееся” движение

газа для модели шероховатых сфер в случае равномерно-интегральной

невязки сохраняется в виде, аналогичном тому, который ранее был из-

вестен для более простой модели твердых сфер;

• Исследовано взаимодействие двух ускоряющихся-уплотняющихся по-

токов, где в роли отклонения между частями уравнения Бриана-

Пиддака используется ”невязка с весом”;

• Построено приближенное решение в виде бимодального распределе-

ния с модами, описывающими винтовое движение типа ”ускорение-

уплотнение”, минимизирующее со сколь угодно высокой степенью точ-

ности равномерно-интегральную невязку.

Результаты диссертационной работы носят теоретический характер и

могут быть использованы при дальнейшем изучении уравнения Бриана-

Пиддака и иных родственных ему кинетических уравнений.
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