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УНИВЕРСАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
С ЗАДАННЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА РОСТ 
РЕЗОЛЬВЕНТЫ 

В данной статье методами теории полугрупп построены уни-
версальные модельные представления диссипативных операторов 
со спектром в нуле и заданными ограничениями на рост резоль-
венты . 

1. Рассмотрим диссипативный локальный узел (1, 2] 
Д = (Л, Я , ф, Е, (1) 

узловое соотношение которого имеет вид 

| ( Л —Л*) = {2Л,) = ф * ф > 0 . 

Для вполне несамосопряженности [1 ,2 ] диссипативного оператора 
А необходимо и достаточно, чтобы не существовало инвариант-
ного относительно А подпространства, на котором индуцировал-
ся бы самосопряженный оператор. Пусть Кег*/4 = 0 (что и будет 
предполагаться в дальнейшем), тогда существует в широком 
смысле, т. е. вообще говоря, неограниченный оператор А'^ 
с плотной в Н областью определения Ь{А~^) = АН. Резольвентой 
Фредгольма [3] оператора А называется функция 

Л (X) = Л (/ - = (Л-1 - = (Л-1). 
Рассмотрим полугруппу T^, порождаемую задачей Коши: 

1/(0) = / . 
Из (3) следует, что для имеет место 

/ ' ( О Х О , (4) 

т. е. полугруппа Г, является сжимающей Ц Г / Ц с 1 и 

( ( / - Г Г Л ) / , / ) = 2^<Л^/ ' ( s ) , (5) 
о 
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Положительность ограниченной невозрастающей функции || 
означает, что существует предел 

И т I I / (011^= да / ) . 

где оператор К является сильным пределом неотрицательных 
оператор-функций 

Поэтому 

и значит 

K = s — \m T*Tt, (О < а: < /) . (6) 

во 

1<А,тп, T;f)dt = j < i ! - K ) f , / ) , 

lim II f 11̂  = lim (A,T;f, T l f ) = 0 (7) 

/ Используя узловое соотношение (2), получим, что 
ОС 

= (8) 
о 

где В^ = I — к, 0 < ß < / , f^D(Л"^). Из определения оператора 
/ ( (6 ) заключаем, что полугруппа Tt является изометрической 
в метрике </С/, g), так как TfKTt = /С, и значит А* К = КА. 

Теорема 1. Предположим, что в гильбертовом пространстве 
И задана сжимающая полугруппа Tt (3), инфинетизимальным 
оператором которой является (iA)~^. причем А — ограниченный 
диссипативный оператор такой, что Кег А* = 0. Пусть для 
каждого f^H вектор-функция f ( t ) = Ttf имеет предел 

s - l i m / ( 0 = / - (9) 

тогда 
S — И т Г , = 0. (10) 

Теорема 2. Предположим, что вполне несамосопряженный 
ограниченный диссипативный оператор А такой, что 
является инфинитезимальным оператором полугруппы Tt (3). 
Тогда 

во 

[ \ F t { f , g)\Ut<oo, (11) 
о 

где функция Ft{f, g) имеет вид F t ( f , g) = c T t f , g>, либо 
Pi(f> g)^<T;f, g), причем 

а г = S iA*yA,h, (V /is € Я . V « € Z,). 
0<s<n 
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.1. Ограниченный линейный оператор А в Н будем относить 
к ллассу (2|. если: 

1) Л — диссипативен, / 1 / > 0 ; 
2) резольвента Фредгольма Л (Я) = / ! ( / — М ) " ' является це-

лой функцией экспоненциального типа*. 
Рассмотрим следующий важный пример операторов класса. 

11усть ^ 

/-^(0, /)= \[{х)^{Г{х) Г{х)У, /(дс))^дс<оо{(12) 
о 

( 0 < / < с х э , л < о о ) . Введем в Lr(0, I) диссипативный оператор 
I I 

= . . . , t ^ / Ч O d / ) . (13) 
X X 

Включим Л/ (13) в диссипативный локальный узел (I): 

А, /). ф,, /^2). (14) 

Нетрудно показать, что резольвента Фредгольма Л; (Я) является 
целой функцией экспоненциального типа, т. е. Полу-
группа Т{{3), инфинитезимальным оператором которой является 
оператор (гЛО"^, имеет вид 

{ f tn{x) = \ o . t i { x ) f { x + ^ ) , (15> 

где Х(о,/](х) — характеристическая функция множества [О, /]. 
I II . Учитывая сжимаемость полугруппы Tt (3), легко уста-

новить, что 

/Л(Я) = ( 1 т Я > 0 ) . (16) 
о 

Используя теорему 2, получим 
•о 

1(А (Я)/, д) = J (1т Я > 0), (17) 
о 

где / и ^ принадлежат соответствующим плотным множествам 
в Я . Из теоремы 2 следует (Ttf , что позволяет в силу 
теоремы Планшереля утверждать, что (A{x)f , оо), 
( х ^ й ) . Поэтому из теоремы Винера —Пели заключаем, что 
(T'tf, при t ' > l , начиная с некоторого /, ( 0 < / < о о ) . 
Следовательно, билинейный аналог формулы (8) имеет вид 

I 
^т;g)dt = ( f , д). (18) 

о 

* Оператор-функция А (Л) называется функцией экспоненциального типа, 
если 11/1 (Я) !1< Д ехр а 1 Л, I, (Л. а е/?). 
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Используя разложение фГ// по стандартному ортонормирован-
ному базису ъ Е = ]л учитывая теорему 2, приходим к следую-
щему утверждению, которое было методами характеристических 
функций получено л . Исаевым [2, 4]. 

Теорема 3. Простой диссипативный локальный узел А(1) 
(где Е = 11), основной оператор которого принадлежит Л^^р, 
унитарно-эквивалентен сужению узла Аі (14) на одно из инва-
риантных относительно оператора Аі подпространств, причем 
I совпадает с типом резольвенты Фредгольма А {К). 

IV. Предположим, что оператор-функция Л (Я) не является 
целой функцией экспоненциального типа. Обозначим через А^ 
локальный узел, который совпадает с узлом А; (14), когда 
/ = оо. При этом оператор Л» = неограничен в оо), 
область определения его 

= оо); оо)) 

плотна £г(0 , оо). С помощью аналогичных рассуждений прихо-
дим к следующему утверждению. 

Теорема 4. Предположим, что основной оператор А просто-
го диссипативного узла А(1)(£' = /^) таков, что КегЛ* = {0}, 
а сжимающая полугруппа Ті{3) обладает тем свойством, что 
для каждого /^Я вектор-функция /(<) == имеет предельные 
значения (9). Тогда узел А унитарно-эквивалентен сужению 
узла на одно из инвариантных подпространств относитель-
но оператора Л« , на котором Л - индуцирует ограниченный 
оператор. 

V. Используя известную формулу 

7 
} е'У'^-^сіі = (—іХ)«, ( І т X > 0 , а > 0 ) . Г(а) о 

можно определить степени Л", ( 0 < а < 1 ) диссипативного опе-
ратора Л 

»Яд •• 

= ( 0 < а < 1 ) . (19) 

где Г / — полугруппа (3). Без труда устанавливается сильная 
сходимость интеграла (19). Легко видеть, что для Л« имеет 
место: 

а) Л«+Р = Л « - Л Р , ( 0 < a + ß < 1); б) s — И т Л « = / ; в) s — 
аЮ 

— lim Л" = л. 
a t l 

Из (19) следует, что 
aгg<Л«Л, Л> е(0, ла) , (20) 

43 



кроме того, используя формулу (16), легко установить, что 

!\1 (а-Ц) . л 
да ( 0 < а < 1). 

и 

Нетрудно видеть, что для оператора Л/ будем иметь 

I 

= П У ) ) ( У - х Г - Ы У , (21) 
X 

где /(.v)GL?(0, /). Из (20) следует, что при а > 1 операторы 
/^f — ne диссипативны. Отметим, что мнимая компонента (АТ)/ 
оператора А? (21), ( 0 < а < 1) «невырождена» и I) = 
= I). Элементарные вычисления показывают, что резоль-
вента Фредгольма оператора Л? (21) имеет вид 

Жа 1» Я1а \ 
= \ f ( l ) E г / a [ { t - x n e ^ , 1 ) (^ _ х)«- '^^. 

(22) 
где 

г* 

*=о \ Р/ 

— целая функция типа Миттаг-Леффлера [5] конечного порядка р. 
Из (22) следует, что порядок роста резольвенты Фредгольма Л? (Я) 
равен р = 1/а, а тип, отвечающий порядку р, равен т = / Вос-
пользуемся следующим аналогом теоремы Винера-Пели. 

Теорема 5 [5]. Класс целых функций / ( г ) порядка р > 1 
и типа < а, удовлетворяюи^их условию 

ео 

оо; ( | а < 1 0 | < : п ) . 

(—1<о)<1), совпадает с классом функций, имеющих пред-
ставление 

X 

/ ( 2 ) = 
о 
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где а), 2цр = 1 + р + со. Функция ф (х) единственным 
образом определяется формулой 

2я\ 
/ ( е ^ + 

/л 11 
+ e^ 

б 

Теорема 6. Предположим, что для линейного вполне несамо-
сопряженного ограниченного оператора, действуюи1,его в гиль-
бертовом пространстве И, имеют место: 

1) a r g M / , / ) € ( 0 , яа) , ( 0 < а < 1); 
2) резольвента Фредгольма А (X) имеет порядок роста Р — 

и тип т = I. 
Тогда существует инвариантное относительно оператора 

подпространство в /), на котором Л? (21) индуцирует 
оператор, унитарно эквивалентный А. 
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